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Abstract. Parallelizable numerical methods for solving large scale DAE systems 
are developed at the level of differential, nonlinear and linear equatiOns. For this the 
subsystem-wise structure of the DAE systems based on unit-oriented modelling is 
explored. Partitionings are used to parallelize waveform relaxation and structured 
Newton methods. Initial values a~e computed with a modified Newton method. To 
solve large sparse systems of linear equations a special Gaussian elimination method 
is used. The algorithms were implemented on a CRAY C90 vector computer, as well 
as on both, moderately parallel CRAY J90 vector computers and massively parallel 
CRAY T3D machines. The methods were te.sted using several real life examples. 

1 Einleitung 

Um den standig steigenden Anforderungen an die Qualitat'von Produk-
ten der Chemischen Industrie und immer gro:Ber werdenden Erwartungen 
im Bereich des U mweltschutzes gerecht werden zu konnen, reicht es nicht 
mehr aus, Entwicklungs- und Produktionsverfahren schrittweise zu beschleu-
nigen und zu verbessern: Quantenspriinge zur Reduktion der Entwicklungs-
zeiten und bei der Optimierung komplexer Chemie-Anlagen sind erforder-
lich. Um dieses Vorhaben zu verwirklichen, ist es notwendig, durch verfah-
renstechnische Simulationen die verschiedenen Aufgaben in der Anlagenpla-
nung und-optimierung zu unterstiitzen. Die Vernetzung chemischer Anlagen 
zur Energie- und Rohstoffreduktion, zur Reduktion der Nebenprodukte oder 
zum Erzielen geringerer Anlageninvestitionskosten fiihrt zu hoheren Komple-
xitaten der Gesamtanlagen ( vgl. Abbildung 1 ), die isolierte Betrachtungen 
einzelner Verfahrenseinheiten zur Optimierung nicht mehr ausreichen !assen. 
Um die hohen Dimensionen von Simulationsmodellen von Gesamtanlagen 
auch bei wachsender Modelltiefe weiterhin numerisch im Griff zu haben, ist 
es notwendig, iiber den Einsatz von sequentiellen Hochstleistungsrechnern 
hinaus Konzepte zur Parallelisierung der mathematischen Losungsverfahren 
zu entwickeln. 

Raw-Product KlOO 

rccyae to !Qctor P.rodoc:t2 

A b b. 1. Flowsheet einer warme- und stromverkoppelten Destillationsanlage 
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Die mathematische Modellierung verfahrenstechnischer Prozesse in che-
mischen Anlagen, etwa bei der dynamischen Simulation komplexer chemi-
scher und physikalischer Vorgange in warme- und stromverkoppelten De-
stillationskolonnen, fiihrt auf Anfangswertprobleme fiir grofie Systeme von 
Algebro-Differentialgleichungen (DAE) 

F(t,y(t),y(t),u(t)) = 0, y(to) =Yo, (1) 

F : R X Rn X Rn X R q -t Rn, t E [to, t END], 

wobei die Parameterfunktion u(t) gegeben und y(t) = (~1(t), ... , ~n(t))T ge-
sucht ist. 

Durch eine geeignete Modellierung kann in der Regel gesichert werden, 
dafi das System (1) den differentiellen Index 1 ·hat. Es ist i. allg. ein Sy-
stem mit steifen Differentialgleichungen, dessen Diskretisierung und Lineari-
sieru~g zu Gleichungssystemen mit schwach besetzter und _nicht symmetri-
scher Jacobi-Matrix fiihrt. Die,Systeme konnen mehrere 10 OOO Gleichungen 
umfassen und sind entsprechend der Modellierung der Gesamtanlage nach 
Funktions blocken in Teilsysteme strukturiert: 

(2) 
m 

Fi: Rx Rni x Rni x R(n-ni) x R(n-nt:) x Rq -t Rnt:' L ni = n, 
i=1 

Vi= (y1, ·. · ,Yi-1,Yi+l, ... ,ym)T, i = l(l)m. 
Sowohl bei der Losung des Anfangswertproblems als auch bei der Bestim-
mung der Anfangswerte y0 betrachten wir numerische Verfahren und Algo-
rithmen, die diese Struktureigenschaften der DAE-Systeme ausnutzen und 
fiir die Implementierung auf Parallelrechnern geeignet sind. 

Parallelisierbare numerische Verfahren zur Losung des Systems (1) wer-
den auf drei Stufen des Losungsprozesses - Differentialgleichungen, nichtline-
are Gleichungen und lineare Gleichungen - betrachtet. Dabei wird von einer 
entsprechend der Struktur (2) des DAE-Systems verteilten Auswertung der 
Gleichungen ausgegangen. 

Block-Waveform-Iterationsverfahren [4] weisen giinstige Voraussetzun-
gen fiir eine Parallelisierung auf der Ebene der DAE-Systeme auf (Kapitel 2). 
S!e sind jedoch nur fiir DAE-Systeme geeignet, fiir die eine geeignete Block-
zerlegung bestimmt werden kann. Falls aufgrund starker Kopplungen zwi-
schen den Teilsystemen keine solche Blockzerlegungen existieren, konnen par-
allelisierbare strukturierte Newton-Verfahren eingesetzt werden (Kapitel 3). 
Zur Berechnung der Anfangswerte y0 = y(t0 ) des DAE-Systems (1) wer-
den Gaufi-Seidel-Newton-artige Verfahren verwendet (Kapitel 4). Fiir die 
Losung der schwach besetzten linearen Gleichungssysteme wurden spezielle 
Gaufische Eliminationsverfahren entwickelt (Kapitel 5). 

Die numerischen Verfahren wurden bisher im wesentlichen an Modell-
problemen getestet, die im Prozefisimulator SPEEDUP [1] enthalten sind. 
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Hierfiir wurde ein Programm entwickelt, welches aus den von SPEEDUP ge-
lieferten Informationen eine Datenschnittstelle fiir unsere Verfahren erzeugt. 
Diese Schnittstelle beinhaltet das DAE-System in einer strukturierten Dar-
stellung, die fiir eine teilsystemweise Berechnung des Funktionsvektors und 
der Jacobi-Matrix benotigt wird. 

Mit den entwickelten Verfahren wurden Testrechnungen auch an Model-
len aktueller Anlagen der Bayer AG durchgefiihrt. Durch Unterstiitzung von 
Cray Research konnte der lineare Solver in SPEEDUP eingebunden werden, 
womit Simulationen fiir gro:Be Produktionsanlagen durchgefiihrt wurden. 

2 DAE-Systeme 

Wir setzen voraus, da:B das DAE-System (1) entsprechend (2) in Teilsysteme 
strukturiert ist. Die Teilvektorfunktionen Fi(t, y(t), y(t), u(t)) seien ebenso 
wie die Hyperzeilen 8/;i = 8{;. +ci* 8J;i der Jacobi-Matrix d~s diskretisierten 
Systems fiir jedes der m Teifsysteme separat berechenbar. 

Durch eine eineindeutige Zuordnung von Variablen Yi = ( ~il, ... , Zini )T zu 
den Teilsystemen Fi = (/.;.1 , ... , finJT und durch Zusammenfassung von stark 
miteinander gekoppelten Teilsystemen zu Blacken :F; = (F;_1 , ... , F;m; )T mit 
Y; = (y; 1 , •.• ,y;m.)T und V; = (vii, ... ,v;m.) erhalten wir eine Blockzerle-

' J gung des Problems (1) in 

F;(t,Y;(t),Yj(t),U;(t),u(t)) = 0, Y;(to) = Y;,o, j = l(l)M. (3) 

Der folgende Algorithmus eines Block-Waveform-Iterationsverfahrens [4] 
nutzt geeignete Pradiktorwerte fiir die Koppelva.riablen U; = (Vj, 'V;)T. Da-
durch konnen in jedem Iterationsschritt die einzelnen Teilsystem-Blocke un-
abhangig voneinander iiber sukzessiv fortschreitenden Teilintervallen [7] des 
Zeitintervalls mit bekannten Verfahren, z.B. BDF, gelOst werden. 

do for p = 0, 1, 2, ... 
set Y;0 [tp, tp+1] for j = 1(1 )M 
do fork= 1,2, ... 

do for j = l(l)M 
solve fort E [tp, tp+i] 

:F;(t, Y;1c(t), Y/(t), u;-1 (t), u(t)) = o 

enddo 
until llYk - y1c-1 ll[tp,tp+1] < e 

end do 

le -Y; (tp) = Y;(tp) 

Block-Waveform-Iterationsverfahren lassen sich giinstig parallelisieren, 
sind jedoch nur fiir eingeschrankte Aufgabenklassen geeignet. Die Konver-
genzeigenschaften hangen wesentlich von der zugrundeliegenden Blockzerle-
gung ab [3]. 
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Es wurden Algorithmen zur Blockzerlegung von strukturierten DAE-
Systemen entwickelt und implementiert. Dabei werden sowohl bei der er-
forderlichen Zuordnung von Variablen zu Gleichungen als auch bei der Zu-
sammenfassung von Teilsystemen zu Blocken "Gewichte" fiir die Kopplung 
zwischen den Variablen, Gleichungen bzw. Teilsystemen definiert, die aus der 
Jacobi-Matrix A := a~~y) I y=fh A = (apq) E Rnxn des nichtlinearen Sy-
stems F(y) = 0, F: Rn~ Rn gewonnen werden, das durch Diskretisierung 
des DAE-Systems im Zeitpunkt t = t, y """y(t) entsteht. 

Das Ziel des Zuordnungsprozesses ist, jeder Variablen Zq eineindeutig ei-
ne Gleichung fp zuzuordnen, so da:B die fiir die Teilsysteme i = l(l)m mit 
Yi, Fi E R ni resultierende Zuordnung Yi ~ Fi konsistent beziiglich der Zu-
standsvariablen ist und die nix ni Teilmatrizen ~F; regular sind. 

Hierzu formulieren wir das lineare gewichtete tuordnungsproblem 

n n 

L L WpqSpq --t maz, 
p=lq=l 

n n 

Lspk = 1, Ls1cq = 1, 
k=l k=l 

8 
_ { 1 : Variable Zq ist Gleichung fp zugeordnet, 

pq - 0 : sonst, _ 

0 : f P hangt weder von Zq noch von Zq ab, 

Wpq = 1 + I a.n 1 f h ·· t . ht b . b 2::=
1 

la.P,. I : P ang von zq, me a er von Zq a , 

3 + I a.,,q I f h.. t . b 2:;=
1 

la.P,.I : p ang von Zq a . 

Ausgehend von der Jacobi-Matrix des Gesamtsystems erzeugen wir einen 
parametrisierten gerichteten Graphen und losen das Zuordnungsproblem mit-
tels Graphenalgorithmen aus LEDA [18] . 

Bei der Zusammenfassung von Teilsystemen zu Blocken definieren wir 
zunachst, was wir unter einer "starken" Kopplung zwischen Gleichungen bzw. 
Teilsystemen verstehen wollen. Wir nennen eine Zeile p der Jacobi-Matrix 
A mit f P E Fi dominant beziiglich Teilsystem i, wenn 

L lapql/laPPI < 1, Ki = {r I fr E Fi} 
q</.Ki 

gilt. Das Teilsystem i wird dann als starker Input des Teilsystems j 
bezeichnet, wenn ein Pi E {p I fp E F;, Zelle p ist nicht dominant beziiglich 
Teilsystem j} existiert, so da.fi 

erfiillt ist. 
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N achdem wir die star ken Inputs der Teilsysteme bestimmt haben, initiali-
sieren wir die Blocke mit jeweils einem Teilsystem und fassen dann sukzessiv 
Blocke mit starken Input-Teilsystemen zusammen. Im allgemeinen wird die-
se Blockzerlegung nur einmal vor Beginn des Iterationsprozesses fiir t = t0 

durchgefiihrt, sie kann aber fiir t > t0 wiederholt werden, falls Konvergenz-
probleme auftreten. 

Gegenwartig benutzt das Block-Waveform-Iterationsverfahren zur Inte-
gration der Blocksysteme eine Mqdifikation des Programms DAS SL [8]. 

Fiir die Beispiele DYNEVAP (Doppel-Effekt-Verdampfer mit 13 Teilsy-
stemen) und BTX (Destillationskolonne mit 52 Teilsystemen) wurden Block-
zerlegungen bestimmt. Wa.hrend das Waveform-Verfahren fiir DYNEVAP 
konvergiert, treten bei BTX aufgrund starker Riickkopplungen zwischen den 
Stufen der Destillationskolonnen Konvergenzprobleme auf. 

3 Nichtlineare Gleichungen 

Falls die Teilsysteme (2) des DAE-Systems untereinander stark gekoppelt 
sind, kann durch den Partitionierungsalgorithmus keine sinnvolle Blockzer-
legung fiir das Waveform-Verfahren gefunden werden. Es werden deshalb 
zur Losung der aus (2) entstehenden nichtlinearen Gleichungssyteme struk-
turierte Newton-Verfahren [5, 11, 13] eingesetzt. Bei einstufig strukturierten 
Verfahren wird von Systemen der Form 

F(z,y)=O 
G(y) = 0 

mit F: Rlc x R1 ~Rn, G: Rz ~RP, k + l = p + n, ausgegangen. 

(4) 

Wahrend in [13] vorausgesetzt wird, dafi sich y = (Y1, Y2 )T so wa.hlen la.fit, 
da:B [8:,:F 8y1 F] regular ist, partitionieren wir in Anlehnung an [5, 11] F so in 
F = (F1 , F2)T, da:B nur 8zF1 regular sein mu:B. Die Auswahl der Gleichungen 
F1 erfolgt mit Hilfe eines Algorithmus zur Pivotwahl in der iiberbestimmten 
Teilmatrix Bz F. 

Pivotspalten 

Pivot-
zeilen 
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Der N ewton-Ansatz fiir ( 4) mit F = (Fi, F2) T liefert 

0 = Fi + 8zFiLl.z + 8yFi Lly 
0 = F2 + 8zF2Llz + 8yF2 Lly 
0 = G + 8yGLly. 

Aus den beiden ersten Gleichungen erhfilt man 

Llz = Llz + B Ll.y 
0 = F2 +Oily 

(5) 

mit den Vektoren Llz = -( 8zFi)-i Fi und F2 = F2 + 8zF2Llz sowie den Ma-
trizen B = -(8zFi)-i8yFi und 0 = 8zF2B + 8yF2 • Somit kann die Berech-
nung der Llz und Lly eines Newton-Iterationsschrittes in drei Teilschritten 
erfolgen: 

(i) bestimme Llz, F2, Bunda aus 

(ii) bestimme Ll.y aus 

(iii) berechne Llz aus 

Llz = Ll.:V + BLl.y. 

Besitzt das Gleichungssystem (4) mit z = (z1, ... ,zm)T, y = (yi, ... ,ym)T, 
F = (Fi, ... , Fm)T die Struktur 

Fi(Zi, Yi) = 0, 
G(y) = O 

i = l(l)m (6) 

und sind die Argumente unterschiedlicher Fi disjunkt, so konnen die Schritte 
(i) und (iii) fiir alle i = l{l)m unabhangig voneinander und damit parallel 
ausgefiihrt werden. 

Bei der Losung der linearen Gleichungssysteme in Schritt (i) kann man 
ihre spezielle Struktur ausnutzen. Bei ihrer LU-Faktorisierung 



7 

sind nur L1,1, L2,l und U1,1 zu berechnen. 
Zur Reduzierung des Aufwandes bei der Losung des Hauptsystems als 

wesentlichem Bestandteil des sequentiellen Anteils des Algorithmus kann man 
den Schritt (ii) im Wechsel mit einem Schritt ausfiihren, bei dem der den 
Teilsystemen entsprechende Anteil G Llyk+l = -F2 durch 

CoLlyk+i = -( F2 + C Llyk - GoLlyk) 

ersetzt wird, wa.h.rend der Anteil 8yGLlyk+i = -G unverandert bleibt, da 
G linear ist. Dabei bezeichnet Go die im letzten Schritt (ii) berechnete und 
bereits faktorisierte Matrix C. Somit kann in (i) die Berechnung der Matrix 
G durch die Berechnung des Vektors GLlyk mittels 

[g:~~ ~] ( ~~;: ) = -(~~~~;:) 
ersefat werden. Ebenso wird der Vektor BLlyk+l fiir (iii) &urch die Losung 
des Gleichungssystems 

[8:z:F1] (BLlyk+i) = -8yF1Llyk+i 

bestimmt. 
Zur Erzeugung des erweiterten nichtlinearen Systems ( 6) fiir ein struktu-

riertes DAE-System ( 2) werden fiir die Teilsysteme Fi die inneren V ariablen 
Zi, die nur in Fi vorkommen, und die au:Beren Variablen Yi, die mindestens 
in zwei Teilsystemen vorkommen, bestimmt. Fiir die mehrfach auftretenden 
au:Beren V ariablen werden HiHsvariablen eingefiigt, so da:B die Argumente ver-
schiedener Fi disjunkt sind. Entsprechend diesen zusatzlichen Variablen wer-
den Identitatsgleichungen G(y) = 0 hinzugefiigt. Zur Steigerung der Effekti-
vitat der Parallelisierung konnen Teilsysteme so zu Blocken in etwa gleicher 
Dimension zusammengefa:Bt (load balancing) werden, da:B das Hauptsystem 
von moglichst geringer Dimension ist. 

Ein zweistufiges Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme 

Fi;( Zij' Yij' Zij) = 0 
Gi(Yi) = 0, 
· H(z) =0 

j = l(l)mi, i = l(l)M (7) 

mit Zi = ( Zi1, ... , Zimi ) T, z = ( z1, ... , :c M) und entsprechenden Vektoren y, z, 
Fund G kann analog formuliert werden. Hierbei hat die Jacobi-Matrix die 
in Abbildung 2 gezeigte prinzipielle Struktur. 

In diesem Fall konnen die auftretenden Gleichungssysteme jeweils in der 
F- und in der G-Ebene parallel gelost werden, dadurch kann einerseits der 
sequentielle Antell des Algorithmus reduziert werden und andererseits lassen 
sich mehr Prozessoren einsetzen. 

Gegenwartig ist ein einstufig strukturiertes Newton-Verfahren im DAE-
Loser implementiert. Die Ta belle 1 zeigt die durch das strukturierte Newton-
Verfahren erzielbaren Speedup-Faktoren bezogen auf die gesamte dynamische 
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Abb. 2. Struktur der Jacobi-Matrix 

Simulation der Anlage BTX (52 Teilsysteme, 1089 Gleichungen). Da mit 
der Anzahl der parallel behandelbaren Blocke auch die Anzahl der au:Beren 
Variablen und damit der Aufwand zur Losung de~ Haupsystems ( sequentieller 
Anteil des Algorithmus) steigt, ergibt sich eine maximale Beschleunigung bei 
8 Blocken und ebensovielen Prozessoren. 

Tabelle 1. BTX: Beschleunigungsfaktoren auf CRAY J90 

Blocke = Prozessoren 1 2 4 8 

auf3ere Variablen 0 12 37 73 
innere Variablen 1089 1077 1052 1016 
Speedup-Faktor* 1 1.2 2.5 3.9 

* bestimmt mit atexpert 

4 Bestimmung von Anfangswerten 

Die Losung von {1) erfordert die Bestim.m.ung konsistenter Anfangswerte 
y(to) =Yo [15]. Dabei ist zu gegebenen ilo = iJ(t0 ), uo = u(to) eine Losung 
z = Yo des nichtlinearen Gleichungssystems 

F(to, z, Yo,'uo) = 0 (8) 
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zu bestimmen. Dieses Problem tritt auch bei der Bestimmung einer statio-
naren Losung bzw. bei einer Reinitialisierung wa.h.rend der dynamischen Si-
mulation auf [16]. 

Fiir die Losung des Systems ( 8), das in dieser allgemeinen Form numerisch 
schwierig zu behandeln ist, wird ausgenutzt, dafi durch die Modellierung Wer-
tebereiche fiir die U nbekannten, wie etwa positive Konzentrationen, Dichten 
oder Molenbriiche, gegeben sind. Somit kann von einem im Wertebereich lie-
genden :Cinit ausgegangen werden, um zunachst mit einem Suchverfahren { S 1, 
S2) einen Startwert zu bestimmen, der im Einzugsbereich eines Iterationsver-
fahrens liegt. Dabei werden nacheinander fiir i = l(l)m Na.h.erungslosungen 
fiir die entsprechend der Struktur (2) bestehenden nichtlinearen Teilsysteme 
bestimmt. Die unterbestimmten linearen Systeme 

werden unter Verwendung der Moore-Penrose-Pseudo-Inversen gelost. Die 
Korrektur von Zinit erfolgt in drei Schritten: 

( S 1) Block-Gauss-Seidel-Iteration: 
Zoo := Zinit 

do for j = O{l)iend 
do for i = l(l)m 

end do 
end do 

( S 2) Block-Gauss-Seidel-Newton-Iteration: 

Woo:= Zjena.m 

do for j = O(l)iend 
do for i = l(l)m 

WO ·-w·· ji .- 3i-1 

do for k = 1, 2, ... 

until llw1i - wji-
1 II < e 

Wji := w1i 

end do 
end do 
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{S3) modifiziertes gedampftes Newton-Verfahren: 
,..o ·-w· .., ·- 1end.m 

do fork= 1,2, ... 

until llzk - zk-1 II < € 

Der Dampfungsparameter .\k des Newton-Verfahrens wird wie in [19] be-
schrieben bestimmt. Zu Beginn, aber auch wah.rend der Iteration in {S3), 
konnen numerisch singulare Jacobi-Matrizen auftreten. Fiir diesen Fall wur-
de das Newton-Verfahren mit einer Matrix-Analyse versehen, in deren Er-
gebnis wenige Komponenten von zlc verandert werden. Wenn dann die Matrix 
regular ist, wird mit {S3) fortgesetzt, sonst erfolgt m.it einem neuen Zinit ein 
Ubetgang zu ( S 1). _. 

Das skizzierte Verfahren wurde auf dem Parallelrechner CRAY T3D als 
skalierbarer synchroner Algorithmus implementiert. Dabei wird fiir die einzel-
nen Teilsysteme die Berechnung der jeweiligen Anteile der Funktion und der 
Jacobi-Matrix parallel ausgefiihrt. Die Programme wurden an den Beispie-
len DYNEVAP und BTX erprobt. Obwohl wah.rend der Iteration wiederholt 
singulare J acobi-Matrizen auftraten, konnten fiir beide Beispiele konsistente 
Anfangswerte berechnet werden. Fiir das Beispiel BTX wurden Beschleuni-
gungsfaktoren zwischen vier und fiinf erzielt. 

5 Lineare Gleichungen 

Das lineare Gleichungssystem 

Az = b, A E Rnxn, z, b E Rn (9) 

mit einer nicht symmetrischen und im allgemeinen sehr schwach besetzten 
Matrix A wird m.it dem Gau:Bschen Eliminationsverfahren 

PAQ =LU, Ly= Pb, 

gelost. Das Verfahren wird fiir die Entwicklung von Methoden sowohl bei 
Vektorrechnern als auch bei Parallelrechnern verwendet. 

Von der Matrix A werden nur die Nichtnull-Elemente (NNE) gespeichert. 
Eines der kompliziertesten Probleme beim Gau:Bschen Eliminationsverfahren 
fiir schwach besetzte Matrizen ist die Auffindung einer Pivotreihenfolge, also 
die Bestimmung der Permutationsmatrizen P und Q. Hierbei sind verschie-
dene, sich teilweise widersprechende Bedingungen zu erfiillen. Die Pivotrei-
henfolge mu:B so sein, da:B das Verfahren numerisch stabil und das Fill-in 
wah.rend der Elimination gering ist. 
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Bei der Auswahl der Pivotelemente werden nur Elemente zugelassen, die 
die sogenannte ,B-Bedingung erfiillen. Es sei I = {1, 2, ... , n }, und es bezeichne 

Vj EI. 

Ein Nichtnull-Element erfiillt die ,B-Bedingung fiir ein ,B E [O, 1], wenn 

a;· ,a~ lai;I 
gilt. Bei praktischen Rechnungen wurden mit ,B = 0.01 bzw. ,B = 0.001 gute 
Resultate erzielt. Fiir die Bestimmung der Pivotelemente wird eine der nach-
folgend genannten vier Strategien verwendet. Pivot wird ein Element mit 
minimal.en Markowitz-Kosten 

1. in dem noch nicht faktorisierten Teil der Matrix oder 
2. in der ersten Zeile mit einer minimal.en Anzahl von NNE oder 
3. in der ersten Spalte mit einer minimal.en Anzahl von NNE, oder 
4. in alien Spalten mit einer minimal.en Anzahl von NNE. 

Falls mehrere Elemente die Bedingungen erfiillen, wird als Pivot immer das 
betragsgro:Bte Element genommen. Die 1. Methode liefert im allgemeinen die 
besten Ergebnisse, sie ist aber sehr aufwendig und wird nur. fiir kleinere Pro-
bleme (weniger als 1 000 Gleichungen) benutzt. Mit der 3. Methode wurden 
bei gro:Beren Problemen (mehrere 10 OOO Gleichungen) die giinstigsten Re-
sultate gewonnen. 

Da bei den numerisch zu behandelnden Systemen von DAE's die Vertei-
lung der NNE in der Jacobi-Matrix sich nicht andert, bei den Faktorisierun-
gen fast immer mit derselben Pivotreihenfolge gearbeitet wird und viele Sy-
steme mit gleicher Jacobi-Matrix aber verschiedenen rechten Seiten zu losen 
sind, wird mit einem Pseudo-Code gearbeitet. Dieser beschreibt die Operatio-
nen, die fiir die Faktorisierung von A bzw. fiir die Vor- und Riickwartsrech-
nung notwendig sind. Er kann betriebssytemunabhangig formuliert werden 
und ist insbesondere auch fiir Vektor- und Parallelrechner geeignet[12]. 

Hierzu wird LU = P AQ eine Matrix M = ( mi,j) zugeordnet. Die Ele-
mente von M, sie beschreiben das Niveau der U nabhangigkeit der Elemente 
von A, werden mit dem Algorithmus von Yamamoto und Takahashi [22] be-
stimmt. Alle Matrixelemente von Amit gleichem Niveau der Unabhangigkeit 
in der Matrix M konnen unabhangig voneinander faktorisiert werden. 

Der Pseudo-Code wird auf Vektorrechner und auf Parallelrechner mit 
shared bzw. distributed Memory angepaf3t. 

Bei einem Vektorrechner miissen Vektoranweisungen in jedem Niveau der 
Unabhangigkeit bestimmt werden. Es haben sich die folgenden Vektoropera-
tionen mit indirekt adressierten Elementen bewa.hrt: 

Skalarprodukt 
A(K) = 1/A(K) 
A(K) = A(K) * A(L) 
A(K) = (A(I) * A(J) + A(L) * A(M)) * A(K). 
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Fiir verschiedene Matrizen, die wahrend der dynamischen Proze:Bsimulati-
on von gro:Ben Anlagen der Bayer AG mit SPEEDUP auftraten, wurde unser 
Algorithmus GSPAR mit FRONTAL, einem linearen Solver in SPEEDUP, 
der die Frontal-Methode benutzt, verglichen. Die Tabelle 2 zeigt die Ergeb-
nisse fiir die Faktorisierung mit gegebener Pivot-Reihenfolge. 

Tabelle 2. Rechenzeit in CPU-Sek., CRAY Y-MP 

Beispiel Gleichungen NNE Fill-in Faktorisierung 
FRONTAL GSPAR 

SPA 3 083 21 216 22 437 0.162 0.079 
MPC 6 747 56 196 79 395 0.403 0.271 
CSA 13 935 63 679 147 023 0.679 0.463 
DEST 13 436 94 926 214 919 1.290 0.738 
NIT- 20 545 159 082 275 553 2.209 0:983 .. 

Bei den Parallelrechnern mit distributed Memory (z.B. CRAY T3D) wird 
der Pseudo-Code in jedem Niveau anna.hernd gleichma.:Big_auf den Speicher 
der Prozessoren verteilt und dann immer wieder ausgefiihrt, wahrend bei Par-
allelrechnern mit shared Memory (z.B. CRAY J90) die Arbeit so organisiert 
wird, da:B jeder Prozessor in etwa dieselbe Arbeit auf jedem Niveau leisten 
mu:B. 

Fiir das Beispiel CSA wurden mit einer CRAY T3D die Ergebnisse in 
Tabelle 3 erzielt. Die Rechenzeit mit 4 Prozessoren wurde als Vergleichs-
grundlage mit dem Speedup-Faktor 1.0 belegt. 

Tabelle 3. Beispiel CSA: Rechenzeit in CPU-Sek., CRAY T3D 

Prozessoren Faktorisierung Speedup-Faktor 
4 1.57 1.00 
8 0.99 1.58 
16 0.60 2.61 

Der Solver GSPAR wurde an gro:Ben Simulationsbeispielen der Bayer AG 
im Simulator SPEEDUP erprobt. Die Resultate fiir die Gesamtsimulation 
einer Destillationskolonne (DEST) mit 13 436 Gleichungen und eines Reak-
tormodells (REAK) mit 3 268 Gleichungen sind in Tabelle 4 dargestellt. 

Die beachtliche Verringerung der gesamten Simulationszeit ist wie folgt zu 
erklaren. GSP AR ist bei der Faktorisierung mit gegebener Pivotreihenfolge 
schneller als FRONTAL. Der Zeitanteil des linearen Solvers an der gesamten 
Simulationszeit wird mit etwa 50 3 geschatzt, wodurch mit Tabelle 2 die star-
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Tabelle 4. Gesamtsimulation, Rechenzeit in CPU-Sek., CRAY C90 

Anlage 
DEST 
REAK 

Zeitintervall in h 
(0,2) 

(0,10) 

SPEEDUP mit 
FRONTAL GSPAR 

380.89 
451.71 

254.75 
283.73 

in 3 
67 
63 

ke Verringerung der Rechenzeit nicht ausreichend zu erklaren ist. Es kommt 
hinzu, da.fi GSPAR numerisch stabiler ist, weshalb weniger Faktorisierungen 
und Vor- und Riickwartsrechnungen und damit weniger Newton-Schritte er~ 
forderlich sind. 

Dieses Projekt wird in Kooperation mit der Bayer AG Leverkusen, der Cray 
Research GmbH Miinchen und AspenTech UK Cambridge durchgefii,hrt und vom 
BMBF der Bundesrepublik Deutschland im Rahmen eines Programms auf a'US-
gewiihlten Gebieten anwendungsorientierter M athematik gefqrdert. 
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