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Abstract. The Dirichlet’s principle and the Thomson’s principle have been used to study
the asymptotic behaviour of resistance of a 1-dimensional periodic electric network.

Inhalt

1. Einfithrung
2. Elektrische Netze und Variationsprinzipien

3. Beweis des Theorems

Literatur



1. Einfiihrung

Bei der Untersuchung von zufélligen elektrischen Netzwerker ist die Beantwortung der
Frage von Interesse, unter welchen Bedingungen sich der effektive Widerstand eines Netzes
von sehr vielen Widerstdnden asymptotisch erfassen 1aBt. Resultatie fir den Fall, daf3 die
Knotenmenge gleich dem Gitter Z ist und nur die nichsten Nachbarknoten elektrisch
verbunden sind, findet man in [1].

Wir konstruieren ein Modell eines unendlichen elektrischen Netzes auf die folgende Weise.
Wir nehmen an, die Knoten des Netzes befinden sich auf der rellen Achse an den Orten

T2, Tty Loy T1y -+ (Tig1 > Ti, To > 0)

Alle Knoten seien miteinander verbunden. Die elektrische Verbindung zweier Knoten 1
und j an den Orten z; und z; hat die Leitfahigkeit

= W(lmi - mj])7

wobei die Leitfﬁhigkeitsfunktion W () eine positive Funktion auf R* = (0, c0) ist. Mit
rij = 1/w;; bezeichnen wir die GréBe des Ohmschen Wlderstands Wir erhalten auf
d1ese Weise ein eindimensionales elektrisches Netz.

Wir wéhlen aus der gesamten Knotenmengew = {1, = ---—1,0,1...} die endliche Kno-
tenmenge wo, = {1,7 = —n,...,n} aus und legen an den Knoten —n und n eine Spannung
von 1 Volt an. Aus dem Ohmschen Gesetz ergibt sich eine Stromstérke von 1/ Ry, (bzw.
1-Dyy,), wenn wir mit Ry, (bzw. Da,,) den effektiven Ohmschen Widerstand (bzw. die
effektive elektrische Leitfdhigkeit) des Teilnetzes wo, bezeichnen. Wir untersuchen in
dieser Arbeit das asymptotische Verhalten von Rq, (bzw. Ds,) fiir grofie n. ’

Vereinfachen wir das Netz zu einer Kette von Widerstdnden mit r; ;41 = m; und r;; = 0 fiir [ — j] > 1,
w; = ! dann ergeben sich offensichtlich Rz, = 7_pn 4+ 4 Pn_y und Dop = 1/(1/w_p + -+ -+ 1/wn_1).
Nehmen wir an, die Folge (r;),4=---—1,0,1,... sei eine doppelt unendliche Folge unabhanglger identisch

verteilter positiver Zufallsgréfien (oder allgemeiner eine positive ergodische Folge von ZufallsgréBen), dann
folgt aus dem Ergodensatz die fast sichere Konvergenz

R3n/2n —— R(= Erg)

bzw.

2n Dyn —— D =1/R(=1/El/wo))

wobei E den Erwartungswert bezeichnet. Angenommen, die Kette (r;) modelliert die mikroskopisch #nho-
mogene Struktur eines ” Drahtes”, dann kénnen wir R (bzw. D) auf makroskopischer Ebene als spezifischen
Ohmschen Widerstand (bzw. elektrische Leitfahigkeit) eines homogenen ”Drahtes” interpretieren.

Gehen wir zuriick zu dem allgemeineren Fall, dafl alle Knoten des elektrischen Netzes
miteinander verbunden sind.

Ein eindimensionales elektrisches Netz mit der Leitfahigkeitsfunktion W heifit stationéres
Netz (P, W), wenn die Folge ¢ = (¢;) der Absténde & = z;;1 — z; benachbarter Knoten
eine doppelt unendliche stationdre Folgen von positiven ZufallsgréBen mit dem Vertei-
lungsgesetz P und Efp < oo ist.

Aufgrund der Tatsache, dal w;; nur vom Abstand der Knoten ¢ und j abhéngt, erwartet
man, daf unter gewissen Bedingungen R,,/2n (damit auch 2nD,,) auch fir stationére
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Netze (P, W) gegen ein Grenzwert konvergiert. Wir untersuchen hier spezielle stationire
Netze.

Definition: Eine stationdre Folge £ = (¢;) von rellen Zufallsgréfen mit Verteilungsgesetz
P heifit periodisch mit Periode p, wenn eine natirliche Zahl p ezistiert, so daf

Pl =tbip)=1,4="---—-10,1...
gilt. |
Ist ¢; periodisch (mit Periode p) und ergodisch, dann gibt es Zahlen y,. .., vy, mit
P(...&ica=9nbi=y1,. - bip=y1,6i4pr1=Y2,...)=1/p, i=1,2...,p.

Definition: Ein eindimensionales stationdres Netz (P, W) heifit ergodisches periodi-
sches Netz, wenn die doppelt unendliche Folge (¢;) der Knotenabstinde eine ergodische
periodische stationdre Folge ist. ‘

Es gilt folgendes:
Theorem: Es sei (P, W) ein ergodisches periodisches elektrisches Netz mit

o]

YORE(W(E +--- +&)) < oo.

k=1
Dann ezistieren die Grenzwerte
nlgg Ryn/2n = R P — fast sicher
und JLI(I;J.O 2n Dy, =D =1/R.
Auferdem st D < Y52, K*EW (&1 + -+ - + &) erfiillt.
Im Gitterfall, d.h. P(¢§; = 1) = 1, erhalt man den expliziten Ausdruck

D=3 BW(k),
: k=1

2. Elektrische Netze und Variationsprinzipien

Es sei eine endliche Knotenmenge w = {0, 1,...,n} gegeben. Zwei Knoten 1, j aus w seien
durch eine elektrische Leitung mit dem Ohmschen Widerstand

Tij ('r','j = 'i"j,;,O <71y < OO)

verbunden. Mit w;; = 1/r;; bezeichnen wir die elektrische Leitfihigkeit. Ein elektri-
sches Potentialfeld (v;) verursacht einen Stromflufl

cij = (vi—v;)/rij
= (wi—vj)wyi (cj+cji=0)
zwischen den Knoten ¢ und j.

Fixiert man zwei Knoten, etwa 0 und n, gibt dort die elektrischen Potentiale vg = 1 und
v, = 0 vor, und bestimmt die verbleibenden Potentiale vy, ..., v,-1 gemaf der
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1. Kirchhoffschen Regel, die besagt, daf3 die Summe der Stréme in jedem Knoten 1,...,n—
1 verschwindet, so erhélt man fiir dieses elektrische Netz einen Gesamtstrom

n
Cc = Z Coj.
=1

Hieraus resultiert der effektive Widerstand R des elektrischen Netzes nach dem Ohm-
schen Gesetz.

R =1/c (= Spannung/Stromstéarke).

Eine weitere physikalische Grundgrofe eines Stromnetzes ist die Energie. Wir nutzen sie
zur Beschreibung und Bestimmung von R mit Hilfe von Variationsprinzipien.

- Der Energieverbrauch E;; eines Widerstandes ist definiert durch das Produkt aus Poten-
tialdifferenz und Stromstérke und 148t sich auf unterschiedliche Weise ausdriicken.

By = (vi—vj)a
= (vi —v;)*[rij = (v — v;)wi
= C?j’”ij

Die Gesamtenergie E des elektrischen Netzes ist

1
E=3) (vi—v;)wy
i
Es gilt das Dirichletsche Variationsprinzip:
Das elekirische Netz nimmi den Zustand kleinster Gesamtenergie an.

(1) Ep= min o Z(vz v;) wyj
Die Bestimmungsgleichungen

Z(’U,;—-’Uj)’w,;jZO, ’I:=1,...,7'I.—1
7=0

dieser Variationsaufgabe entsprechen der 1. Kirchhoffschen Regel (vgl. [3]).
AuBerdem gilt

R=1/Ep,
bzw. fir die effektive Leitfiihigkeit D
D =Ep

Fiir die Formulierung des zweiten Variationsprinzips bendtigen wir eine Definition. Wir
sagen (a;;) bestimmt einen Flufl vom Knoten 0 zum Knoten n, wenn

aij +a;; = 0 (Antisymmetrie)
doai; = 0,i#1,n (Quellfreiheit)
j=0

erfiillt sind.



(ai;) heifie Einheitsflufl, wenn Y7 ao; = 1. Ein EinheitsfluB, der aus einem Potenti-
alfeld resultiert, d.h. a;; = (v; — v;)/ri;, heifle Emheltsstromﬂuﬁ Definieren wir die
Gesamtenergie eines Stromnetzes aus den Strémen, dann sagt das (vegl. [2])

Thomsonsche Variationsprinzip: Das elektmsche Netz nimmt den Zustand kleinster
Gesamtenergie an.

1
2 = Z cs min clr;
( ) EI‘ Emhcltsﬂuﬁ 2 i Einheitsstromflufl 2 i’ 4

z’]
und es gilt Ep = R.

Fiir das weitere bendtigen wir noch eine Variante des Dirichletschen Variationsprinzips.
Wir schreiben die Potentiale v; als Summe der Differenzen u; = Vimy —V; und erhalten fiir
die Dlrlchletsche Gesamtenergle

1
F = 5 Z(vi - ’Uj)z'w,;j
%J

n
= Y Aju;

1,j=1
mit
n 1
A = D D wey <3
=7 k=1

Aij = Aji, 154,58 n

Das Dirichletsche Variationsprinzip ergibt nun

n
]ED = - min Z A,-j_uiuj

up U =1 S
I

und fithrt zu einem Gleichungssystem fiir uy,us,...,un
(3) : ZA,'J'UJ':)\ i=1,...,n

=1
(4) Uy Fuz+ ot un =1,
das folgendermafen interpretiert werden kann. Teilen wir die Knotenmengew = {0,1,...,n}
in zwei Teilmengen {0,1,...2 — 1} und {3,...,n}, so besagen die Gleichungen, daf} die
Summe der Stréme zwischen diesen beiden Teilmengen fiir alle 2 = 1,...,n den gleichen

Wert A ergibt. Dies ist dquivalent zur 1. Kirchhoffschen Regel und A reprédsentiert den
Gesamstrom c.

Setzt man A = 1 so fithrt die Lésung i, ..., us von (3) zu dem Einheitsstromflul ¢;; =
(vi—v;)wi;, der die Thomsonsche Gesamtenergie minimiert, und wir erhalten die niitzliche
Beziehung fiir den effektiven Widerstand

R=uy+- - +up



Das Gleichungssystem (3) ist eindeutig lésbar, da aus
ZAz'jujZO; i=1,...n
4=l

iber

0= ZmZAUuJ = -—Z(vz —v; 'wlj

=1 =1

folgt, daB u; =0,2=1,...,n, weill w; ;4.1 > 0,2=0,...,n — 1.

3. Beweis des Theorems

Es sei £ = (&) = (@1 — @), 2 = --- — 1,0,1,... die periodische stationire Folge der
Knotenabstinde, r3! = wy, = W(& + -+ + &-1), % < k und
Dyn = min oo W&+ )i+ upm)?

_ =1
Upp1+ttUn —'n+1$i<k§n

gemif dem Dirichletschen Variationsprinzip die effektive Leitfadhigkeit des Teilnetzes
{-n,...,n}. k

Wir zeigen zuerst

Ji_'IEOZnDzn < Z EPEW (& +---+ &) P-fast sicher

k=1
Mit Hilfe des Dirichletschen Variationsprinzips erhalten wir fiir w; = 1/2n,
1=-—-n+1,...,n die Abschédtzung

2n n—-k+1

2nDyn < 20> Y. (W4 + Tk P W(E+ - + Epieer)
k=1l=—n+1
1 2n n—k+1

= 372, 2 KW+ +&-)

k'—l I=—n+1

und weiter

Sini_z_: +fl+k 1)

Die rechte Seite konvergiert aber aufgrund der Ergodizitit von (£;) gegen
S OREW (6 + - +£)
k=1

Der Schliissel zum Beweis ist die Untersuchung des unendlichen Netzes. Wir zeigen, da8
fiir das unendliche Netz ein Einheitsstromflu8 (c;;) = ((vi — v;)w;;) existiert mit einem
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- eindeutig bestimmten ”Gradientenfeld” (u;) = (vi_1 — v;). Das bedeutet, das unendlich
lineare Gleichungssystem

(5) Z Ay, i=---—1,0,1...
j=—c0
mit
AP = S wy i<
1>j k<i
A = 4l

ist eindeutig 16sbar. Die Koeflizienten A( ) sind endlich. Es gilt sogar aufgrund der Vor-
aussetzung :

oo (o] k-1 i
Z AE?) = Zk Z W (&isty1-k + -+ + €ip1) < 00 P-fast sicher
j=—o0 k=1 [I=0

weil
( > A‘w’) = SREW(G 4+ &)
Jj=—00 k=1

Die Periodizitét von (§) hat zur Folge, daB (5) genau dann eindeutig lésbar ist und die
Losung periodisch ist, wenn das endliche Gleichungssystem

D
(6) ZB,']"UIJ'I]., '1:=1,...,p
mit
B;; = kz A(,o;?-kp

eindeutig 16sbar ist. Die eindeutige Losbarkeit von (6) erkennt man auf folgende Weise.
Aus

P
ZBijuj:O’ 1=1,...,p
i=1

ergibt sich

P P

0 = Zu; Z Bi,'u_,-
=1 gJ=1
= uiW(é)+uiW(é)+--- +uiW(é,) + Rest mit  (Rest > 0)

und somit u; =0,2=1,...,p.
Sei nun u; = u;(€) mit u;(§) = uip(€) die Lésung von (5).
Wir zeigen

Ban — Eug(é) P-fast sicher

2’n, n—oo



Es sei analog zu (3) fir A =1

(7) Z A(ﬂ) (n)

j=—n+1
mit
AP = 3 Y wpay, <7
=7 k=—n+1 ’
AN = AP np1<4i<n
das lineare Gleichungssystem fiir uz(n), 1 = —n+1,...,n. Die Losung (u( )) fihrt zum

Einheitsstromfluf}, der die Thomsonsche Gesamtenergle fir die endliche Knotenmenge
w = {-n,...,n} minimiert.

A bzw. A bezeichnen die Koeffizientenmatrizen des endlichen bzw. des unendlichen
Systems. Mit A, = (4;;), —n+1 <14, 7 < n bzw. un) = (u;), —n+ 1 < ¢ < n bezeichnen

wir endliche Abschnitte von A bzw. u. Es sei 1, = (1)_nt1<i<n und 2T die Transponierte
einer Matrix z. Dann ist aufgrund von A(")u(") = 1, die folgende Identitét giiltig.
(8) (2n)717 (u™ —uy) = (2n)7 (ufy (1n — Anu)

+ (17— ufydm) (4~ um)
+ uly (An— A™) V).

573_11 = z+1w1 z~|.1| = ,_HW(& < Gesamtstrom = 1, folgt
S o _,p(W(y,-))_l =¢, t=-n+1l,...,n
und ebenso u, <c 1= e 1,0,1..

| Aus

Oﬂ‘Aﬂ%ﬁ@%= Y. Ayuj, i=-n+l,...,n

JS —",j2"+1

bekommen wir fiir die Summe T} + T5 der beiden ersten Terme der rechten Seite von (8)
die Abschitzung

T+ | < 2¢(2m) Y Y A4y

i=—n4l  j<-ng>nil

und aus

E Z A,,]—-E Z AQJ—ZkzlEW(fl'{" +fk)<00

j=-—o0 j=—o0 k=1
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ergibt sich, dafi 71 und T} fiir » — co verschwinden. Fiir den dritten Term T3 erhalten
wir

B| < cem)t Y (4g— AD)

1,j=—n-+1
< | 2¢(2n)~! E > (A,_’j - Agl))
t=—-n+l j=2

< 20(2’n)_1 ( z": ((n+ _i)Ain +(n—1+ ]-)A—n,i))

t=—n+1

Da aber gilt,

(oo}

i=—n+1 =1 k=l

2n o

< 2 Y KEW(& +---+ &)

I=1 k=l
verschwindet auch T3 fiir n — oco. Aus (2)
Ryn = 'UIE:Z.H + 'U:,(:)
folgt aufgrund von (7) und der Ergodizitit von (£;) die Behauptung.
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