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	���� ���	� �� #���

−wν [[n�]] + [[n�υ
ν
�

]] = 0, −wν [[n��]] + [[n��υ
ν
��

]] = 0, −wν [[n�]] + [[n�υ
ν
�
]] = 0.

)>*
@��
 wν �
��� �� 
����� �2� �# �� �
��#�� �
� ν �� �� 
����� �����7 &����
2��
�� �
�� �� + ����
� 5� ��	�� ����(� ���� �� ��;�
� �# � E	�
���� ����
�	;�� � �����
��
	��� �� �� �
��#��0 [[ψ]] ≡ ψ+ − ψ−�

�



� ��
��	� ���� �� ������ <	/�

Ṅ� ≡ −n�(υν
�
− wν), Ṅ�� ≡ −n��(υν

��
− wν) �
� ṄV ≡ −n�(υν

�
− wν) )-*

�� ��
��
	�	� ������ �� �
��#��7 ���

Ṅ+
�

= Ṅ−
�
, Ṅ+

��
= Ṅ−

��
, �
� Ṅ+

�
= Ṅ−

�
. )J*

"
 �� ��
����� ��� �# �2������ ���2������7 �� �
��#�� �� ���2���� �������
�� ��� ��� �2
�
� ����	� r�(t)� "
 ���� ��� & ��� �
 2���� ������
��� ν =
(1, 0, 0) �
� wν = ṙ�(t)� C�(&�� �
 �� �	�(7 & ��( )J*1 �
� )J*2 �� �� �&�
�
�2
�
� ��
�������
 ��&� #�� x ∈ I�

5� E	�
����� ���� �22�� �
 �� ��
�������
 ��&� �# 2������ 
	���� ��
 �
�����
� �� �=
 #	���� E	�
����� ���� �� 
�� #�� �� �����2���
 �# ��
�������
���� ���� �# �� ���� ������ %��
� ��� �� �� ���� �
���� ρ �
�
�� �����
���� ������� υ7 &���� �� �=
� ��

ρ ≡ m��n�� +m�n� �
� ρυ ≡ m��n��υ�� +m�n�υ�, )�*

&�� m� �
� m�� �
�� �� ������ ����� �# �9:4 �
� C�� ��� ���� ��
����
��� �� 
�� ��
����	� �� ���� �
���� �
� �����
���� ������� �

% ��
�� �����
����
 �# �� ��
�������
� ��&� #�� 2������ 
	���� ��2�� �� ��
!
�������
 ��&� #�� �� ����� ����7 ��D�

∂ρ

∂t
+���(ρυ) = 0 #�� x ∈ Ω+/− �
� −wν [[ρ]]+ [[ρυν ]] = 0 #�� x ∈ I. )��*

�/� & �
����	� �� ������ #������
 �# C�7 y7 �
� �� ��;	���
 <	/� &��� ��2��
�� �� ������� υ� �# �� ������� ������7 j�� = (ji

��
)i=1,2,3 �
� j� = (ji

�
)i=1,2,30

y ≡ n��
n�

, j�� ≡ n��(υ�� − υ�), j� ≡ n�(υ� − υ�). )��*

6�;	���
 <	/� &��� ��2�� �� �� �����
���� ������� υ �� ���� ��2����
�7 f�� =
(f i

��
)i=1,2,37 f� = (f i

�
)i=1,2,3 �
� f� = (f i

�
)i=1,2,30

f�� ≡ n��(υ�� − υ), f� ≡ n�(υ� − υ) �
� f� ≡ n�(υ� − υ). )��*

��
���� & ���� ����� ��
����� ��&
 �� �����	� ��;	���
 <	/�� 5�� ���

j�� + j� = 0, m��f�� +m�f� = 0, f�� = j�� + yf�, f� = j� + (1− y)f�, )�,*

�
� �� �� �
��#�� & ���

m��Ṅ�� +m�Ṅ� = −ρ(υν − wν). )��*

>



��� �����	
���� ��� �� ��������

5� ��
�������
 ��& �# ���
�	� �����
� �� �����
 �# �� �����/ ������7
��� �� ���2����
� u = (ui)i=1,2,3 = (u1, u2, u3)� "# & ��
�� ������ &��� �
 ��
�����/ ������7 ���� ��
�������
 ��& ��	�� �� � E	���!������ #��� ����
�7 &����
���� �
 ��	��� 2��
�� �
 Ω

��� σ = 0. )��*

5� 
&�� �
����	�� E	�
���� σ = (σij)i,j=1,2,3 �� �� ?�	��� ����� �
��� &���
σij = σji� 5� ������ �����2���
 �# �����
7 �����
 �
� ������ &��� � ���
 �

�� %22
��/7 ���	� �� & �22�� � ���2��=� ����
���� ���� ���� ��
��� )�*
�� ������������ ������� �
� )��* �� ��������� ������ �� ���� �� ����� �
���
��	�� �� � 2���	� p0 σij = −pδij �

5� E	���!������ ���
�	� ����
� �� �� �
��#�� I �� ���
 ��

[[σij ]]νj = −2γkMν
i, ��2������ #�� �� �2���� ��� �� ��
� [[p]] = −2γ

r�
.

)�>*
γ > 0 �� �� �	�#�� �
���
 �
� kM �
��� �� ��
 �	����	�7 &���� ���� �

2���� ������
��� #�� � �2��0 kM = −1/r��

��� ��������
� ������ ��	� �� ���� ����� �� ��� ������

��� �� ���	���������

"
 ���� �
� �� #����&�
� �����
� & ��� �
 �� ��
� ��	�� �� 6��� ����� A�B ��
���& ���� �� (
�&��� �# �� #� 
��� �� �	F��
� �
 ���� �� ��� ��� ��
����	���
E	�
����� �� #	
����
� �# �� ��������� @� & ����� &��� �� ���	�2���
 ���� ��
�2��=� #� 
���7 ψ7 �� ���
 �� �� �
��� �2��
�����
�

ψ = ψ̂(T, n��, n�) = ψ̃(T, y, ρ). )�-*

5� ���� #	
����
� ψ̂ �
� ψ̃ �� ����� �� ��� ���� �
 � ���2� ��

� �� ��
�
�# �� ���
�#�������


y =
n��

n�� + n�
�
� ρ = (n�� + n�)m(y) &��� m(y) ≡ m� +m��y. )�J*

"
 �� #����&�
�7 �� #	
����
 ψ̂ &��� � 	�� �� ����	��� �� ������� 2��
����� μ��
�
� μ� &���� ψ̃ ���� �� 2���	� p� %������
� �� �� 2�� ��& �# �������
�����
& ���7 � A�B #�� ������7

μ�� =
∂ρψ̂

∂n��
, μ� =

∂ρψ̂

∂n�
, p = ρ2∂ψ̃

∂ρ
, ρψ + p = μ��n�� + μ�n�. )��*

5� E	����
� )��*1 �� )��*3 ��� ��� 2���� �# �� .���� E	����
 �
� )��*4 ��
����� .����!6	�� E	����
� 5� /2����� #��� �# �� #	
����
� ψ̂ �
� ψ̃ &��� �
���
 �
� /2����� �
 �� 
/� '����
�

-



% #	���� ��
�
� �# �� ��� ��& �# �������
����� �� �� 
���2� �
E	�����7 &����
��
��=� �
 ��� �#� ��
� ��� �� 
���2� 2���	����
 �
 �� �&� �	�( 2����� "�
����

−f��∇μ�� − f�∇μ� = −f��∇(μ�� − m�� +m�

m�

μ�) ≥ 0. )��*

5� E	����� ���
 ����� �
 E	������	�7 &�� �� 
���2� 2���	����
 ���	�� ���
��
��	� ���	 D��� "
 
�
!E	������	� �� 2���	����
 �# 
���2� �	�� � 2�������
5�	� �
 E	������	� & ��� f�� = 0 �
� ∇(μ�� − (m�� +m�)/m� μ�) = 0�

5� ���� ���2� 2���������� �� �����#� �� 
���2� �
E	����� �
 
�
!E	������	� ��
���
 �� ���(I� ��&

f�� = −MB(T, y)∇(μ�� − m�� +m�

m�

μ�), )��*

&�� �� �	�( �������� �����=� MB(T, y) > 0�

��� ���� �� 
���2� �
E	����� ����� 2��
�!&��7 ��	� ��� �� ���� �
 �
E	�����
�� �� �
��#�� I7 ��D�

−ρ(υν − wν)[[ψ +
1

2
(υ − w)2]] + [[σij(υi − wi)]]νj − [[μ��f

ν
��

+ μ�f
ν
�
]] ≥ 0. )��*

5� ��������
 �# �� 
���2� �
E	������ )��* �
� )��* �� #�	
� �� � �
 A�B �
�
A,B� "
 2�����	��� ������ ��
��
�
� �� �����
� �# ����
��� �
� ��� ��
�����
�
�� ���
 ����

5� �
��#����� 
���2� 2���	����
 &��� � 	�� �� #���	��� ������
� ���� �� �������
�� ���(I� ��& �
 �� �	�( 2����� 5� ���� 
� & ���
� �� �#� ��
� ��� �# )��* ��
��
� �# σij = −pδij 7 �� <	/ �=
����
� )��*7 )��* �
� )-*7 �� ��
�������
 ��&�
)J*7 �� .����!6	�� ������
 )��*4 �
� �� ��
����� )�,* �
� )��* �
�� � ���
�22��2���� #���0

Ṅ��[[μ�� − μ� +
m��

2
(υ − w)2]] + Ṅ�[[μ� +

m�

2
(υ − w)2]] ≥ 0. )�,*

��� �� ���������� ��&
 )��* �
� )�,*� "
 �
� ��� �� 
���2� 2���	����
 ��
� �	� �# 2���	��� �	
 × ������ ������ "
 )��* �� <	/ �� �� ��;	���
 <	/ �# C�
�
� �� �����
� #��� ��� �� � ��
��=� &��� �� �����
� �# � ������� 2��
����
��;�
�� %� �� �
��#�� �&� 2���	��� ��
����	� �� �� 
���2� 2���	����
0 5�
<	/ �# �� =��� ��
����	���
 �� �� ������ C� <	/ ������ �� �
��#�� �
� �� 8	�2
�# �� ������� 2��
���� ��;�
� 2�	� � (�
��� ��
����	���
 �� �� �����
� #����
5� <	/ �# �� ���
� 2���	�� �� ��
��=� �� �� ������ �9:4 <	/ �
� �� �����
�
#��� �� �� 8	�2 ��
�����
� �# �� ������� 2��
���� �# �� ����
��� 2�	� � (�
���
��
����	���
� 5� ���� (�
��� ��
����	���
� �� �#�
 ����� �
 ���2�����
 &��� ��
������� 2��
������

5� E	����� ���
 �# )�,* ����� �
 E	������	� �
� �
 
�
!E	������	� �� �
��#�����

���2� 2���	����
 �	�� � 2������� 5�	� �
 E	������	� & ��� Ṅ�� = 0 �
�
Ṅ� = 07 �
� �� 2������ E	������� �� �����
� ��

[[μ�� − μ�]] = 0 �
� [[μ�]] = 0. )��*

J



"
 �
 �
�����	� ��

� �� �� �	�(7 �� ���2��� 2���������� �� �����#� �� �
��#�����

���2� 2���	����
 �
 E	������	� �� &�� �� �
 
�
!E	������	� �� ���
 �� �� �
���D

Ṅ�� = MLi
�

[[μ��−μ�+
m��

2
(υ−w)2]], �
� Ṅ� = MM

�
[[μ�+

m�

2
(υ−w)2]]. )��*

5�	� ��� �� �&� 2������ ��������� �� �� �
��#��7 ��D� MLi
�

�
� MM
�
�

� ��� ��
��	� #��� �� ��	��� �# ���� �����
 ���� �# & &� �� (
�& �� #�

��� �
����7 & ��	�� ����	��� ��� �� ���� ��
����	��� E	�
������ @�&��7
�� �	�( �������� �
� �� �&� �
��#����� ��������� �	�� � �����
� ���� ��
����������� �������
����� �� �� /2���
���

��� ��������
� ���� ��	���  !���� ��	�� �� ��� �	����	��

�	�� ���	"� ������ ��� ������� ���������

5� ������� �� �����
 �� �2��=� #� 
���7 ��� �� �&� #	
����
� ψ̂(T, n��, n�)
�
� ψ̃(T, y, ρ)7 �� �� #����&�0 %� =��� & 	� )��*3 �� �����
 �� ρ �2
�
� �#
�� #	
����
 ψ̃7 &���� �� ���
 �� �� 2���	�� 5��#�� & ����� &��� � ��
����	���
��& ���� ����� �� 2���	� �� �� ���	� ���
� �# �� �����/ ������� � ���	�

p = p̄+K(
n�
n̄�

− h(y)) &��� h(y) =
1

1 + yδ
. )�>*

@� n̄� �
��� �� 2������ �
���� �# �9:4 �
 �� 	
�#���� �#�
� ����
�# �� �����/ ������� 5� �	�( ���	�	� �� �
��� �� K� %������
� �� A��B7 K
�2
�� �
 �� C� #������
 y7 �	� & ��
�� ���� #��� �
 �� ���2��=� ����� 5�
#	
����
 h(y) ������� �� 2�
��
�
 ���� C� ����� 
� ��� �2�� ���
 ��
����
���� "# δ = 0 & &� �� ��� n� = n̄� �� p = p̄ � @�&��7 ��� �� �
���	����� /2�
���
 (V − V̄ )/V̄ �# �� ���� ����� �# �� C� #������
 ���
�� #���
� �� �� � �
�� ��� ��/��	� #�� y = 1 �� δ ≡ (V�	
− V̄ )/V̄ 7 &���� �� ���	� ���>�
��� ���� ���	� �# y & ���2�� �
��2���� �
� &��� (V − V̄ )/V̄ = yδ� 5� ���	�
/2�
���
 �� ���	�� �� �� �#�
� 2���	�7 &�� & ��� n�/n̄� = h(y)7 �

�� ���� ��
� n�/n̄� = V̄ /V 7 ���#�� & �����
 h(y) �� �� �� ���
 �� )�>*2�

�/� & �22�� )��*3 �� ����	��� �� ����
���� 2��� �# �� #� 
��� #��� ��
2���	�� '�
� �� �������� �# �� #	
����
 ψ̃ �2
�� �
 �� �������� y �
� ρ7
& �2��
� p �
 �� ��� ��������7 �
� & �
�����

∂ψ̃

∂ρ
=

p

ρ2
=
p̄−Kh(y)

ρ2
+

K

n̄�m(y)

1

ρ
. )�-*

� �����


ρψ̃(T, y, ρ) = (p̄−Kh(y))( ρ

n̄�m(y)h(y)
−1)+K

ρ

n̄�m(y)
log(

ρ

n̄�m(y)h(y)
)+

ρ

m(y)
C(T, y).

)�J*

�



� ��� ����
 �� �
�������
 ��
���
� �� ���� �� ����
�
� 	
(
�&
 #	
����

C(T, y) ��
 � ��
��=� &��� �� ������� 2��� �# �� #� 
��� �
����7 &���� ��
�=
� ��

C(T, y) ≡ ψ̃���(T, y) ≡ ψ̃(T, y, n̄�m(y)h(y)). )��*

5� �=
����
 �# �� ������� 2��� ���� �
 �� #��� ���� ���� 2��� �� �����
� ��
��
���
� �#�
� 2���	�7 &���� �� �	���
�� �� �� �=
����
 )��*� � 
�& ��

���� �=
 �� ����
���� 2��� �# �� #� 
��� �
���� ��

ρψ��� ≡ ρψ − ρψ���, ),�*

�
� & ��
��	� ���� �� =��� �&� ���� �
 �� ����� ��
� ��� �# )�J* ��� ρψ����

5� ���������
 �# ���� ����2������
 ���� �
 �� #���7 ���� �	� (
�&��� �
 ��
�&� ��
����	���
� �� �� #� 
��� �����
��� #��� ��;�
� ��	���� 5� �������
2��� ��
 � ����	���� &����
 ����������� �������
�����7 �
� �� ���2��� ����
���� �� ��2��� �� /����� �&� ��/����
� 2���� �� ���
 ��7 � ���� �� 2��� =��
�22����� �� @�
 �� ��� A��B &�� �� ��� #	
����
 �� 	��7

ρψ��� = n�Ω

(
y(1 − y) +

kT

Ω
(y log(y) + (1 − y) log(1 − y)

)
≡ n�Ωf(y). ),�*

5� =��� ��� ���� �
 
����� ��
����	���
 &��� ���
��� �� ��
������ �� ��
��
���
� Ω > 07 &���� �� ���
� ��
����	���
 �� 2	��� 
���2��� ( �
���
�� ����D��

 ��
���
�� ��� ���� �� 2��������� �# Ω ��� ��� �� � 
�
!��
�/
#	
����
7 &���� �� 
������ �� �����
 �&� ��/����
� 2�����

5�	� �� #� 
��� �
���� #�� �� ���� ����� ��
 � &����
 ��

ρψ = Ωn�f(y) + (p̄−Kh(y))(
n�

n̄�h(y)
− 1) +K

n�
n̄�

log(
n�

n̄�h(y)
) ),�*

�/� & ����	��� �� ������� 2��
������ %������
� �� )��*1 �
� )��*2 & 
�
�� ��
�����

∂n�
∂n��

= 1,
∂n�
∂n�

= 1,
∂y

∂n��
=

1 − y

n�
,

∂y

∂n�
= − y

n�
. ),,*

� �����
 #�� C�

1

Ω
μ�� = f + (1 − y)f ′+

a1

(
log(

n�
n̄�h

) − h′

h
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�
������ �����
�	���� �
 ����2������� ����� 2��
� �# ��� #��� �
 	
����� �
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F (ξI , y

−) = 0 �� �� ��
�����
 #�� � 2��
� �# ���7 �
� �# #	������� �� ��
���	�
�# J(ξI , y

−) ��� 
����� ��� 2����7 �� 2��
� �# ��� �� ����2��������� ������

� 2���� &��� �� /���
����
 �# ���	� ��7 &���� ��
���
� �����
� �ξI/�t = 0
�
� �y−/�t = 0� 6	 �� �� ����
�
� �# �y−/�t ������ ���&��7 �� �����
=�� F �� �
�� ���	���D� �� �&� ����� 2��
�� �� � ����D�
��� ����& 2��
��
� �#�
�� ����� #�� sign(�ξI/�t) = ±17 �
� � ������� ����& #�� �y−/�t ��2�������

5� �������
� �# �� ����&� ���
� ���� ���
 �� �� �����2�
��
� �����
� �ξI/�t =
0 �
� �y−/�t = 07 �
� ��	� �
 ��
 �2���	� �� E	�������� ������� �# �� =��
F (ξI , y

−) �
 ��� 2��
�� "
 ���� �� ��� �
 ��2�����
 �� �� ������ ������� �#
�� �����7 & ���� �
����� �� ����� �# �� �
��#�� �2� �ξI/�t �
� �� ���
�
�# C� #������
 �y−/�t �� ���� �&� ����� 2��
���

� �� �
����� �
 �� ��� &�� 0 ≤ y+(y−, ξI), y− ≤ 1 �
� 0 ≤ ξI ≤ ξ0(y
−, ξI)�

5� 
�
 2������� ��� �� ��	���� ������ % �2���� 2��
� �# �
���� �� &�� ��
2������ �� ��
�� 2���� '	�� � ���� ��
 � ����D� �� �
 �

� ����	� �# ξI = 07
y+ = q �
� y− ���������� �	������� ��� �� �� 2��
� A7 �2���� �
 ���	� ��)�*7
&���� �2��
�� ξ� = ξ0 7y− = q �
� y+ ���������� K���� ���� �� :6� �����
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 �# 2��� 2�������

�� ��
� ������� � �&� 2��� ����� �
� �� �� S := {(y−, ξI) ∈ [0, 1] × 0} ∪ A
������ ��
�� 2��� ������ 5�	� �� :6� ����� �� 
�� �=
� �
 S �
� ���
����� ��
 �
�� � ��
����� �
 �� �
� �# ������
� ������

"
�2���
� �� ����2����� ������� �# �� :6� ����� �����7 ���� ��(�
� �
 ����!
����� 2��
� �
 �� 2������� ����
 �� ������
� 2��
� #�� �� :6�7 �
�� ��� ��;�
�
��	��� ��
 ���	� �
 �� ����2������� ������ 5� ����� 
�� ���� &��� � ��
��
2��� )ξI = 0* �� �
 �
 �# �� �&� ����� 2��
�� �# ���7 �� �2���� �
 ���	� ��)�*�
5� � 2����7 �� ����� ��
 ����������� ���� ��� �
 ����2������� 	
����� 2��
�
�# ���� '	�� 	
����� 2��
� ��
 �
 ��� �
 �����
 �# ���������
� @�&��7 ��
�
�
 ��������� ����� ����	���
� �# �
 	
����� ���� ����� �� ����� �
�� � �����
2��
� �# ��� �� �� � ��
�� 2��� ����� ���� 
�& �
 & ��
�� ���� 2�����������

5� ����
� �# ���������
 #�� �� �&� ����2������� ����� 2��
�� �# ��� �� ���
 �

���	� ��)�*� 5� &��� ����
 �#� �# �� �&� ����
� ��� �� ��
�� 2��� &���
ξI = 0 �� ����2������� ������ ���� �
����� 2��
� �
 �� ����
��� �# A7 /�2� A ����#7
��� �
 �
 �
 �# �� ����
� �# ���������
�

5��� �	22���� �� ���	�2���
 ���� 2��� �2������
 �
 �� 2������ ������ �� ��
�	�� ��	
���� �# �� ������ 2������ �	��
� �����
� �� 	
�����
��

� 
�& ��
���� � �����
� ��� q̇ &���� �� ����� ���2��� �� �� ��� ���� ��

�� �� �22����� E	������	�7 ��� & ���	�7 ���� �� ��
����� �# �� :6�
#����&� ����2��������� ����� 2��
���

5�	� & ����	�� 
�& �� E	��� ������ ������� �# �� ����� �� ��	���
� 2���
2�������� #�� ���
��
� �����
� ���� q� ��� q = 0.66 �
� q = 0.7 ��� �� ���

�
 ���	�� �� �
� ��7 &���� ��
��
 � ���	����
 &�� �� E	������	� &��� ��& C�
#������
 ��
�����
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 ���� &����7 � ����� ��������
 �# q ��2��� � ������ ���
� �# �� ����� 2��
��
�
 ���	� ��� @�&��7 ��� �� � �������� ���	 q∗ ��&
 ��>> �
� ��-7 &�� ��
��&� ����� 2��
� ����22��� �� ���� �������
� �� �� =�� F 7 �� ����� 
�& ����
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�� ξ� = 0 �������
� � ��
�� 2��� ����7 � ���	� ���

5� ���	�� �� �
� �, ���& �� ;�� �# ���
��
� �� ��������� τ�� �
� τ� �

�� ����
� �# ���������
�� ��� τ�� = 0.01 �
� τ� = 1 & ����� �
 ��
����� �� ��
�� #���� ��� τ�� = 1 �
� τ� = 1 ���� 2��
�� ���� �� �� ��
�� 2��� ���� A
��
 
�& ���� ���� ����2��������� ����� 2��
�� �# ���� ��� ���� �
�2
�
�
�# �� ����� �# ���������7 �� 2��
�� �# ��� �# �� :6� )��*!)��* ���� �� ����
C�(&��7 �� ����� ���� �# �
 �

� ��� &��� ��& �����	� #������
 ���� ��
����7
�� E �
����� ��� �� ��� �������� ���	 q∗ �� �#��7 #�� ���� ������ �# ��
�
��#�� ���������7 � ���	� �,�

����������

5� ���� 8	���=� �� ���	�2���
7 ���� 2��� �2������
 ��� �
 �� �� �	�� ��	
�!
���� "
 ���� &����7 � ���
� 2��� �� ��(�� �� � ����2� �� �� �	�� ��	
����
�
 #��� �# � ���&�
� ����� �	�� �����

"
 �� ���� �# �� E	��� ������ �����
� �&� ��;�
� �!2��� ��
=�	�����
� ��
2������ �� ��
� �� �� �����
� ���� �� ��&
 �&� ��������� q ∈ (q∗, q∗)� 5� �����
�!2��� E	������� (y−1 (q), ξI,1(q)) �
� (y−2 (q), ξI,2(q)) ��;� �� � ����� )y− > y+* ��
��2� ��&� )y− < y+* C� #������
 �
 �� �

� ����

� 
�& ��
���� � �����
� ���� q ∈ (q∗, q∗) �
� ����� ��
=�	�����
 (y−1 (q), ξI,1(q))7
&���� ���� ��
��
	�	��� &��� E� ��� ��� �����
� ����� q̂ ���� �� q & (
�&
���� (y−1 (q), ξI,1(q)) �	�� � �
 �� ����
 �# ���������
 �# �� ����� 2��
� �# ���
(y−1 (q̂), ξI,1(q̂))7 ��
�����
� �� 2��� 2������� ���
��
� �� q̂� 5�	� �� E	��� ������
���� ��� 
�� ����& � ���
� #��� �
 �

� ��� &��� ���� �����	� #������
 �� �

�

� ��� &��� ��& #������
 )�� ��� ����* �
 �� �&� 2��� ����
 q ∈ (q∗, q∗)�

@�&��7 ��� �� � ��	���� /2���
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 A�B & ������ �� /2���
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�
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�( ����	�(
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���
 �
� C� �
�	�� ���	� ���
�� �# �� ������� ������
&����
 � ���2��=� ����
���� ����
�� "
 #��� & ��� ��
��� ���� �� ���� ������
�# �� C�y�9:4 2������� ��� ������������ �������7 �� ���� � ������ ��
���
��
�� 
�� #�� � ���2�� ����
���� ���������D����
� �	������� & ��� ��
���
�� ��������� ���2�

�� �# �� �����7 ��� & ��� ���	�� �� #��� σij = −pδij �

"
 ���� �����
 & ����� ��� �� 
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���� #���&��(7 ��� & /�
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 � #��������
� 2�2�� ��� ���� ����� &�� �� �
����� �
 ��� ������
��
��
�
� �� #����&�
� �����
�� & �#� �� A�B �
� A,B� 5� �����
����
 �# ��
������ ��
���
�� �# C�y�9:4 �
� �# �� ���	� ���
� �	 �� ���������
 �� #�	
�
�� � �
 �� ��
� ��	�� �� +�/���� �
� ?�� A��B�

�
���� �
���� ��� �
����� %� =��� & �
����	� � �#�
� ���� �
 ���� �� ��!
�	� �� �����
 �# � ������� 2��
� �# �� C�y�9:4 �����/� C� X = (X i)i=1,2,3 =
(X1, X2, X3) � �� �������
 �# � ������� 2��
� �
 � �#�
� ����7 &��� �������

�� ��� t �� ���
 �� x = (xi)i=1,2,3 = (x1, x2, x3)� 5� �������
 
 �� �����
� ��
�� #	
����


x = χ(t, X) =
(
χ1(t, X), χ2(t, X), χ3(t, X)

)
. )>�*

� ���� χ(t, X) = (χi(t, X))i=1,2,3 �� �����
 �# �� ������� 2��
�� �# �� �������7
�
� �� ���2����
� �# � ������� 2��
� �� X �� �
��� ��

U i(t, X) = χi(t, X) −X i. )>�*

5� �����
 ��
 � 	�� �� ����	��� �� �������7 υ̂ = (υ̂i)i=1,2,3 7 �
� �� �#�������

�����
�7 F = (F ij)i,j=1,2,37 �# �� �������0

υ̂i(t, X) =
∂χi(t, X)

∂t
, F ij =

∂χi

∂Xj
. )>>*

� �
�� �� H������
 �# F ij �� J 7 �
� & ���	� ���� J > 07 �� ���� & ���
�
��� �� �����
 xi = χi(t, X) �� �
� ��� t &��� ��2�� �� �� ������
��� X i�
� &���

X i = (χ−1)i(t, x), )>-*

�
� �=
 �� ���2����
� =�� ui ��

ui(t, x) = U i(t, χ−1(t, x)). )>J*
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�

5� ������� υ̂i(t, X) ��
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��� xi� �
�=
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����
 #�� �� ���� �
���� �# �� C�y�9:4 2�������7 ��D� ρ(t, x) =
ρ̂(t, χ−1(t, x))7 �� 	�#	� �� �
����� �� ���� ����
� (10)1 �� �����


J = det(F ) =
ρ̄

ρ
, )>�*

&�� ρ̄ �� �� ���� �
���� #�� F ij = δij�
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?�	���!.�
 �
���7 Cij �
� Bij7 �
� #�� �� �����2���
 �# �� �����
 & �=

�� .�
 �����
 �
��� Gij 0

Cij = FmiFmj, Bij = F imF jm, Gij =
1

2
(Cij − δij). )-�*
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 J 7
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cij ≡ J−2/3Cij &��� det(�) = 1 )-�*
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�	������� & 
� �� �
����	� �&� ���	�� �# �����0 )�* �� ?�	��� �����
σij = σji7 &���� ���� �� ���	�� #��� 2� ���	�� �	�#�� ��
� �
� )��* �� ���
�
9����!L������; ����� tik7 &���� �� �=
� ��

tij = J(F−1)im(F−1)jnσmn. )-�*

5� ������2�� 2��� �# �� ?�	��� ����� �� ����� �� �� 2���	� p7 &���� �� �=
�
��

p = −1

3
σmm, �� ���� σij = −p δij + σ〈ij〉 &��� σ〈jj〉 = 0. )-,*

@� �� �
�� ����(�� �
����� �� ����� �������7 &���� �2��
�� �� ����� �	
�� 2	� ���
�� �# �� ���2 �# � �����7 &���� �� 2���	� �� ����� �� 2	�
���
�� �# ��� ���	��

���� ������� �������� ��
��
���� ��� �
����� "
 �� ���2��=� ����
���� ����!
�
�7 �� �2��=� #� 
��� ���� �
 �� �2��
�����
 )�-*0 ψ = ψ̂(T, n��, n�) =
ψ̃(T, y, ρ). "�� �
����D����
 �� �� ���2�� ����
���� �����2���
 ����

ψ = ψ̂(T, n��, n�, c
ij) = ψ̃(T, y, ρ, cij) = ψ̌(T, y, Cij). )-�*

5� ����	�����
 �# �� ������� 2��
����� �
� �� 2���	�7 &���� �� 
�& �=
�
�� p = −σnn/37 ��� �
 �� ��� �	�� �� �#��7 ��� �������
� �� )��* & ���

μ�� =
∂ρψ̂

∂n��
, μ� =

∂ρψ̂

∂n�
, p = ρ2∂ψ̃

∂ρ
, ρψ + p = μ��n�� + μ�n�, )-�*

�
� �� #	
����
 ψ̌(T, y, Cij) �� 	�� �� ����	��� �� 2�� 9���� L������; ����� ��
��
� �#

tij = 2ρ̄
∂ψ̌

∂Cij
. )->*
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E	����� #�� �� ���2�� ����
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 )��* σij = −pδij + σ<ij> �
���� �# σij = −pδij � %#�� ��� ���2�
�������� ��
�2	�����
� & 
�& 
� 	2 &���

Ṅ��[[μ��−μ�−m��

ρ
σ<ij>νiνj+

m��

2
(υ−w)2]]+Ṅ�[[μ�−m�

ρ
σ<ij>νiνj+

m�

2
(υ−w)2]] ≥ 0.

)--*
5� 
����� ν7 &��� νiνi = 17 �# �� �
��#�� 2��
�� �
�� �� + ����
� 5� �������
�# �� �
��#�� �� w7 �
� wν �
��� ��� 
����� �2��

� ����� ���� & ��� ��� �; #��� )--* (�
��� ������
� �# �� ��� #�����
���	��	� �� �� �� ���
 �� )��*� 5� ��2����
� ��;�
� �� �� ��� &��� 2	�
2���	� �� �� ��
����	���
 �# �� 8	�2 �# �� ����� ������� �� �� �����
� #�����
9�����
��� 
	������ ����	�����
� ���� ���� ���� ��
����	���
 ��� �
�	� ���� �
�2������ �� &�� �� � <�� �
��#�� ��� ���� 	
������

���������
��� �� 
�
�� �
���� ��
� ����
�� ��� ����
 �
����� 5��� 2������2�
�
����	�� �� �22���
� 2�	�������� ���� & �� �# & ������ �� �#�������
 �#
� ����� ���� ��
����� �# ����� ��
����	
��� 5� #����&�
� ����	����
 ���� �� �����
2��E	���� �� #���	��� �� �22��2���� ��
����	��� ��& ���� ����� �� ����� ��
�� �����
� � ����� �� �������� �� C� #������
 �
� �� �#�������
 �����
�7 ���
(y, F )�

� ��
���� � �#�
� ���� S̄ &��� (ȳ = 0, F̄ ij = δij)7 �
 �
������� ���� S∗
&��� (y∗ = y, F ij

∗ ) �
� �� ���	�� ���� S &��� (y, F ij)� � ���	�7 ���� ��� �����
�� ����� �� ��� ���� �� �� #����&�
� ��
�����
�0 )�* 5� �
������� ���� ��
����� #��� �� �#�
� ���� 	
�� ��
���
� �#�
� ����� σij = −p̄δij � )��*
5� ���
�����
 �# �� �
������� ���� �� �� ���	�� ���� �� F ij

e �� ��
���
� C�
#������
 y ���� �� ������ ����� σij �= −p̄δij� ��� ���� ����
 & ���� F ij

e �� ������
2��� �# �� �#�������
 �����
��

�� ��
� �# �� ���
 �	�� & ��� ����2��� �� ���
� �# �� ���� �# � �����
�
�� �&� 2����7 &����	� �
� &��� �������
� #��� �� ����������� �#�
� ������
5� �#�������
 �����
� F ij

∗ ����� � �	 �� ������ /2�
���
7 &���� & �� 
��
��
���� ��7 ��4�
� �	 �� �� ���
� �# ���2 �
� ���	� ���	� & ��� �
���
� �# �� C� #������
 #��� ȳ = 0 �� y∗ = y� "
 �
� ���7 F ij

∗ �� /2���
�����
���	�� �� �� �#�
� ������ :
 �� ���� ��
�7 ������ ������ �� /��	�����
�	 �� ���
�� �# �� ������ �����
�� �# �� ������� ������ �� =/� ���	2����
 �#
������ �����

5� �#�
�7 �� �
������� �
� �� ���	�� ���� ��� ���� �
����� ρ̄7 ρ∗7 ρ7
2������ �
����� n̄�7 n

∗
�
n� �
� C� #������
� ȳ = 07 y∗ = y7 y� � ��	� ���

ρ̄ = m(ȳ)n̄�, ρ∗ = m(y)n∗
�
, �
� ρ = m(y)n�, )-J*

�� ���� �� ��� H������
� J∗ = ��(F∗) = ρ̄/ρ∗7 Je = ��(Fe) = ρ∗/ρ �
� J =
��(F ) = ρ̄/ρ �� ���
 ��

J∗ = ν(y)
n̄�
n∗
�

, Je =
n∗
�

n�
, J = ν(y)

n̄�
n�

&��� ν ≡ m(ȳ)

m(y)
. )-�*
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5�� �� � �	���2������� ����2������
 �# �� ����� �#�������
 �����
� �������
�
��

F ij = F ik
e F

kj
∗ , )J�*

&���� ��	��� �� � ���2� ������� ����
�
�0 � ��� ��� �����
�0 5� �����
�����
 #��� S̄ �� S0 xi = χi(t, X)7 �� �����
 �� ��
���
� �#�
� ����� #��� S̄
�� S∗0 X i

∗ = χi
∗(t, X) �
� �� 2	� ������ �����
 #��� S∗ �� S0 xi = χi

e(t, X∗)� 5�
����
 �	� ��2���

F ij =
∂χi

∂Xj
=

∂χi
e

∂Xk∗

∂χk
∗

∂Xj
= F ik

e F
kj
∗ . )J�*

��� �
������
 !������" ��#� � �
�� �� 2�� 9����!L������; ������ &���
��2�� �� �� ����� S̄ �
� S∗ �� tij �
� zij 7 ��2������� :����	��� �� ����
������ ��� �� ��� )���	��* ?�	��� ����� ��

σij =
1

J
F ikF jltkl �
� σij =

1

Je
F ik

e F
jl
e z

kl, )J�*

�
� �� ����
����
 �# σkl & �����
 &��� )J�*

tij = J∗F−ik
∗ F−jl

∗ zkl. )J,*

K���� ���� �� ���
�#�������
 #��� S∗ �� S �� 2	��� ������7 �� ���� & ��� ��
#���	��� �� ������ ����� �����
 ������
 #�� zij � ��� ����� �����
� & ��� 	� ��
'�� �
�
�!L������; ��& &���� ����

zij = −p̄JeC
−ij
e +

1

2
K̃ijkl(y)(Ckl

e − δkl). )J�*

Cij
e = F ki

e F
kj
e �� �� ������ ?�	���!.�
 �
���� 5� ���;
�� �����/ K̃ijkl(y)

�2
�� �
 �� C� #������
 �
� �����=� �� �
��� �������� K̃ijkl = K̃jikl =
K̃ijlk = K̃klij�

"
 ���� �� �����
 �� #� 
��� �
���� �������
� �� )->* & ��� �� ����	��� ��
�����!�����
 ������
 #�� �� ����� tij� � �
��� �� ������ ��& )J�* �
�� )J,* �
�
�=
 � ���;
�� �����/ Kijkl �
� � ���=� �����
 Cij

∗ ��

Kijkl(y) ≡ J∗F−im
∗ F−jn

∗ F−ko
∗ F−lp

∗ K̃mnop(y) �
� Cij
∗ ≡ F ki

∗ F
kj
∗ . )J�*

%#�� ��� �������� ��
�2	�����
� & =
���� �����


tij = −p̄JC−ij +
1

2
Kijkl(y)(Ckl − Ckl

∗ (y)). )J>*
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ρψ = n�Ωf(y) + p̄(
J∗
J

− 1) +
1

8J
(Ckl − Ckl

∗ )Kklnm(Cnm − Cnm
∗ ). )J-*

"
 ���� �� ����	��� �� ������� 2��
����� �������
� �� )-�*1,27 & �	�� �2��
�
ρψ �
 �� �������� n��7 n� �
� cij7 ����� cij = (ν(y)n̄�/n�)−2/3Cij � � �����
 #��
�����	�

μ�� = Ω(f + (1 − y)f ′)+
1

n̄�ν
((
m��

m�

ν(1 − y) + 1)(p̄J∗ − 1

8
(
1

3
Ckl + Ckl

∗ )Kklmn(Cmn − Cmn
∗ ))+

(1 − y)(p̄J ′
∗ +

1

8
(Ckl − Ckl

∗ )K
′ klmn(Cmn − Cmn

∗ ) − 1

2
C

′ kl
∗ Kklmn(Cmn − Cmn

∗ ))),

)JJ*

�
� #�� �� ����
���

μ� = Ω(f − yf ′)+
1

n̄�ν
(−(

m��

m�

νy − 1)(p̄J∗ − 1

8
(
1

3
Ckl + Ckl

∗ )Kklmn(Cmn − Cmn
∗ ))−

y(p̄J ′
∗ +

1

8
(Ckl − Ckl

∗ )K
′ klmn(Cmn − Cmn

∗ ) − 1

2
C

′ kl
∗ Kklmn(Cmn − Cmn

∗ ))), )J�*
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