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���� ����� ������� ��� ���� ����� ��������� ������� �� ���������� ����
������� ���� �� ������������� ���������� ����� ���� �������� ������� ����� 
������ ������ ���� ��!� ������� �� ����� �������� �� ��� ������� ���������
���������" ��� ���� ����� �� ���� ������� �� ������������� �� ��� ���� ����
���������� �������� �� ������ �� �������� ���� ������ ����� ������� ��� ���
������� ��������� ������" #�� ���� ��������� � ������� ������ �� �������� ��$�� 
������ �%������� �� ������� ���� ��� ����������� ����� ��� ����� �������� �����
���������� ��������" ���� �&����� !���� ������� ��� ��� �� ���� ����" '� ���
����� �� ��� ������� ������ ��� ���� �� ��� �������� �� � ������� ���������
��� ������� ��������� �� �������� ��� ������� ��� %���������� �$���� ��� ���
���������� ������� ��� ���������"

� �����
�����

( ��%��� ������� ��� �� ��������� ����!���� ����������� ���� � ���������� 
����� ������ ����� ��������� �� ����������� �� ����������� ��� �� ����� ������ 
������� �� ��� ��� ������" ��������� ���� ���� �������� ������� ���������� �
������& ��������� ������� )*+,-" ��� ��.����� �� �������������� ������ ���� ��
��������� ���� �� ��� ������� ��� �����%���� ��������� �������� ��� �"�" )/+�-
��� ���������� �������" 
�� �� ��� ����� ����!���� �� ��� ���� ��� �����������
������� ��� ���� ����� ���������� ��� ��� 0���� ��� ����� ����� 1��� ����� 
���� �������������� ������ ������� ��� �������� ��� �� �� ���� ������� �����
�� ����!���� ε ���� �������� ��� �������� �������� ��� �� ������� ������� �� ���
������� �� ��� ������������� �������������� ���������� �"�" ��� ��� �������
���� �� ������������� ���� ��������� ����� )2� *�-" ��� ����� ������ �� ����
������� ��� ���������� ���� ��� ��������� �� ������� �� ���� ������� ����!�����
������� �� ������ ���� ���� ������� �� ��� ����������� ��� ��� ����������
����������� )**+*-"

3� ���� ����� �� ��� ���������� �� ��� ���� ���� ��������� �������� �����
���������� �� ��� ����!��� �� �� ��� �������� �������� ���� ����� �������� ���
�� ������������� �� ��� �����%���� ���� ���� ���������� ��������� ����� ���
���� �������� ��� ������������ �&������������ �� )*4� *,-" 0����� � ��$�����
�����&� �� ����� ���������� �� ������ ������� ���������� �������� �� � ���� 
!���� ������ ������� ������� ��� �� ��������� ��������� �� ��� 5��� 6�������
�%������ )*/-" #�� ��� ���� ������ �� ���� ������� ������� '
7 ������ ����
���� ������� )*8- �� ����� �� ��������� ���������� ���� �� ���������� ������
����� ��� �� ���� ��������� ����� ��� ���������� ������� ��$�������� �%�� 
�����" ����� ������� ���� �������� ���� �&������ �� �������� ����� ����������
����� ��� ��.����� �� �� �&������ ������� ���� �� )*�� *2-" 0����� ��� �����&�

�



�� ���� ��%��� ���� ��� �� ��� ���� ������� �� ��� ���������� �������� ��� ��
����� �� )��- ��� )�*-" ����� ������� �������� ��� ��� ����������� �� ����
����������� ����� ��� ��� ������ h(x, t)�

∂th = −∂x

(
h3∂x (∂xxh− Π(h))

)
9*"*:

���� ����� ���������� �������� ������ � ������� ����� ���� �� ���� �� �� 
������ ��� ���� ���� ���������� ������� ��� ����� ������ �� ��������� ���������
���������� ���� �� �������� �� ���� �� ���������� �� ��������� ��� ������� �����
���������� ����"

;�� �� ������ ���� ��� ���� ����� �� ��� ����������� �%������ 9*"*: �� �
������ �� ��� ������������ ���� ������� ������� �� ��� ���� ��������� ��.�����
�� ��� ���������� ��������� ���� ∂xxh" ( ������� ������������ �� ��� ��������
�� ������� �� Π(h) ��� ���������� ��� ������������ ���� ��� ��������������
������" ( �������� ���� �&�������� �� ����� ��

Π(h) =
1
ε

[( ε
h

)n −
( ε
h

)m+n−1
]
, 9*"�:

���� n = 3 ��� m = 2 ����� ������� ������" 3� ��� �� ������� �� � ����������
�� ��� ��������� �������� U(h)�

U(h) =
1
3

( ε
h

)m+n−2 − 1
2

( ε
h

)n−1
, 9*":

����� ��� ������� ����!���� ������� ��� �������� �� �� ����� 0 < ε� 1"
<�������� �� ��� ���� ����� �&������������ ��� ������������� ���� ��� �����

������ �� ��� ��������� ������� ��� ��� �������� ���������� ������ ���!����
�� ��� ��������� �� ��� �$������ ���� ������� ����� ��� �� �� ��� ���� �� ���
������ �� ��� ��%��� ��� �� ���� ������ ��� ��������� ������� )*� ��+�,-" 3�
����� �� ���������� ���� �������� ������ ���� ����������� ������ ���� � ����
����� �� ���� ������� ���� ������� �� )�/� �8- ���� ��� ���������� �%�������
��� ������������ �� ���� ��� ��������� �������� ���� �������� ����������
��� ��� ���������� ��� ������ ������� �� ���� �� ��� !�������� ��������� �� ���
���� ��������� �������������� ��� =����� ���� ��������� �� ��� ��%��� �����
���������" (��������� ���������� ����� �� ��� ��������� �� ��� ���� ������
���� ���� ������ � ����������� ������� ����� ��� ��� �����������	� 
����� )�/-	

����� ��� ��� ���� !���� �	���
�� �����

∂th = −∂x

(
M(h)∂x (∂xxh− Π(h))

)
9*"4:

����� M(h) = h3 + b h2 ���� b �������� ��� ���� ����� ���������� ��� ���
��������
�� �����

<� (∂tu+ u∂xu) =
4
h
∂x(h∂xu) + ∂x (∂xxh− Π(h)) − u

βh
, 9*",�:

∂th = − ∂x (hu) , 9*",�:

������������" 6���� u(x, t) ������� ��� �������� �� ��� ������� ���������" ���
���� ������ ���������� b ��� β ��� ������� �� ������ �� ��������� ��� b ∼ ν2β�

�



����� ��� ��������� ν ���� 0 < ν � 1 ������ �� ��� �������� �� ���������� �����
���������� �� ��� ���� ���" ��� ����� <�(∂tu+ u∂xu)� ���� <� �������� ���
<������� ������� ��� (4/h)∂x(h∂xu) ��� ��� �������� ��� ������� ���������
������ ������������"

(������������ ��� ���! ���� ��� ��� ������ ���� ������ ������� �� ��������
����� ����� ������� ����������� ������" '�� �� ����� �� ��� �� ���� �����
����� �� �������� ���� �� ��� b = 0 �� ��� ���! ���� �����" ��� ������
��� �� �������� ���� ��� ������ ���� ����� �� ��� ����� β → ∞ ��� ���������
��� �������� �� ��������� ���� ����� ��� �"�" )��-" #�� ��� ����� ��������
���� ������� �� )�/- ��� ���� ������ ��������� βI �� �� ����� �� ���������
����� �� ������� ����� ���� ���� �� ��� ���! ��� ��� ������ ���� ������ �"�"
b� βI � β" ��� ������������� ���	��	���	��
�� ����� �� ����� ��

∂th = −∂x

(
h2∂x (∂xxh− Π(h))

)
. 9*"/:

3� ��� �� �������� �� ��������� ���� �� 9*"4: �� b ��� ��� b→ ∞ �� �� ���������
���� ��� ��� ���������� �������� �� β ��� ��!��� ��� ����� β → 0"

3� ���� �� ��� ����� ������������� �� ����� ��!� �� ���������� ��� �$����
�� �������� ������ ��� ���� ������ �� ��� ��������� �������� ���� �� ��� �������
�� ���������� ����������" >�������� �� ����� ��!� �� !��� �� �� �� �������� ��
������ ������� ������ �� ������ ����� %��������" 6����� �� ���� ����� �� ����
����� ��� �������������� �� ��� ����������� ������ ��� ��� ���� �������� 9*"/:
��� 9*",�: 9*",�:" 3� ����� ��� ���� �� ��� ���� �� ��� ������������ ���� �����
9*"/: ��� ���������� �� � ������������� ������� '
7 ����� ��� ��� ��������
��� �������� �� ������ �� �������� ��� �� �������� �� ��������� ��� ����� ��
)��-� �� ���� �� ���� ����.� ��������� ��� ������� ��� ����� ���� ������ ��
��� ������ ���� �����"

(������������ ����� ����������� � ��&���� �� ��� �������� .�� ��������� �� 
������ ��� ���������� ��������� ��� ��� �� ���� �� ��� ����������� ���� ���
M(h) = hq� q > 0 ��� �������� ���� ���������� �� )�2-" 0����� ��� �����&�
�� ���� ��%��� ���� ��� �������� ���� ���� �� M(h) = h2� ��� ������������ ����
������ ����� ���� ��� ���� ���%������ ���������� �� ���� ���� ���� M(h) =
h3" 0� ����� ���� ������ ��� ��$����� �����&� �� 
����?� �%������� ���� ���
���� M(h) = h ��� ���������� �� )�-� ����� ���������� ����� �� ��� ����� ��
��� �������� .�� ��������� �� ��� ������������� �%������ ���� �������" >��� 
����� ��� ���� ���� ���� ������ ���� ��� �������� ��� �� ���� ��������" '��
����� �� ��� ������ ���! �� )�2- ��������� ��������� �� ��� �������� ��� ���
���������� ������� ����� ������� �� )*- �� ��� �������� �� ��� ��������� ��
��� ������ ��� ���� .�& ���� ��������� ��� ��������� �"�" ���� ������ ���
��������� �� ��� ��������� �� �������� �� �������� �� ��� ������� ���� .�&" 0�
���� ��!� �� ���� �� ���� ����� ���� �� ����� �� ��� ���������� �� ��� �����������
������ ��� ������� ���� ������� �� ����� �� )�/-� ���� ����� �� �� ��!�� ����
��������� ���������� ���� �� ��������� ���������� ��� ��� ��$����� �����������
���� h3 ��� h2� ����� ���� ��� �������� ������ ��$��" 
����� ����������� ��
����� %��������� 9�"�" )�2- (������& 
: ��� �� ����������"

3� ���� �������� �� ����� ���� ��� ���������� �� ��� ������ ������ ��� ���
������ ���� ����� ��� ��� �������� ����� �� ������� �" 3� ������� "� ��� ��� ��� 
����������� ������ ���� ����� ���� ��@������� ����� �������� ����� �� ����

�



������ � ������� �����" 3� ������� " �� ������ �� �����&������� ��� ���
.�&�� ������� �������� �� �� �����" 3� ������� 4"� 9A���������� 4"*: �� �����
���� �� �������� ��� �� �� � ��� ������������ ���� ������ ����� ��� ������� ��
)�2- ��� ��� �������� hq � q > 0� �� ��� ������ ���� ���� �������� ��� �����������
������� �� ��� ��������� �������� �� ��� ������� .�&" ����� �� � �������� �����
�� �������� β = βcr ����� ����� �������� ������� �� ��� ���� ��������� �� ���
.�&" (� � ������� �����%����� �� ���� �� ��� ���� ��������� �� ��� �������� ���
�������� ��� ���� ����� �� ���� ��������� β �� ��� ����� 9*",�: 9*",�:� �����
��� ��� ������ 9*"*:� 9*"4: ��� 9*"/: �� ��� ����� �� )�*� �2- ���� ����������
������� �� ����� ����� ��������"

��� ���� �� ������� 4 �� ������� �� ��� ��������� ���������� �������� ���
���������� ��������" 6���� �� ��������� ������� ��� �$��� �� ��� ������ ����
����" #�� ��� ������ 9*"*:� ��� 9*"/: �� ��� ����� �� )�2- ���� ��� ���������
��������� �� ��� ���������� ������� �� ���������� ���� ��� ��������� ���
�������� ���� �� ��� ���� �� 9*"*:� ����� �� �� ���������� ��� 9*"/:" #�� ���
������ ���� ����� ���� ��������� ��������� ���� β ��������� ��� ������� ���
�������� ��������� �� ��� ���������� �������"

� ����������� ��
 ���������������� ���������

����������� 	
����
�	 ;�� �� ����.� ������� ��� ������� �������� �����
������� ��� ��� ���! ���� ����� 9*"4: �� ��� �������� [−L,L]" 0� ������ ���
��������� �������� ����������	

∂xxxh = 0, ��� ∂xh = 0 �� x = ±L, 9�"*:

����� ����������� ���� .�& �� ��� �������� ��� �� � �����%����� ����� ��� 
��������� �� ���� ��� 9�"�:	

h̃ =
1

2L

∫ +L

−L
h(x, t) dx, ∀t > 0, 9�"�:

����� h̃ = const �� ��� ������� �� ��� ������ ������" #�� ����� �������� ����� 
����� �� ��� ���� ������ �� )*�- ���� 9*"4: ��� � ���%�� ������ �������� ���������
�������� ��� ������� ���� h(0, x) > 0 ��� h(0, x) ∈ H1(−L,L)" #�� ��� ��� 
��%���� �������� �� ���� �� ������ �� ��������� ����� ������� �� �%���������
��������� 9)*�-� )��-: ����	

�	
��
� �� ������� ����� ���	� ������� ���������� ����� ��  ���
�

�� �������	 ���������� ��	�� ���	 ��
������ h̄(x, P,L) ���	�	�� 	� �� ��	

������� ��	����	 P �� ���	� �� ��	 ��
����� ��

P = Π
(
h̄
)− ∂xxh̄ , 9�"�:

0 = ∂xh̄(−L) = ∂xh̄(L) . 9�"�:

>�������� ����� ����� �������� ����� ���� ��� �&�� ����� P ∈ (0, Pmax) ���
'
7 9�"�: ��� � ������ �� �������� ��������� h̄(x, P,L) ������������� �� ���
����� ������ T = 2L ���� �� ������ ���� � ���������� ���� h̄(x, P )" 7����
�������� �������� h̄(x, P,L) ���������� �� ��� �������� [−L, L] ����� � ��������

1



�� 9�"�: 9�"�:" (�� ���� ����� ����� �������� �� 9�"�: 9�"�: ��� �� �&������
�� ��� �������� �������� h̄(x, P,L) ���� ��� ����� ������ T = 2L"

��� ����������� �� ��� ���������� �������� h̄(x, P ) ��� ������� �� )��-"
3� �� ������ ��� ������� ��� ��� ��&���� �� ��� ���������� �������� ��
hmin(P ) ��� hmax(P )� ������������� ���� ��� ������ ��� ��&��� �� ��� �� 
������ ��������� ��� ������� �� ����� ������" ��� �������� ���� ���� �� ���
��������� �%������ Π(h) = P �� hmin" 6����� �&������ �� ε� �� �� �� ��� �����

hmin = ε+ ε2P +O(ε3). 9�"4:

��� �������� ������ ����� hc(P ) �� 9�"�: �� ��� ����� ���� ���� �� Π(h) = P
��� ��� ��� ������������

hc = ε(εP + o(εP ))−1/3. 9�",:

'��� hmin(P ) �� ����������� ��� ���� �������� �� �%������ 9�"�: ��� �� �������
��

1
2

(
dh̄

dx

)2

= R(h̄), 9�"/:

�����
R(h̄) = U

(
h̄
)− U(hmin) − P (h̄− hmin) . 9�"8:

(� ��� ��&���� h̄x = 0 ��� ����� hmax �� ���������� �� ��� ���������
R(hmax) = 0 ��� ��� ����������� ��

hmax = −U(ε)
P

+O(ε). 9�"�:

>��� �������� ���������� �������� 9��� )��-: ����� ���� � ������ ������
����� �������� �� [−L,L]� �"�" � ��� ����������� �������� ��� �� ��������� ��
� �������� ��������� �� � ���� �����" ����� hmin ����� �����&������� ���
����!���� �� ���� ���� ����� ��� hmax �� ��� ���! �� ��� �������"

#�� ��� �������� ����� ������� ��� ��� ������ ���� ����� 9*",�:+9*",�: ��
��� �������� [−L,L] �� ��� ���������� 9�� .�&��: �� ��� �������� �� ����

u = 0 �� x = ±L. 9�"2:

�"�" �� ��%���� ������������ �� ���� 9�"�:" #�� ��� ������ h(x, t) �� ������
����

∂xh = 0 �� x = ±L 9�"*�:

�� ������"

�	
��
� � !�	�� ���	 ��
������ �� ��	 ����	� ���"�#���"�� ���� ��	

������� ���������� ���$�#����%� ���� �������	 �	���� ���&
	 	'��� �� �	 ���	�

�� ��	 ��
������ �� ���(�����(�� �� ��	����

�  	�� �	
����� ���&
	 ū ≡ 0�
����� ��� ������ ������ �� 9*",�:+9*",�: ��� ��������� ��

<�hu∂xu = 4∂x(h∂xu) + h∂x

(
∂xxh− Π(h)

) − u

β
, 9�"**�:

0 = − ∂x (hu) . 9�"**�:

2



#��� 9�"**�: ��� 9�"2: �� ������� ���� hu ≡ 0" ��!� ��� ���������� ��������
[h(x), u(x)] ���� �������� ������ ������" 3� ���� �������� �&���� �� �������
�����������

u ≡ 0 ��� ��� x ∈ [−L, L]. 9�"*�:

B����������� 9�"*�: �� 9*",�: ��� ������� ����������� ���� h(x) �� � ��������
�� 9�"�: 9�"�: ����� �&���� ���� P ∈ (0, Pmax) �� ��� ����� �� )*�-" C���
����� ��� �������� �� 9�"�: 9�"�: ���������� � ���������� �������� ���� ���� 
������� ���� �������� ������ ��� 9*",�:+9*",�: ���� ��� �������� ����������
9�"2:+9�"*�:" �

�
���� �� )�	 �������� �������	 ���������� �	���� ���&
	 ��� ���"�#

���"�� ��  ��
����� h̄(x, P,L) �� ���(�����(�� �� �	��	 ��	 ���������� �����#

���*� ���	� ��� ��	�� ���	� �� ����� ��
�� ��� �� � �	

�

��������������� 	
����
�	 3� �� ���� !���� ���� ��� ������� ������ ����
������� ��� ������� ��������� �������� �� � ���� ���� ���� ������� �������
��������� �� ������& .��� ��������� ��� �������������� ������" ���� ��� ����
����� �� ��� ��������! �� ��� �� ���� �� ���! ���� ����������� ������� ��� �"�"
)8-" ��� ������������ ��� ������ ���� ������ ���� ������� ������ �� ��� �������
��������� ��������� ����� ��� ����������� ���� ��� �� ��������� ��.����� ��
��� ���������� �� ��� ��������� �������� ��� ��� ���� ����� �� ����� ����
������� ��� )�/� �� - ��� �������� ��������" 6������� �� ��� ���� ��������� ��
)��- �������������� ������ ��� ���� ��������� �� ��� ���� ������ ���� ������ ��
���� �%��������� �������� ���� ������� ��������� �� � ���� ����� ����� ������
�� ���������� �� ��� ����������� ������� ��� ��� 0���� ���������� ��� 1���
��������� ������" 6���� ��� ����� .�& ������ ���� ����� ����� �� ��������� ����
�� ��� ���������� �������� �� ����� ������ �� ��������� ����� ��� ������� ����
�� ���� ������� �� ������ �� �%��������� �������� �� ���� D��� ��������� �� ���
�������� ���������"

0��� <� �� ��@������� ������ ��� ���������� �� ��� ���������� ������
��� �� ��������� )�*� �2-� ������ �������� ��� ���������" '�� ��� %������������
�&����� ��� ������� �$���� ��� �������� ��� ��������� ����� ��� �������� �� �
����������� �������� .�� ���������" (� �� �� ����� �� )*�- ��� ����������

E(h) =
∫
U(h) +

∂2
xh

2
dx 9�"*:

�� � ;������� ���������� ��� 9*"4: ���� ��� �������� ���������� 9�"*:� �����
U(h) �� ����� �� 9*":" (���������� �� �����	

����������� �� + ��������


E(u, h) =
∫
U(h) +

Re

2
hu2 +

∂2
xh

2
dx 9�"*4:

��  ,������ ��������
 ��� ��	 ����	� ���"�#���"�� ���� ������� ����������

���$�#����%� ��	�	 U(h) �� ���	� �� ���(��

����� �� ���� ���� E(h, t) �� �� ������ ���������� ���� ��������� �� ���
�������� ��������� �� 9*",�:+9*",�: �� ��������� ���� dE/dt ≤ 0"

6



0� ���� ���� �� ����������� �� ����� ��� ����� 9�"*�: �� ����

dE

dt
= <�

∫
uh∂tu dx+

∫
(Π(h) − ∂xxh) ∂thdx+ <�

∫
u2

2
∂thdx .

B����������� �� ∂th ���� 9*",�:� ����������� �� ����� �� ��� ������ ��� �����
���� ��� ������ ��� �������� �������� ���������� ������ ��

dE

dt
= <�

∫
uh∂tu dx+

∫
hu∂x (Π(h) − ∂xxh) dx+ <�

∫
(hu) u∂xu dx .

9�"*,:
<����� ���� ���� �%������ 9*",�:

−∂x (∂xxh− Π(h)) = −<� (∂tu+ u∂xu) +
4
h
∂x(h∂xu) − u

βh
.

E���� ���� �� 9�"*,: �� ������

dE

dt
=
∫ (

4∂x (h∂xu)u− u2

β

)
dx .

3���������� �� ����� �� ��� ���� ���� ��� ������ 9�"2: �����

dE

dt
= −

∫
4h (∂xu)2 dx−

∫
u2

β
dx ≤ 0, 9�"*/:

�������� h(x, t) > 0, ∀t > 0" �
;������� ����������� 9�"*: ��� 9�"*4: ���� ������ � ����������� ��������

.�� ��������� ��� 9*"/: ��� 9*",�:+9*",�:� ������������" 
����� ��� ����������
������� �� �� ����� �� �������� ������ �� 9*",�:+9*",�: ��� ������ 9�"*4: ��� 
������� ���� ��� ���� ����� �� 9�"*/:" (� ��������� �� ������ �� )��-� �� ����
� ��������! ��� �������� ��������� �� ��� ���������� ������� �� ������ ��
��� ����������� �� ������ ������� ��� ������ �� ��� �������� ������ �������� ��
������� ���� ��� ������ �� ��� ��������� ��� ����� ��� �������� �� ��� �������
���� ��� ����������� ���� �����" 3� ��������� ��� ��������� �� �������� ���� ���
������ ��� ������ 9�"*4: �� ��� ������ 9*",�:+9*",�:" 3� ��� �� �&������� ��
��� �������� �� ��� <������ ��������� ���������� ���� ��� ����������� ��������
���������" 3� ������� ��� ��� ���� .�& 9�� ��������: ������ ������� ��������
�� �� ����� ��� �� ���� ����� ���� ��� ��� ������ �� �������� ��� �����%������
��� ��� ��������� ��������� �� ��� ���������� �������" ��� ���� ����������� ��
��� ��� ���������� �$���� ���� ��� ��� ������������ ���� ���� 9*"/: ���� 9�"*:"

� ������������
��
 ��
�� ��� 
������ 
��

�����

��� ��� ��	�
����	������ ���� ����
�

��� ����������� �� ��� ���� ������ �� ���� �%��������� �������� �� ����� ��
��� �%��������� ���������� ��!� ����� �� ���� D��� ���������� ���� ����������

,



�������������� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ������� ��� ��� �������� ����
���� �� ���� ���� ���� ������ ��� ���� ����� �� )��- ��� ��� �� ���� �����"
1���� �� ����� ���! �� ����.� ���������� ��� �������� ��� ��� ������������ 
���� �����"

0� �������� ��� ��������� �� ��� ������� �������� �� ��� ����� 9*"/: ��
��� �������� [−L,L] �� ��� �������� �� ����� ��� .�&��

J(−L) = J−, J(+L) = J+, 9"*:

��� �������� ����� J± = σJ̃± ��� σ � 1" ��� ������ ����� �������� �����
������� �� �������� �� ��%������ ��� ���� �������� ����������

hx(−L) = 0, hx(L) = 0. 9"�:

B���� ��� .�& �� ���� ������ �"�" �� ����� σ � 1� ��� ��� ������ ��� ��������
h(x, t) 9�� ����� �&�� ���� t: �� ���� ��� ���� �� � ��������� �%���������
������� �������� h̄� ��������� �������� �� x = X0� ������������� �� �� �������
�������� P0� �"� h(x, 0) = h̄(x−X0, P0)� ��� �������� �� ��� ���� ���� �����

τ = σt. 9":

#�������� )��- �� ��!� ��� ������

h(x, τ) = h̄ (x−X(τ), P (τ)) + σh1(x, τ) +O(σ2), 9"4:

����� ��� �������� X(τ) ��� ��� �������� P (τ) �� ��� ������� ���� ������ ��
���� ��� ������ ���� 9*"/: �� ��� ������� ����� �� σ

−∂xh̄
dX

dτ
+ ∂P h̄

dP

dτ
= Lh1, 9",:

����� L �� ��� ��$�������� ��������

Lh = ∂x

(
h̄2∂x

[
Π′(h̄)h− ∂xxh

])
, 9"/:

��� ��� ������������ h1 �������� �������� ���������� 9"�: ��� .�& ����������

−h̄2
(
∂x

[
Π′(h̄)h1(−L) − ∂xxh1(−L)

])
= J̃−,

−h̄2
(
∂x

[
Π′(h̄)h1(L) − ∂xxh1(L)

])
= J̃+. 9"8:

0� ��������� ���� �������� ��� ��D���� �������� L∗�

L∗ψ = (Πx(h) − ∂xx)
[
∂x(h̄2∂xψ)

]
, 9"�:

��� !����� �� ����� �� ������� �� ��� ���������

ψ1(x) = 1, ��� ψ2(x) =
∫ x

0

h̄(x′) − hmin

h̄(x′)2
dx′. 9"2:

E���� 9"2: ��� � �������� ������ �� ��������� �� ���� ��� ������ ������� ����
�������������� �������� ���������� 9"8: �� ����������� �� ��� ���� ���� 
������� �������� ����������� ��� ��� ������ ��� ��������� ���������� 9���� 
��� �� ���� ���� �� ��� #������� �����������: �� ��� ����������� �� 9",:� �����

�



������ �� ��� ������ �� '
7� ��� ��� �������� ��� �������� �� ��� ��������
������� �� ��� �������� ���� ������

dP

dt
= CP (P )(J+ − J−),

dX

dt
= −CX(P )(J+ + J−), 9"*�:

�����

CP (P ) =
1

−
∫ L

−L
∂P h̄ dx

. 9"**:

��� ���� ��$������ �� ��� �� ���� ���� ��������� �� )��- �� ����� �� ��� ������
���@�����

CX(P ) =

∫ L

−L

h̄− hmin

h̄2
dx

∫ L

−L

(
h̄− hmin

)2
h̄2

dx

. 9"*�:

3� (������& ( �� ���� ���� 9"**: ��� 9"*�:� ����� ���� ���@������
��� ��� ��������� ������� ����� ��� ��� ������ ���� ���� �� ��� ��&� ��������
�������� ��� �� ��� ������ �� ��� ������� �������� X(t)"

��� �	
�������� ���

0� ����� �������� ��� ��������� �� ��� ������� �� ��� �������� [−L,L] ��������
��� �� ��� ������ 9*",�:+9*",�:" 0� �������� ��� ���������� �� ��� ������
�����

σ2Re << 1, 9"*:

�"�" ��� ��@������� ����� <� ������� �� 9*",�:+9*",�: ��� ������ ����� ���
��������� �� ��� ������ ������� ������ �� � ���� ���� ����� τ 9": ��� ��� ��
������������� �� ��� ���� ��������� �� ��� �������� P (τ) ��� �������� X(τ)"
0� ��!� ��� ��������� ���������� ������	

τ = σt 9"*4�:

h(x, t) = h̄(x−X(τ), P (τ)) + σh1(x, τ) +O(σ2), 9"*4�:

u(x, t) = σu1(x, τ) +O(σ2). 9"*4�:

(� ��� �������� �� ��� �������� �� ������ .�& ����������� ����� ��� �� ���� 
��� �� ����� �� �������� �� ��� ��������	

u(±L) = σu±. 9"*,:

3� ���� ���� �� ����� ��� .�&�� J± ������� �� ��� ������� ���

J± = σhminu±. 9"*/:

(���� ������������ �� 9"*4�:� 9"*4�: ���� 9*",�:� 9*",�: ��� ������ 9"*: ��
��� ���� ����� �� σ �� ���� 9�� �����& ��������:[

0

−∂xh̄
dX

dτ
+ ∂P h̄

dP

dτ

]
= L

[
h1

u1

]
, 9"*8:

+



����� L �� ��� ��$�������� ��������

L
[
h
u

]
=

[
4 ∂x(h̄∂xu) + h̄∂x(∂xxh− hΠ′(h̄)) − u

β
−∂x(h̄u)

]
. 9"*�:

��� �������� ���������� ���� u1(x, t) �������� ��� ������� ����� �� 9"*,:

u1(±L) = u±. 9"*2:

#�������� ��� ��D���� �������� �� L ��

L∗
[
g
ψ

]
=

[
4 ∂x(h̄∂xg) − g

β
+ h̄ ∂xψ(

Π′(h̄) − ∂xx

)
∂x(h̄g)

]
. 9"��:

3� �� ���� �� ��� ���� ��� !����� �� ��� ��D���� �������� �� ������� �� ���
���������� [

0
1

]
=
[
g1
ψ1

]
9"�*:

��� ⎡
⎢⎣

h̄− hmin

h̄∫ x

0

h̄− hmin

βh̄2
−A(h̄, ∂x′ h̄, ∂x′x′h̄) dx′

⎤
⎥⎦ =

[
g2
ψ2

]
, 9"��:

�����

A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄) = 4hmin
h̄∂xxh̄− ∂xh̄

2

h̄3
. 9"�:

(���� ����� 9"�*:+9"��: ��� �������������� �� ��� �������������� ����� 
��� ���������� 9"*2: �� � ������� ���� ����������� �������� �����������
��� ��� ������ ��� ��������� ���������� �� ��� ����������� �� 9",: ����� �� 
���� �� ��� '
7� 9"��:+9"��:" '�� ���������� ����� �� �%�������� �� ����
���������"

�� ������ �� �%������ ��� P (τ) �� �������� ��� ������ ���� �� ��� �����&
�%������ 9"*8: �� ψ1 ��� ��������� ���� ��� �������� [−L,L]" 0� ��� ��!� ���

�� ��� ���� ���� ∂xh̄ �� �� ��� �������� ���
∫ L
−L ∂x(u1h̄) dx = hmin(u+ − u−)"

���� ����� �� �� ��� �%������

dP

dτ
= −

(∫ L

−L
∂p̄h̄ dx

)−1

hmin(u+ − u−), 9"�4:

������ ������� �� ��� �������� ���� ������ ��������� ���� 9"��:"
B��������� �� �������� ��� ������ ���� �� ��� �����& �%������ 9"*8: �� ψ2

��� ��������� ���� ��� �������� [−L,L]" (���� ����� ��� �� ���� �������� ��
���

−dX
dτ

∫ L

−L
ψ2 ∂xh̄ dx = −

∫ L

−L
ψ2 ∂x(h̄u1) dx, 9"�,:

����� ���������� ��

dX

dτ
=

∫ L
−L ψ2 ∂x(h̄u1) dx∫ L

−L ψ2 ∂xh̄ dx
. 9"�/:

��



=�&� �� ��������� ��������� �� ��� ����������� ��� ��������� �� 9"�/:" 
� 
���� ��� ��������� ��

I1 =
∫ L

−L
ψ2 ∂x(h̄u1) dx.

����� ����� ψ2(x) �� �� ��� �������� ��� ����� 9"��:

I1 =
[
h̄u1ψ2

]
x=±L

−
∫ L

−L
(h̄u1)∂xψ2 dx.

E���� 9"�:� ��������� �� ����� ��� ���� ���� ∂xh̄|x=±L = 0� ���� �� �%��� ��

I1 = hminψ2(L)(u+ + u−) −
∫ L

−L
u1

(
h̄− hmin

βh̄
− h̄A

)
dx

= hminψ2(L)(u+ + u−) −
∫ L

−L
u1

(
h̄− hmin

βh̄

)
dx+

[
∂xh̄ hmin

h̄
u1

]
x=±L

−4
∫ L

−L

∂xu1 ∂xh̄ hmin

h̄
dx.

B���� ��� ����� ���� �� ����� ��!��� ��� �� ��� ���� ���� ���� 9"*8: ��� �������
h̄|x=±L = hmin �� ���

I1 = hminψ2(L)(u+ + u−) −
∫ L

−L
u1

(
h̄− hmin

βh̄

)
dx− [4∂xu1(h̄− hmin)

]
x=±L

+
∫ L

−L

h̄− hmin

h̄
4∂x(h̄u1) dx

= hminψ2(L)(u+ + u−) +
∫ L

−L

h̄− hmin

h̄

(
4∂x(h̄∂xu1) − u1

β

)
dx

= hminψ2(L)(u+ + u−) −
∫ L

−L
(h̄− hmin) ∂x

(
∂xxh1 − Π′(h̄)h1

)
dx.

3���������� �� ����� ������ ����� �� ���� ���� ∂xh̄|x=±L = 0 ��� ��!��� ���
�� ��� ���� �������� (∂xxh̄h1)|x=±L = 0� �� ������ ������

I1 = hminψ2(L)(u+ + u−) +
∫ L

−L
∂xh̄

(
∂xxh1 − Π′(h̄)h1

)
dx

= hminψ2(L)(u+ + u−) +
∫ L

−L
h1

(
∂xx − Π′(h̄)

)
∂xh̄ dx

= hminψ2(L)(u+ + u−). 9"�8:

6����� ����� ��� �������� �� ψ2(x)� �� ��� �����∫ L

−L
ψ2 ∂x(h̄u) dx =

1
2

(∫ L

−L

h̄− hmin

βh̄
− h̄A dx

)
hmin(u+ + u−). 9"��:

��� ����������� �� 9"�/: ��� �� ������� ��

I2 :=
∫ L

−L
ψ2 ∂xh̄ dx = −

∫ L

−L
h̄ ∂xψ2 dx+ hmin(ψ2(L) − ψ2(−L))

= −
∫ L

−L
(h̄− hmin) ∂xψ2 dx . 9"�2:

��



E���� 9"��: ��� 9"�2: ����� ψ2(x) �� ����� �� 9"��:� ��� ��������� �%������
��� ��� ������� 9"�/: ������� �� �������� ���� ������ ������ ��!�� ����

dP

dt
= CP (P ) (J+ − J−), 9"��:

dX

dt
= −CX(P ) (J+ + J−) 9"��:

��� ��� �������� P (t) ��� �������� X(t)� �����

CP (P ) =
1

−
∫ L

−L
∂P h̄ dx

, 9"*:

��� ��� ������� ���@�����

CX(P ) =

∫ L

−L

(
h̄− hmin

h̄2
− β A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄)

)
dx

2
∫ L

−L

((
h̄− hmin

)2
h̄2

− β A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄)(h̄ − hmin)

)
dx

. 9"�:

��� ���@������ 9"*:+9"�: ������ �� ��� �������� P ������� ��� �����
������� ���������� ������ ������ h̄(x, P,L)� ��� ������� hmin = min

x
h̄(x, P,L)

��� ��� �������� A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄) ������ �� 9"�:" =�&�� �� ������� �� ����� 
����� �����&������� ��� ��� .�&�� J± ������� �������� �� �� ����� ��� �������
������ �� ��� ������� ������ �� '
7?� ��� ����" 0� ������� ���� 9"�: ��� 
���� ���� ��� ������������� ���@������ ��� �� ���� ��� ������������ ���� ���
������� ��� �� ��� ���� ��������� β"

3� (������& ( �� ���� ����������� �� ��� ��������� �� 9"�:" 0� �����!
���� ��� ��� ���� �� ���������� ������� ��������� 9���� β → 0: ��� ��������
βA(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄) → 0 ��� �� ������� ��� ����� 9"*�:+9"*�: ��� ��� ����� 
������� ���� �����" '� ��� ����� ���� ���� β → ∞� �� ������ � ����� ���
��������� ���� ��� ����� ��� ���@����� 9"�: �� �������� ��

CX(P ) = −

∫ L

−L
A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄) dx

2
∫ L

−L
A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄)(h̄− hmin) dx

. 9":

��� ���
����	��� ��
 	�� ����� ��	���� �
����	�

3� ����� �� ��!� ��� �� ��� ������� ������ �� �������� ��� ���������� �������
�� � ����� ����� �� �������� �� ������ ���� ���������� �&��������� ��� ���
.�&�� ���� � ������� �&��������� ��� �� ��� ����������� ��������� ����� ��� ���
������������ ���� ����� 9*"/: ��� ��� ������ ���� ����� 9*",�:+9*",�:"

�������������	��� ��	� (� ��� ��� �� ���� ���� )��-� �� ���� ���� ���� ���
.�&�� ����� ������� ��� ���� ��� �� ������ h = O(ε)� ���������� ��� ���������
����� ��� ������� �� ���� � ������� �������� �� 1/δ" B��������� �� ������

��



�&�������� ��� ��� .�&�� �� ��� ���� ��� �� ���� ������� ��� ��������� �� ����
���	� ������ �� �������

z = δx, H =
h

ε
, τ = σt, 9"4:

����� σ ��� ���������� �� 9"*4�:" #�� ��� ������������ ���� ���� �� ��� ��
��!�� ��

σ = ε2δ. 9",:

B����������� �� 9"4: �� 9*"/: ������

ε2δ−1Hτ = ∂z

(
H2∂z(U ′(H) − ε2δ2∂zzH)

)
, 9"/:

���� U(H) := U(h/ε)" 6����� �� ������� ����� ��� %���� ���������� �������
��

0 = ∂zz[V(H)] , 9"8:

����� V(H) �� ������ ��

dV
dH

= H2 d
2U
d2H

����� ��� �� �������� ���������
dV

dh
= h2 d

2U

dh2
, 9"�:

��� V (h) = εV(h/ε)� �� ���� ��� .�& ������� �������� �� J = −∂xV (h)"
B������ ��� ���	� �������� ����� ������� ∂xxV (h) = 0 ���� V = V (hmin)

�� ��� �������� ������� ����� �"�" ����� ��� ������� ������ ���� ��� ���� ����
�� ������� ���� �� �� )��- ��� ��� �� ���� ����� ���� ���� �� ������ ���� ���
.�& ������� ��� ����������� ��������� ������� �� k ��� k+ 1 �� �������� ���
����� �� ����� ��������� ��� ��������� ��

Jk,k+1 = − V (hmin(Pk+1)) − V (hmin(Pk))
[Xk+1 − w(Pk+1)] − [Xk + w(Pk)]

. 9"2:

��� ���� ��$������ �� ��� �� ���� ���� �� ��� ��$������ �� ��� �������� ���
����� ��� ������ �� %���������� ��������" #���������� �� �������� �� 9*"*:� ���
��� ������������ ���� �� ��� ����

V =
3ε2

h
− 2ε3

h2
. 9"4�:

���
���	��� ��	� (� �� ��� ���������� ��� ����� �� ������� ��� ��������
����� �� ��� ������ ���� ����� �� ������

0 =
4
h
∂x(h∂xu) + ∂x (∂xxh− Π(h)) − u

βh
, 9"4*�:

∂th = − ∂x (hu) . 9"4*�:

3� �������� �� 9"4: �� ��� W = γ u� �"�" �� ��������� ��� �������� ��� ���
���	� ��������� ��

z = δx, H =
h

ε
, τ = σt, W = γ u . 9"4�:

��



��� �%������� �� ����� ���	� �������� ���

0 =
εδ

γ

4
H
∂z(H∂zW ) + ∂z

(
εδ2∂zzH − U ′(H)

) − 1
δγ

W

βH
, 9"4�:

σγ

δ
∂τH = − ∂z (HW ) , 9"4�:

�����

Π(εH) =
1
ε

(
1
H

)n
[
1 −

(
1
H

)m−1
]

=
1
ε
U ′(H) . 9"44:

3� ��� ��� ������� ��� �������� ��� ���� ��������� ���� �� ��� ��������������
��������� U ��� ������� ������� ������ �� ����������" (������������ �� ���
��� �� ���� ��� ������������ ���� ������ �� �������� ���� ��� ��������� ����
�������� .�&� �"�" �� ��� ��������� �������� �� ����� �� ������ ���� ��� ����
�� ������ �� H ��������� �� ���� σγ/δ � 1"

0� ���� �������� ��� ��������� ����

1
δγ

∼ 1 �����
εδ

γ
= εδ2 � 1 9"4,:

��� ��� ����� ������ σ� σδ−2 � 1" ��� ������� ����� �%������� ��� ���� ����
���

0 = βH2∂z

(U ′(H)
)

+HW, 9"4/�:

0 = ∂z (HW ) , 9"4/�:

���� ������� ����
HW = −βH2∂z

(U ′(H)
)

9"48:

��� ���� �� 9"4/�: �� ������

0 = ∂z

(
H2∂z

(U ′(H)
))
. 9"4�:

3� �� ����� V(H) �� �� ��� ������������ ���� ���� ��� ���� ���� �� ���	� ������

∂xV =
dV

dh
∂xh = h2 d

2U

dh2
∂xh , 9"42:

�� ��� �&����� ��� .�& ��

J = uh = −βh2 d
2U

dh2
∂xh = −β∂xV . 9",�:

3����������� �� ��� ����� ��� V ��� ������ ��� ���� �&�������� �� �� 9"4�:"
( ���������� �� ��� ����������� �� ��� ����������� ����� ���� ��� ����� 

�������� '
7 ����� ��� ��� ������ ���� ���� ������ �� ����������� �� �����
*" 6��� �� ������ ��� ��������� �� ��� ����� �� �������� ��� ������� ����
��������� �&���� ��� ��� ������ �������� ������"

#������� ���� ���� �� �� ������� ��� �������� �� .�& 9",�: �� β� J = βJIS �
����� JIS ������� ��� .�& �� ��� ������������ ���� ����� ��� ��� ���� ��
9"��:� 9"��: �� 1/β� ���� �� ������� ��� '
7 ����� ��� ��� ������������ 
���� ���� �� ��� ����� β → 0" >�������� ��� ����������� ���������� �������
�� ���� �� ��������� ����������� ������� ���� ������� �������� .�& ��������
��� ����� ��� ����� 9"��: 9"�: ������� ������ ��� �������� ��� ����� β"
����� �������� ���������� ������������� �� ���� �� ����� ������������ �� ���
���������� �������� ��� ����� �� ���D��� �� �� �������� �����"

�1
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���	� �/ 5��������� �� ��� ������� �� ��� '
7 �����9������ ����: ��� ��� �����������

����� 9����� ����: ��� ��� ������ ���� ����" B���� ��� ��� ��������� �� ������� ��������

��� �������� ����� �������� �� ��� ������ ������� 9����:� ��� ����� ��� �������� �� ��� ������

������� 9�����:� ��� ε = 0.01� L = 100� Re = 0

� ���������	 
������ ��� ��������	 ���� �

���	���

�������� ����
�	 ��� ��������� ������� ���� �� ��� ���������� ���� 
����� ��� ��� ��������� ������� ��� ��� ����.� ���������" #�� ��� ���������
��������� �� ��� ����������� ������ �� ���� ��� ������� ��������� �� )�/� 4-
��� ),-" 3� ������ ��� ����������� ������ 9*"*:� 9*"/: ��� 9*"4: ���� ��� ����� 
��� ���������� 9�"*:� ��� ��� ������ ���� ����� 9*",�:+9*",�: ���� ��� ����� 
��� ���������� 9�"2:+9�"*�:" 3� �� � ����� �������� ����� ��$������ ������ �� �
������� ���������� ���� �� ����� ���� �������� ���� ����" (� ����� ���� ����
��� ��������� ������� �� ��������� �%������� �� ������ ����� =�����?� ������"
(� ����� =����� ��������� ��� ��������� ������ ������ �� ��������� �%�������
�� ������ ����� ;(A(5F �������"

��� ��������� ��������� ��� ��� '
7 ������ ��� ��� ������������ ���
������ ���� ������� �"�"

dPk

dt
= CP (Pk)(Jk+1,k − Jk,k−1),

dXk

dt
= −CX(Pk)(Jk+1,k + Jk,k−1) 94"*:

����� CP (Pk) ��� CX(Pk) ��� ����� �� 9"**: ��� 9"*�: ������������� ���
��� ������������ ���� ����� ��� 9"**: ��� 9"�:� ��� ��� ������ ���� �����
���� �������� ����� � ������ ����� �������� ���� ���� <���� F���� ������
�� >�����" ��� ���� ��@����� ��� �� ��������� ����������� ��� ���@������
9"**:� 9"*�: ��� 9"�:" ��� ��������� �� ����� ����������� �� �&������� ��
�������& ("

�2



 �� !�� ��
������ �"��	�

��� ��������� ����������� �� ��� ������������ ������ ��� �������� ��� ����� 
���� ��� ��� �&������� �� ���������� �������� ��� ������ �� ���� �%���������
��������" 0� ��� ���� ����� ����� ��� ������ %����������� ��$������� ��� ���
���������� ������� ��� ��� ������������ ���� ����� �� ���������� �� ��� !����
�� ���� ����� ��� ��� ������ ���� ���� ���� %���������� ��� �$���� �� ��� ����� 
����� ������� ��� �� ��������� ����� �� ��� ���� ������������ ��� ��� �� ���
������������ ���� ������"

#�� ���������� �������� ����� ��� β �� ����� �� O(1) ��������� �� ���� ���
�&������� �� � �������� ����� �� ��� ���� ��������� 94"4: �� ����� ��� ���������
�� ��� ������� ��������� �������" ���� ��� ��� �����%������ ��� ������������
����������� ��� ������������ �� ������� 4"�"

>�������� �� ��� ����� �� )��� �*- ���� �� �������� �� ��� 5��� 6�������
�%������� ���� �� �������� ���������� ��������� ���� �� ����� ���������� �� 
���� ������� ��� ����������� ������ ���������� ���������� ������ �� ���������
����������� ������� '������ ��������� �"�" ������� ��������� ��� �&������� ��
���������� �� �������� �� ������� ���������� ���������" B� ��� ���� ���������
��� !���� �� �� ���������� ���� �������� ���� ��� ��� �� ���� �����" 3� ���
����� �� )�2- ��� ��� ����������� ����� 9*"4: ���� �������� M(h) = hq� q > 0�
���� ��� ��������� ��������� �� ���������� ��� q < 2 ��� ��������� ��� q > 3 �� 
������ ���������� ���� ��������" ���� ����� ���� ��� ��� ������������ ����
���� 9*"/: ��� ��������� ��������� �� ��� ���������� ������� �� ����������� �����
��� ��� �� ���� ���� �� �� ������ ��� ���������� �� ��� �������� ���������� ���
������������ �� ��������� ��� q > 3" 3� �������� �� ���� ���� �� ������� 4"�
���� �� ��� ������ ���� ���� ��� ��������� ��������� ����������� ��������� ���
���������� ������� �������� �� β ���������"

 �� ������� �  ���	
�� �
��	�
 ��
 ���
	���

'�� �� ��� �������������� ���������� �� ��� ���! ���� ����� 9*"4: ����� ����
9*"*: ��� 9*"/: �� ��� ��������� ����	 ��� ������� �������� ������ �������� ��
��� �$������ ������� .�&� ��� �� ���������� ��� �������� ���������� �� )�2-" 3�
��� ���� �� ��� k �� ������� �� ��� ����� �� N �������� ��� �$������ .�& �������
�� �� ��

Jeff = Jk+1 + Jk−1. 94"�:

��� �&��������� �� ��� �������� �� ��������������� ���� ��� ��������� �%������
9"*�: ��� ��� �&�������� ��� ��� ������ ���@����� 9"*�:" '�� �������� ����
��� ���������� �� ��������� ��� ����������� �� 9"*�: ��� ������ ��������
������� h̄(x, P ) > hmin ��� ��� x ��� P ��� ����� CX(P ) > 0" ���� ����
9"*�: �� ������� ���� ��� ���� �� dX/dt �� ������ �������� �� ��� ���� �� 94"�:"

3� ��������� �� ��� ���� �� ��� ������ ���� ����� ��� �������� �� 9"��: ���
9"�: ����� ���� � ������� ��� ������� �������� �� �� ��� ���� ��������� �� ���
������� �$������ .�& 94"�:� ��������� �� ��� ����� �� ��� �������� ���������
β" ���� ���� �� �&������� �� ��� ��.����� �� ��� ��� ���� �� ��� �&��������
��� 9"�:� ����� �� ��������� ���� ��� �������� �� ��� ������� ��������� ����
�� ��� ������ 9*",�:+9*",�:"
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���	� �/ >�������� �� ��� ������ ������� �� ��� ����� �� ����� �������� 9����� ���� ����:

��� ��$����� β" L = 80� ε = 0.01� Re = 0� P2 = 0.4"

����������� ��� -�	� ε �� ��	 ��	����	 P �� ��	 ����
	� �	 ��.��	��
�

��

/ ��	�	 	'���  �����	  	�� β = βcrit(P, ε) << 1 �� �(�(�� �  ��������

�� β/ ����� �� ��	 ����������0

βcrit = Kε ln
(

2
3εP

)
+ o(ε); 94":

�� ���� ��� ��	 ���	����� �� ��	 ����
	� �������� �� �������	 ��� ��	 ��	

���	����� �� ��	 1�' ��	� β < βcrit �β > βcrit��

����� ��� ���� ��������� ��� ���� �� ��� �������& (" #��� 9("��: ���
9("*2: ������� ��� �&������� ��� ���%������ �� βcrit� ����� �� ����� ��

βcrit =

∫ L

−L

h̄− hmin

h̄2
dx∫ L

−L
A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄) dx

. 94"4:

���� 94"4: �������� ���� ��������� 9("*,: ��� 9("*2: ���� 94":"�
���� ��������� �$��� �� ����������� �� ����� �" #�� � ����� ����� �� �����

�������� βcrit ��� ��� ������ ��� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� 9"��:�
9"��: ���� ����� ��$����� ������ ��� ��� ���� ��������� β1 < β2 = βcrit < β3

���� ��������" =��� ���� �� ��� ���� β = βcrit ��� ������ ������� ������ ����
��� ����" E���� ��� ������� 9"2: ��� ����� ���������� �� ��� ������� �����
��� ��� ��������� ���� ��� �$������ .�& ������� �� ��� ������ ������� �� ������

�,
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���	� �/ ��� ��������� �� ����� �������� ��� ����� ��$����� β ���� ������� ������ ���

���������� �� �� ����� �" ��� ���� ��� ������ ������ ���������� �� ������ ��� ��� ���

�� ��� ��������� �� ��� ��������� ������������"

��������" B� �� ��� ���� β < βcrit �� ����� �������� �� ��� .�& ��� �� ��� ����
β > βcrit �� ��� ���� ��������� �� ��� .�&"

(������������ �� ������ ���� ��� ��� �� ���� ����� �� ��� ����� �� )�*- ����
���������� ��� ��������� �������� ��� � ������ �� �� ����� ����� ��������� ����
��� ������ �������� ��� ��������� �� � ������� ������� �� �������" #�� ���
������ ���� ����� 9*",�:+9*",�: ��� ������� ���������� ��� ��������� ��������
���� β > βcrit" (� �&����� �� � ��� ������� ��������� �� ����� �� ����� 
���� β = 1" 3� �� � ������ �����%����� �� ��� ���� ���� � ������� ��� ������� ��
��� ���� ��������� �� ��� .�&" 0� �����! ���� �� ��� ���� β < βcrit 9��� �����
 ���� β = 0.1 : ��� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ��� ��� ������ ����
����� ������� D��� �� 9*"/:"

 �� #�
������ �		�
�� ��
 ���
����� �������

B������� ���� �� ������� ����� �� ��� �������� �� ����� �� ����� 4 �� ������
��� ����� �� ��� ���� ����� �������� �� ���� �� ����� ,� ����� �� ���� ��������
����� !������ ε = 0.1 �&��" 1�������� ���� ��� ������������ ���� ������ ���
���������� �������� ��� ��� ������ ���� ������ �� ������� ������� ������� ��
���������� ���������� ���� ��� �� ��� �&������� �� βcr ��� ����� ������� �� ���
����� ��� ������ 9���� �� � �����%����� �� ��� ���� ����: ���� ��������� ���

��
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����� ��������� ����� ������ ���� �������� �� ���������� ���� ��������"
#�� ����� ������� �� ��� ����� ���� ������� �������� Pj ��� ��� ���������

βcr,j = βcr(Pj)" 3� ��� �&����� �� ������ ��� ������ ��� βcr,j �� ��� ��$��
���� ���� ���� ����� ��� ��� �����&������� ��������� �� ��� �������� I =
[1.18, 1.3]:" 0��� �������� �� ����� 1.18 ��� �������� ���� �������� �� ���
.�&� ��� ��� ����� �� ����� �������� ���@����� �� ��� ������� '
7 ���� �� ����
��� ����� ��������� ����� ���� �������� ���� �� β �� ���������" ���� �$��� ���
�� ���� �� ����� , ��� β = 0.3 ��� β = 0.5" 3� ��� ������ ���� ��� ���� ���
���������� �$���� ��� ��� ���� �� ��� ��� ������������ ���� ����� ������ ����
�������� �� ��� /�� ������� ��� ���� ��������� �� ��� ��� ��� �� ����" 1�� ��
��� ���� β = 0.5 ��������� ������� �� ���� ���� ��� ��� ��� ��� �� �����
��� ��� �������� ������� ��� ������ ��� ��������� ����"

��� ��&� %���������� ������ �� ��� ���������� �������� ������ ���� �������
��� �������� �������� I" 0� ������� ���� ��� ������� ����� ������� ������ �����
��������� ��������� ���� �������� �� ��� .�& �� ��� ���� ��������� �� ��� .�&"
#�� �&����� �� ��� ���� β = 1.25 ������� �������� 9��!� ��� ���� ��� /�� ���
8��: ���� ������� ������� ����� ��������� ���������� ��� ��� ������ ���� ���"
=������������ �� �� ��� ������� ��� ������ �� ���������� ������ �� ����������
���� ��� ���� β = 0.5"

�� ��� ��� ������ �� ���� �� �������� �������� �������" (� � �����%�����
��� ��������� ���@������ �� ��� ������� ����� �������� ��� ����� ��� �� 
������� �����" ����� �������� ���� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ������� ��
��� ���� ��������� �� ��� .�&� ������������ ������� ��� ���������� ������ ��
��� �&�����" #�� �&������ ���� β = 2 �� ��� ���� ���� ��� ,�� ��� /��
�������� ������� �� ��� ����� ������ ���� ����� �� ���� ����� �������� ����
��� 4�� ����� ��� �������� �� ��� �����" >�������� ��� ��� ��� �� ��������
�� ��� ������� ���� ����� �������� ������� ��� ������ ��� �������� ���� ���
���� ������� ��� ���� ������� ��� ������ ���������� ����� �� ��� ������" ���
���� ��� �� �������� �� ��� /�� �������"

3��������� �������� ���� ������� ���� �� �� β = 3.5� �� ��� ���� ���������
����� �������� �������� �� ���� ��� ��� 4�� ��� ,�� ������� ������� 9���� ����� 
����� ����� ���: ������ ��� *�� ��� ��� ���� ��� ������ ��� /�� ���������
9������ ���������� �����:" 3� ��������� ��� ����� �������� �������� �������� ��
���� ��� ����� ��� ����� ���������� ����� ������� ���� �������� �� ���������"
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���	� 2/ #���� ��� ���������� ������ �� ��� ������� ����� ��� / ��$����� ���� ������	

3����������� ���� ������ ������ ���� ����� ���� β = 0.3� β = 0.5� β = 1.25� β = 2�
β = 3.5 9�������� ���� ���� �� ����� ��� ���� ��� �� ������:"
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β = 0.01

β=0.2
β=0.05

���	� 6/ 5��������� ����� ��� ��� ������������ ���� ������� ������ ���� ������ ���� β =
0.2� β = 0.05 ��� β = 0.01"

3� ������� �� ������������ ���� ���������� ��������� ���� �� ��� ����� 
��� [0, 3.5]� ������� ��$����� ���������� ��������� ��� �� ������� ������� �����
��� �� �������������" ���� ���������� ���� ��� �&������� �� βcr ��.������ ���
���������� �������� �� �������� ��� ��������� �� ���������� ��������� ������
����� ��������� �� ���� ���� ��� ���������� ��� �������� �������� �������� I
��� ���� ���������� ������ �������� ����� ������� �������� �� ��� ���� ������"

 � #�
������ 
	��

(� ��� ����� �� �������� �������� ��� ����� �� ��� ���� ������ ��������� β ��
��� ������ ���� ������ ������������ ��.������ ��� ���������� �������� �� ��
������� ������ �� �������� ��� ��� ������������ �� ��������� ��������� ������ 
��� �� ��� ����� ���� ����� �� �� ��� ���� �������� ���� ������ �� ��� ������ 9��
����� ��� �������� ������ �� ��� ���� ��� D��� ��������:" =��������� ���� ����
������ ����� ���� ���������� �� ��� ��������� ��������� ���������� ����� ��
��� ����� �� ��� ���� ������"

3� )��- ��� ���������� �������� �� ��������� ���� ��������� ������� �� ��������
����� �&�������� �� ������� ���� �������� ���������� �$���� 9�� ������ ��������

��



��������� ���������� �����: ��� ������������ ��� �� ��� ����� ���� ��� ��� 
�������� ������ �� �������� N(t) �� ���� � ������ ������� �� ���� ���������
��

N(t) ∝ t−2/5. 94",:

#����������� )�- ���������� ��� ����������� ����� 9*"4: ���� �������� ����
M(h) = h ��� ������� ��� ��� 94",: �� ��� ����� �� ��� �������� .�� ���������
�� ��� �%������" (� ��� �%������ ��� ��� ��������� �� ������� ��������� �� ���
���� �� ��� ������� ������ ��� ��� ���� ������� �� �� ������� �� �&���� ����
��� ���������� ���� ��� ��� �������� ��������� ������� ���� ��� ������ ��
��� ������ ���� ������ ��� �� ������ ����� �� 94",:" >�������� �� )�*- ��
��� ����� ���� ��� ��� *
 �� ���� ������ ��� ������� ������ �� �������� ����
������� ��������� �� 94",: ����������� �� ��� ������������ ������ �� ���������
��� �������� ������ ������ ��� ���������� �������"

0� ��������� ��� ������� ������� ������������� ��� ������ �� ������ N
��� ���������� �������� �� ��� ������������ ���� ������ ��� ����� 9�� ���
�&������ ���� ��� ������� �� )�2-: ���� ��� ���������� �� ���������� �� ����
�����" (� �� ������� �� )�2- ��� ������������ ���� ������ �� ����������� ��������
��������� ��� ����� ���������� ����� ��� �� ��� ����� �� 94",:"

0� ���� ������ ��� ������� ������ 9"��:� 9"��: ��� ��� �������������
������ ���� ����� ��� ��� ������� ������� ������������� �� �������� ��� ������
��� ��� ���� ������ ��������� β = 0.2� β = 0.05 ��� β = 0.01" 0� ��������
������ ���� ��� ���������� �� ���������� ������� �������� ��� ��������� ����
��������" B�������� ��� ������������� ���������� ����� ���� ������ ∼ t−1/3 ���
β = 0.2 ��� �������� �� ∼ t−2/5 �� ����� �� ����� /" =���� ���� ��� ��� ������
���������� ε ��� Pmean ��� ������� 94": ������� ���� ��� ���� �������� ���� 
������ ��������� βcrit ≈ 0.01" ��� ��� ������ ���� ������� β = 0.05� β = 0.2
��� ������ ��� �������� ������"

��� ���������� ���������� ��� ���� ������� �������� ��� ��� ���������� ��
��������� ��������� ���������� ����� �� ��� ���� ������ �� ��� ������ ���� ������
�� ���D��� �� ��� ������� ��������"

����������

3� ���� ����� �� ���� ������� ������� ������ ���� ������� ��� ���� ���� �� 
������� �� ������ �� �������� ������ �� �������������� ������ ��� �������� ���
��.����� �� ����������� ��������" 0� ������������� ������� ��� %������������
��$����� ���������� ��������� �� ��� ���� ������ �� ���������" (���� ���� ���
�� ���� ��� ������������ ���� ����� ���� ��� ������ ���� ���� ����� ���������
��������� �� � ������� �������� �� ��� .�&� ��� ��� ��� ������ ���� ���� ����
����� � �������� ���� ������ βcr" (� ���� ����� ��� ������� ���� ���� �������
��� ����� ���� ����� ��� ������� ���� ������� �� ��� ���� ��������� �� ��� .�&"
(���� ���� ���� ���������� ���� ��� ���������� �� ��� ���������� �����������
�"�" �������� ��� ���������� ������" 0���� ��� ��� �� ����� ������������ ���� ���
��� ��� ������ ���� ���� ����� ��� �������� ���� ������� ��� ��������� ���������
������� �� ���� ���������� �� ��������� ���������� �������� ������ βcr ��� 
������ ��������� ������� ��������" (������������ ��� ���� �� ��������� ����
�������G ����� βcr �� ��������� ��!�� �� ����� ����� �������� ��� � ��������� ������

��



����� ��� ������� ������� �� ��� ������ ��������" (���� βcr ���������� �� D���
��� �������� ��� ������� ����� �� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ���� �� ���
���� ��������� �� ��� .�&"

(� � ������ �� ����� ��$����� ���������� ���������� �� ���� ���� �����������
���� ��� ���������� �������� ���� ��!� ���������� ��$����� ����� �� ��� ����
������ �� ���������"

(�� �� ��� ����� ���������� �� ���� ����� ������� �������� �$���� ��� ���
�������� ����� �� ���� ����� β" 5��������� ���� ��������� ��������� �� ���
������ ���� ����������� ����� ���� ���� �� 9"*: �� ��� �������� �������� ���
�����&�������� 9"**: ��� 9"�: ����� �� �� ����� ��� 9*",�:+9*",�:" (��� 
��������� ��� ����������� ��������� �������������� ���� ���� ��� �&����� ����
σ2Re = O(1)� ���� %������������ ��� ������� �������� ��� �� ���������" ���
�������� ������ ��� �������� ��� ��� �������� ������� ��� ���� � �����������
��������� ���������" ��� ��� ���������� �� ��� ���������� �������� ���������
��� ��������� ����� �&���� ��� ��� ���� ����������� �������� �� ������� ���������
�������" ��� %������� ������ �� ��� �������� ����� σ2Re � O(1) �� �� �����
�������� �� ������ ������� ������ ��� ��� ���� ������ �� ���������" ���� ��
���D��� �� ��� ������� �������"

� ������	��� �������� ����	������

��
 ���������� ��� ��� ��!����� CP (P )

��
 CX(P )

6��� �� ���� ���� ��� ���@����� ��������� �� 9"**:� 9"*�:� 9"*: ��� 9"�:
�������� ��� ��� �� ���������� �����������" 1����Ki, i = 1, .., 11 ����������
������ ���������"

��� ������������ �� ��� ���@����� CP (P ) �� ��� ������� ����� ����� ����
��� ������� ���� ��� �� ��� ������� ��� ������������ ���� ��� ��������� ���
���� ε << 1" ��������� �� ��� �� ���������� �� �� )��-	

CP (P ) =
1

−
∫ L

−L
∂P h̄ dx

=
3P 3

4A3
, 9("*:

����� A = −√2|U(ε)| �� � ������� ������� ����� 9��� )��-:"
#�� ��� ���@����� CX(P ) �� ���� ��� �������� 9"*�: �� 9"�: ����� ���

�� ������� �� ������ �� �������� ���������" 3� ����� �� ����� ���� ����� ���������
�������� �� ���� �� ����� ���� ��� ���������

I1,n =
∫ L

−L

(
h̄− hmin

)n
h̄2

dx, I2,m =
∫ L

−L
A(h̄, ∂xh̄, ∂xxh̄)(h̄−hmin)m dx 9("�:

�������� ��� ��� P ∈ (0, Pmax)� ����� n = 1, 2 ��� m = 0, 1"
;�� �� ����� ���� I1,n" E���� ���� �������� R(h) ����� �� 9�"8: ��� ���

������ ����� �%������ 9�"�: ��� ��� ������ ��������� �� 9("�: ��� ���������
���� ��������� ���� hmin ≤ h ≤ hmax	

I1,n = 2
∫ hmax

hmin

(h− hmin)n

h2
√

2R(h)
dh. 9(":

��



����� ��������� ��� �������� �� ���� ���� �� ��� ����������� �������� �������
R(hmin) = R(hmax) = 0" '�� ��� ��� ���� R(h) �� �� � ����	

R(h) =
K1(h− hmin)2(h− hmax)(h − hneg)

h3
, 9("4:

����� hneg < 0 �� ��� ����� ���� ���� �� R(h)" 5�������� h − hmin �� ���
����������� ��� ��� ��������� ��� �������� ������� �������� ���� �� ���
��� hmax

I1,n = K2

∫ hmax

hmin

(h− hmin)n−1√
h(h− hmax)(h− hneg)

dh, 9(",:

0� ������ ���� I1,n ��������� �� ��!��� � ������ ������ �� ��������� �� 9(",:	

h = hmaxcos(θ). 9("/:

���� �� ��� ���� 9(",:

I1 = K3

∫ acos
“

hmin
hmax

”

0

(cos(θ) − hmin/hmax)n−1 cos(θ/2)√
cos(θ)(cos(θ) − hneg/hmax)

dθ. 9("8:

��� ���� �������� �� ������ ��� ��� �� ���������� �� ��� ����� ����� H�������
%���������"

;�� �� ��� ��������� ��� ������ ���� �� ���������� ������ I2,m �� 9("�:" (�
������ �� ��� 9�"8: �� ������ ��������� ��� ��������� ���� hmin ≤ h ≤ hmax	

I2,m = 2
∫ hmax

hmin

A(h, ∂xh, ∂xxh)(h− hmin)m√
2R(h)

dh 9����� 9"�:� 9�"�: 9�"�: ��� 9�"8::

= 8
∫ hmax

hmin

hmin(h− hmin)m(Π(h) − P )
h2
√

2R(h)
dh

− 8
∫ hmax

hmin

hmin (h− hmin)m
√

2R(h)
h3

dh.

=: 8hmin

(
I1
2,m + I2

2,m

)
9("�:

��� ������ �������� I2
2,m �� 9("�: �� � ������ �������� �� ���� ���� �� ��� ���� 

������� �������� ��� �������� ���������" 1�� ��� ���� �������� I1
2,m �� ��������

�� ��� ���� ����" =��� ���� ��������� Π(h) − P �� �� ��� ����

Π(h) − P =
K4(h− hmin)(h− hc)(h2 + a2)

h4
, 9("2:

����� hc �� ����� �� 9�",: �� ������� � ��� a2 �� ��� ������� �� ��� ���D�����
������& ����� �� Π(h) = P " E���� 9("4: ��� 9("2: ��� ��� �������� I1

2,m ��
�������	

I1
2,m = K5

∫ hmax

hmin

(h− hmin)m(h− hc)(h2 + a2)√
h9(h− hmax)(h − hneg)

dh. 9("*�:

6���� I1
2,m ������� ������ �� hmin" �� ��!� �� ������ �� ��� ����� ��� hmax

�� ��� ����� ������������� ������ �� ��������� 9("/: ��� ������� �&����� ��

�1



�� ���� �� I1,n �����" 3� ��!�� I1
2,m � ������ �������� ���� ��� �� ����������

�� ��� ����� ����� H������� %���������"
0� ���� �� ������� ���� ���� �������� �� 9("�: �������� 9�� ������������

���� ��� ������ �� X(t): ��� ��� �� ���������� �����������" ��� ���������
����� �� ��� ����������� �� 9"*�: �� 9"�: �� ��������� �� ε ��� �� ��� �����
�� ��������� �&�������� 9�"4: ��� 9�"�: �� ������ �� ε ��� hmin ��� hmax

������������"
1������ ��� ������ ����������� �� 9("�: ��� ��� �������� ����� ���������

�������������� �� � ����� P, ε→ 0 ��������� ��� ������� �������� �� (������&
�� )�*-" B��� ���������� �� ��� �� ��� ���"94"�: ��� ���������� �� βcrit" #��
���� �������� �� ������ ���� ��� ������� ����� ����������� �� ��������� I1,1

��� I2,0 ��� ����� ���� I2,0 > 0 ��� I2,1 < 0 ��� ��� ��@������� ����� P ��� ε"
(������� ��� ������ �&������� �� 9�"8: �� ��� ������������� �� hmin ���

hmax ��� ��� ������	

R(h) ∼
{ 1

2
U ′′(hmin)(h− hmin)2, h→ hmin[
P − U ′(hmax)

]
(hmax − h), h→ hmax

, 9("**:

(���������� ��� ��� ����	

Π(h) − P ∼ Π(hmin)(h− hmin), h→ hmin 9("*�:

�� �������� I1,1� ���� 9("**: �� ���� ���� ��� h → hmin ��� ����� (h −
hmin)/

√
2R(h) ���������� � �������� ��������" 5����%������� ��� hmin → 0�

��� ������ 1/h2 ��!�� ��� ��������� ���������� ����� �����" ���� �������������
����� ���� ��� ������������ ��� h→ hmax ����� �� ��� ���������

I1,1 ≈ 1√
U ′′(hmin)

∫ hc

hmin

dh

h2
+

1√
2|P − U ′(hmax)|

∫ hmax

hmin

h− hmin

h2
√
hmax − h

dh

9("*:
����� hc ����� �� 9�",: ������ �� �$������ ��� �$ ��� ��� ��.����� �� ���
�������� ���� hmin" 1��� ��������� �� 9("*: ��� �� ���������� ������������"

������� ���� I1

1,1 ��� I2
2,1 ������������ ��� �&������� �"�"�" P, ε → 0 ���

������� �� ��� ������� �����	

I1
1,1 ≈ K6 +O(εP ); I2

1,1 ≈ K7 ln
(

2
3εP

)
+K8 +O(εP ), 9("*4:

6���� ��� ���� ����������� ��� I1,1 �"�"�" P, ε→ 0 �� �� ��� ����	

I1,1 ≈ K7 ln
(

2
3εP

)
+O(1) 9("*,:

;�� �� ��� �������� ��� �������� I2,0" �� ���� ��� ��� ����� �� ��������
��������� I1

2,0 ��� I2
2,0 �� 9("�:" #�� ��� �������� I1

2,0 ����������� �� 9("*: ���
����� 9("**:� 9("*�: ��� �������� ������� 9*"�:� 9*": ���� ��� ���"9*: ��� ���
�����

I1
2,0 =

∫ hmax

hmin

Π(h) − P

h2
√

2R(h)
dh ≈

√
Π′(hmin)

∫ hcen

hmin

dh

h2

+
1√

2|P − U ′(hmax)|

∫ hmax

hmin

Π(h) − P

h2
√
hmax − h

dh, 9("*/:

�2



����� ���� ��������� �� ��� ����� ���� ���� ��� �� ���������� ������������"
(���� �&������� ��� ������� �� P, ε→ 0 ��� �������

I1
2,0 ≈ K9

ε2
+O(εP ), K9 > 1. 9("*8:

#�� ��� �������� I2
2,0 ��� �������	

I2
2,0 =

∫ hmax

hmin

√
2R(h)
h3

dh ≤
√
Rmax/2

(
1

h2
min

− 1
h2

max

)

=
1

6ε2
+O

(
P

ε

)
, 9("*�:

����� Rmax := R(hc) �� � ��&���� �� ��� �������� �������� R(h) ����� ��
�������� �� hc" #������ ���� 9("*8: ��� 9("*�: ��� ������� ���� ��� ��������
I2,0 �� �������� ��� ��@������� ����� P, ε ��� ��� ��� ��������� �����������	

I2,0 ≈ K10

ε
+O(1), K10 > 0. 9("*2:

'�� ������ ������ ���� ��� ������� ���������� ��� �� ������� �� ��� ��������
I2,1" ��� ���� ��$������ ���� �� ���� ��� ��������� �� I1

2,1 �� �������� ���� ��
��� ��� h = hmax ����� �� ���� �� h = hmin" 6���� ��� ���� ������������ ��
I1
2,1 ����� ���� h→ hmax" ��� ���� ����������� ��� I2,1 �� �� ��� ����	

I2,1 ≈ K11 +O(εP ), K11 < 0, 9("��:

��� ����� I2,1 �� ��������"

�"��#��
	������

��� ������� ����! ;��� <��!�� (������ >I��� ��� 
��! A����!� ��� ����
�������� �����������" HF ���������� ��!��������� ������� ���� ��� 
#H H��� 
���� �������� A������ **�� J(�������� =������� ��� '�����������K" 10
���������� ��!��������� ������� �� ��� 
#H <������� 5����� ����	
�"

$��������

)*- H" <�����" E������� ���� ������� ����	 <������ ��� ��������� ���������"
,������� 2	*44+*,*� *22"

)�- H" <������ (" B������ (" 5������ >" '" 
����� <" F������ ��� A" (����"
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