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�� ������� ��� ���������� ��������� ��� ���������� ��������� ���� ������
���� ��� ���������� ��������� �� ����������� ���� ������ �� ��� ����������� ������
����� ��� ����� �� ��� ���������� ��������� �� ���������� ��� �������� �� ���
�� ����� ��� ����� ��� ��!���� �� �� �������� ���� �������� ��� �������� ��
��� �� ���� ������ �� ���� ������ ��"�������� ��� ����� ���� �������� #����
�� ������� ��� ������������ �� ���� ���� ��� �������� ��"������ ������� ��
������ ��� ���$������ �������� �� ���������� �������� ���� ���� �� ���������
��� ����� �� ��� ��������� ����� ��������� %�� &' ���� �� ()' ��"���� '�
������ *���� ���� ������ b ≈ 1μ�+ �� ������� � ��, ����� �� ��� �������� �� ���
�� ���� �� ��� ����� �������� ����� ������ �� ���������� �� � ����������

� ������������

������� ��� ��������� ��������� ��� ��� ���� ���� �� ��� �"������ ���� ���
���� ��� ������������ ����"��� �� ������������� ������������ *����� �� �������
���������+ ��� �� ���������� �������� )�� �������� �� ���� �� � ����-����
������� ���� .� �� �� ���������� �� ��� ���� ��"����� �� �������������� ���
��� ����� ����� �� �������������� ������� ����� ��� ����������� ��� ��� ��������
�� ������� ��������� *./ �+� ������� ����"��� *+� )��� �� ���� �� ����������
��� ���������� �������� ���� ����� ��"� ���� �������� ����������"��� �� ���
��������- �� ��� ����!��� �������� *0+� 1� ��������� ��� ����������"� ����!
���� �� �� ��������� ����� �������� ��� ���� ���� �� ����� �� ������� ���
���$������ �������� *
2&+ *�� ��� �3����"� ��������� ���������+ ������� ���
������!����� ��� ��� ������!"���� ��������� ����� �� � ������ �� ��� ��������� ��!
���� ��� ������������ ����� ��� 4��� ��������� ��� ��� ������������ �������
��� 4��� ��� ��� ��������� *567+�

1� ��� ���������� ��������� ������� ������� �� 8���� *0/ 9/ 7+� ����� �����������
*&'+ �� ������� *'�+ ������ ��"���� ���� � ����"� � ��� ������ ������������
���� ������� ��� 4��� ��� ��� ����� ��������� ����� �� ���������� #���"���
��������� ��� ���� ������ �� &' �� ������������������������ *()'+ ��� �����!
��������������� *
)'+ ������ '� ������ ��� �����"���� �� ����� �� �� ��� �����
�� � ������ *�6..+� )�� ��������� ��������� �� ���������� ��� ����� �� ���
��������� ���� ������ ��� ������� ����� �� ��� ��� ���� �����:�� ����� �
����!��� �������� "���� �� ��� ������ �� ����� ���� �������� ��� ��!������ ������!
���� ������ *�/ .�+� )�� ����-���� �� ��� ���� ��� �� ��� ����� �� � ��� .�� ��
��� ��� ��������� ��������� ��� ��������� ���������� ������ ���� ���������
#���"��� ����� ��� ������������ �������� ���������� ��4����� ��� ��� �����
�� �� �� �� � ������ ���� ��� ����� �������� �� ���������� �������� ���� ��
�3����� �� ����� '��� ������������ �� ��� �������� ��"������� ��� ����

�



����� �� ��� ��������� �� ��� ���� ������ ��� ��� ���� �� �� ���������� "�� ���
����� ��������� ��� ��������� �� *.+� 1� ���� ������ �� �������������� ���!
���� ���� ���������� ��������� ���� ���� :��� �� ����� ����� ���� �������� (��
���� ����"����� �� ��� �"���������� �� � ���������� ������� *&' �� ()' ��

)'!��"���� '� ������ *�6..++ ����� � ����� � ������� ����� ���� ������� ���
������� ����� �� ��� ���� ��� ����������� �������� �� ����� �� ��� ���� �����
���������"� ��� ���� ����������"� �������� 1� ����������� �� �������� �� �3����"�
��������� ��������� ���������� ���� #���-�� ��������� �� ��"�� �� *7+�

1� ��� ��������� '��� � �� ���� ������� ��� ���������� ��������� ��� �������!
���� ������ ��� :��� �� �������� ���� ������� ���� ��� ���������� �������� ���
��� ������ �� ����� ���� �������� �� ��������� ���� �"�� ������ ��� ����������
�� ��� ����� ���� ��������� ��� ����� ���� ������� ��"� � ���������"��� ��3�����
���������� �������� �� �������� �� ����-� ����� ��� ��������� ����� ���������
������ ��� � �� ���� �� � ��3����� ��"�������� �� ��"�������� ��� ����"����
�� ��� ��3������ ������� ��� ���������� ��������� ��� ��� ������ ������� &'
�� '� ��� �� ()'*
)'+!��"���� '� �� '���  ��� �������� �� '��� 0�

%�� ������� �� ������������ �� �������� ��� �������� �� ���!����������� �����!
������ )�� ��������:����� �� ���� ���!����������� ���������� �� ���������������
��� ��� ����������� ������ ��� :��� �� �������� ����� )�� ��������:����� �� ���
����������� ����� ��� ����� ���� �� ��� ���������� ��"���� ��� �� ��� ������!
���� �� ���������� �����!����� ��� �� ��"� �������� �� ���� �� �� ������� 
*.0+� �� ���� ���� �������� �� ����� �����!����� ����� �� �����"���� �� ���
��"�� �� ��� ���������� ��������� ����� ��� ������ ���� ����� ��� ���� ������
�� ��� ������� �� ��� ��"� "����� ��� ���� �� ��� ���������� �� �������������
�� ��� �������� �� ��� �������� ���������� %�� ��� ���� ������� �� ������ ���
���� ���������� �������� ��� ���!����������� ���������� �� ��� ��� ����������!
��� ������� ���� ���!����������� ����������� � ���� ���� ��� ��"������� ��
��� �������� �� ��� �������� "���� �� ��� ��"� "������

� �������� �	
	�����

��� ��� ��	
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 ��� ������������ ���� �����

1� ��� ���� ������ b �� ����� �������� �� ��� ������� ������ ����� L �� ���
��������� ��� *����� ��� �������� ��"�������� ��� �����+� �� ���������� �� L�
��� �������� �� � ���� ���!"������� ;�������� ������ ��� ������� � "�����
�� ���������� "�������� ��� �������� ��� �� ����������� ��������� �� ��"�� ��
��� ����������� ����� ������� *����� ��� ε = H/L � 1� ���� ��� ���� ���
����-���� H+ �� � ���������� ��������� ������� ��3�������� �������� �� ������
����� ��� ��� ��� ����-���� h(x, t) *+

∂th = −∂x

{
M(h)∂x

[
Π(h) + σ ∂2

xh
]}

*��.+

���� ��� ������� ������� �� ��� ������!"����� ��������� σ� ��� ��� ���$������
�������� *
2&+ Π(h) = −∂hΦ(h) *��� ������"� ����"���"� ���� ������� �� ���
��� ����-���� �� ��� �3����"� ��������� ���������+ *./ �+� 1� ��� ���� ������ �� ��
��� ����� �� H �� �������� ��� ��!������ ���-!���� ������� ��� �������� ������
�� ��"�� �� M(h) =

(
h3/3 + b h2

)
/η� ���� ��� 4��� "�������� η� %�� b ∼ L�

�



�� ��"� M(h) = b h2/η� ������ ��� ������������!���� ������� )�� ����!-����
��!���� ������ �� ������� �� ��-��� ��� ����� b → 0 �� ��� ���-!���� �������
������� �� M(h) = h3/(3 η)� ��� *.�+ ��� ���� ��������

< ����������� 4�� ��� �� ����-���� H �� �������� �������� �� ∂2
hω(H) =

−∂hΠ(H) < 0	 1� ��� ����� ������ �� ���������� �� ��� �������:� =�� *��.+
����� ��� ���� ����� H� %�� ����� ������������� δh(x, t) = H − h(x, t) �� ���

∂tδh = −M(H) ∂2
x

[
∂hΠ(H) + σ ∂2

xδh
]
. *���+

)�� �����: δh(x, t) = δh(q, t) exp(i q x) ����������� �� � %������ ����������!
���� ���� ������� �� x ��� ����� �� ��������� �� ��� ���� δh(q, t) = δh(q, 0) exp [ω(q) t]
���� ��� ���������� ��������

ω(k) = M(H) q2
[
∂hΠ(H) − σ q2

]
=

1
T

(q/Q)2
[
2 − (q/Q)2

]
. *��+

%�� �������� ����� ����� ��� ∂hΠ(H) > 0� ����� �� � ���� �� �������� ����� ����
��"� ������ 0 < q < qc� ���� qc =

√
[∂hΠ(H)/σ� )�� ���������� ��������

��� � �� ���� �� Q = qc/
√

2� ����� ���� ������ ��� ������� ������� ������
����� L = 2π/Q ����� �� ���� ������ ��� �������� ��"�������� )�� �������
���� ������ ����� ��� ��"���� ������ ���� �� ��� ������� ������� ����� �� ��"��
�� T = 1/

[
σ M(H)Q4

]
�

)�� ���������� �������� ω(q) ��� ��� ���� ��"�� �� =�� *��+ �� ��� ��!����
������� �� ��� ���-!����� �� ���� �� �� ��� ������������!���� ������� %�� b � L
�������� ��� ���� ������ ��������� ���� ������� ��� ���� ����� T ��� ��� ���
�������� Q �� ��� �� ���� �� ω(q)� Q� �� ��� ����� ����� �� ���� ����������
�� ��� ����� �� ∂hΠ(H) ��� σ� 1� ��� -���� σ� ��������� ��� �������� ��
��� �� ���� �� ω(q) ��� � ������ �� ��� ����-������ ������ �� ���������
∂hΠ(h) ��� ��������� ��� �3����"� ��������� ��������� Φ(h) *9/ 7+� )��� ���
���� ������������ � ������������ �� ��������� ��� ����� �������� �� ���
������� ��������� S(q, t) = |δh(q, t)|2� ������ �� ����� ��� �� ���������� ����
��� ������� �������� S(q, 0) = |δh(q, 0)|2 ��� ��� ���������� �������� ω(q)

S(q, t) = S(q, 0) exp [2ω(q) t] . *��0+

1� S(q, 0) �� 4�� �� ��� ����� �� �������� ������ ���� S(q, t) ��� � �� ����
�� ��� ���� �������� �� ω(q)� ����� �� q = Q�

��� ������	���� �����

%�� ��� ���� �� � ���� ������ b ���� ������ ���� L� ��� ���� ��� �"�������
��� �� �������� �� � ��3����� ���� ��� ����� *.�/ .+� ������ ��� ������!����
����� �� >?��� �� ��� *.�+� 1� ��� �� ������� ��

η u =4 b η ∂x (h∂xu) + b h ∂x

[
Π(h) + ∂2

xh
]

− b h ρ (∂tu + u∂xu) *��5�+

∂th = − ∂x (hu) , *��5�+

�



���� ��� 4��� ���� ������� ρ ��� ��� ����:����� 4�� "������� u(x, t)� ��
���� ���� ���� ����� �� ���������� ���� ���� 4�� �� ��� �����!�������� %�� ���
� ���������� ������� ���������� ���� �� ��� ��� ���������� �� ��� ���� ����
�� =�� *��5�+ ����� ��� �������� ���� ������������ �� ρ �� ����������� #���"���
��� ������������� �� ��������� ��� ���������� �������� ��������� ���� ����� )��
���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� =�� *��5�+ �� ������������ �� ��� ��"�������
�� ��� ����� ������������ ����� ������ ��������� �������� �� ��� ���������� ;���
���� ��� "������� u ������ �� ���������� ���� =�� *��5+ �"�� �� ��� �������� ����
�� ����������

1� �� ������� =�� *��5+ ����� � ������� @u(x, 0) = 0A 4�� ��� �� ����-����
H �� ��� �� ���� ����� �� ��� ������������ ��� �������

η δu =4 bH η ∂2
xδu + bH ∂x

[
∂hΠ(H) δh + ∂2

xδh
]

− bH ρ∂tδu *��9�+

∂tδh = − H ∂xδu. *��9�+

���� ��� ������ ����� �����: δh(q, t) = δh(q, 0) exp [ω(q) t + i q x] ��� δu(q, t) =
δu(q, 0) exp [ω(q) t + i q x] �� ���� ����� ��-��� ��� ����"���"� �� =�� *��9�+ ����
������� �� x ��� ������������ ����������� δh(q, 0)� � ��������� �������� ���
��� ���������� �������� ω(q)

η ω(q) = − 4 bH η q2 ω(q) + bH2 q2
[
∂hΠ(H) − σ q2

]
− bH ρ [ω(q)]2 *��7+

���� ��� ��� ���������

ω1/2(q) = − η

2 ρ

(
4 q2 +

1
bH

)

×
⎡
⎣1 ±

√√√√1 +
H q2 [∂hΠ(H) − σ q2]

η2

ρ

(
4 q2 + 1

b H

)
⎤
⎦ . *���+

����� ��� ���� �������� ω1(q)� ������������� �� ��� ���� ���� �� =�� *���+�
�� ������"� ��� ��� q ��� ���� ��������� ��� ���������� ������������ �� ���
��������� ��������� ��� ������ �������� ω2(q) �� :��� ��� q2 [∂hΠ(H)−σ q2] =
0� ����� ��� q = 0 ��� ��� q = qc =

√
2Q� %�� ��B������� ����� ρ �� ��B�������

����� b ��� ���� ����� ��� ������ ���� �� ������"� ��� ����� ������ q > qc� )��
������������� ����� ��������� �� ����� #���"��� ����� ���� ���� �� ��"�� ��
8�ω2(q) = −η

[
4 q2 + 1/(bH)

]
/(2 ρ) < 0 ��� ����� ����� ����� ��� ���"���

�������
1� ������� �� ���������� �� ��� ������ ��� ���� ���� ������������ �� ρ ��

=�� *��7+ *�� ��-� ��� ����� ρ → 0 �� =�� *��7++ ��� �� ���

ω(q) =
bH2 q2

[
∂hΠ(H) − σ q2

]
η (1 + 4 bH q2)

=
(q/Q)2

[
2 − (q/Q)2

]
T [1 + B (q/Q)2]

, *��C+

1



���� ��� ���� ����� T = η/
(
σ bH2 Q4

)
� �� �� ��� ������������!���� ������� <�

� ������� ��-��� ��� ����� B → 0 *b → 0+ �� ����"�� ��� ���������� �������� ��
��� ������������!���� ������ <� �������� �� =�� *��+� �� ��"� ��� ����������
������������� ��������� B = 4 bH Q2 ����������� ��� ����"���� �� ����� �����
�� �� ����� ����� �� ��� ������!���� ����� ��������� ����� D��� ��� ���� �����
T �� ���� �� B ������ �� ��� ���� ������� 1���������� ��� b!����������� ����
����� T ′ = B T = 4 η/(σ H Q2) �� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ����������
�������� �� ��� ���� ������ ���� ������� 1� ��� ������!���� ������ ������� T
��� T ′ ��� ��� ��"���� �� ��� �� ���� �� ��� ���������� ��������� '���� ���
��������� �� =�� *��C+ �� ������������ �� ��� ���������� �������� �� ��� ���-!
��� ��!���� ������ ��������� �� ��� ���"���� ������� ��� ����� ��� �����������
�� ������"�� ��� ������ ���� ����� ��� ��� ���� ���� �� �������� ����� q < qc�
)�-��� ��� ����"���"� �� =�� *��C+ �� ��� ��� �������� q��� �� ��� �� ���� ��
ω(q) ��

q��� = Q

√√
1 + 2B − 1

B
. *��.�+

%��� . ����� ��� ���������� �������� ��� ��� ������!���� ������ ��� "������ "�����
�� B� %�� B → 0 �� ����"�� ��� ����� �� ��� ���������� �������� ��� ��� ���-
��� ������������ ���� ������� ��� ��� ���� ����� T ��"����� �� ���� ������ %��
���������� B ��� �������� q��� �� ��� �� ���� ��"�� �� ������� "����� �� q
��� ��� ������ �� ��� �� ���� ω(q���) ���������� 2/T ′ ���� ������ 1� ���
����� B → ∞ �� ��� ω(q) → [

2 − (q/Q)2
]
/T ′�

� ���	���	���� �	�	����	

1� ��� � ��������� ��������� �� *9+ ��� ����� �� Q ���� ��� ��� ����-����
��� ���� �� ��������� ��� �3����"� ��������� ��������� Φ(z)� �������� ���
���������� �������� �� =�� *��+� ����� ��� ��� ���-E������������ ���� �������
)�� ������� ������� ���B����� ��� σ = 31 �;E� ��� ��� 
2& ��� ��� ����
Π(z) = −A/

(
6π z3

)
� ���� ��� #���-�� �������� 2.2 × 10−20 ;�� %��� ����

�� ��� ��� ��� ������������� ���� ������ B = 0.23��2 b/H3� )��������� ��
����� �� ��"�� ����� B > 1 �� B > 0.1 ��� ��� ������ ��� ����-���� H = 2 ��
�� ��� � ��������� b ��� �� �� ������ ���� 5 �� ��� �5 ��� ��������"����

)�� �������� �� ��� ���- �� ��� ����� �������� �� � �������� �� H ��� b
�������:�� �� ��� �������� �� ��� ���-E������������ ���� ����� ���� ��� �����
�����"� ��� ��� �������� ����������� ������� �� *9+ �� ����� �� %��� �� F������
��� ����� �� ��� ���- �� ������ ��� ������� ��� ����-������ H ��� ������ ����
������ b� 1� ����� �� ��� � ��"������ �� ��� ���- �������� �� ��� ����� �� 5,
��� ��� �������� ��� ����-������ �� H = 2 ��� ��� ���� ������ ��� �� �� ������
���� � ��� ����� ���� ������ ���� � ������ ��� &' �� '��

1�� �� ��� ����� ����� ��� ������!���� ������ ��� �� ����� ��� ��� �����
�� ��������� ∂hΠ ���� ��� �������� ���- �������� q��� @��� =�� *��.�+A ����
��� �������� "���� ���� �� ��� ���- ��� ������������ ���� ������� ����� q��� =√

∂hΠ∗/ (2σ) ���� �� G��������H 
2& Π∗� ��� ����� ������� � ����������
����� �� ��� ����������� )�� ����� �� ��� ������ 
2& ∂hΠ ��� ��� G��������H

2
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 �7� (��+) ("	�� ��
�) ���
�����	� ���	� �" B (� 	33� �.�� ����)� 8� �������
 �" �� ��.��	� �" ��
���3����
 ������
 ���"�� �� ������ ���	� q/Q �
� �� ����� �33������ 2/T ′ "���
���% "�� �
�����
� B (����� ��
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 ������
 ω(q)
�� ���3��� �� �� 3������
 .3��� "�� �� %�' �
� �
������� ���3 ���� �
�
.3���
��� 3������� "��� (9) �� � "	
����
 �" �� :�� ����'
�� H �
� �� ���3
�
��� b� 8� ��
��	� ��
� �
����� �� ���3 �
��� b 
������ �
 ���� �� �����
 �
�������
 �" ���;< �;< 2;< ��;< �
� ��;�

,




2& ∂hΠ∗ �� �������� �� �������� =�� *��.�+

∂hΠ∗(H) =
√

1 + 2B − 1
B

∂hΠ(H). *�.+

1� ����� �� ��� � ���� �������� �� ��� ����� �� ������ ���� ���� ���!��������
���������� ������ ��� ����"��� ��� ��� �� ���� ����� �� B

∂hΠ∗(H) ≈ A

2π H4
− A2 b

4π2 σ H7
. *��+

)��������� � �������� ���������� ���� ∝ 1/z5 �� ��������� �� ��� G��������H
�3����"� ��������� ��������� Φ∗(z) = − ∫ z Π∗(z′) dz′�

)�� ������ ���������� �� *9+� ����� &' �� � '� ����� ��"���� ���� � ����"�
� ��� ������ �� -���� ��� �� � ����� ���������� ����� #���"��� �������� �� ���
���� ������������� ���� ��"����� ��� ���� ����� ���� �� ()' �� 
)' �����
����� �� "��� ����� ���� ������� �� �� ��� ����� �� ������� *�6.�+� ���� ���
�������� ���������� �� ()'� '�(� ��� '� �������� ���� ��� ����-���� �� ���
()' ����� ��� �� ��� '�( ����� �� *�+ �� ��������� ��� �3����"� ���������
��������� ��� � &' ��� �� �� ()' ��"���� '� ��"�� ����� =�� *+ �� 8��� *7+�
���� ����� �� ��� ��������� ��� ��"������ �� ��� �������� �� ��� �� ���� ��
��� ���������� �������� qmax ���� ��� �������� �� ��� ���-!���� ����� Q �� �����
�� %��� � ���� � ��� ����-���� �� 0 �� � ���� ������ �� b = 1μ� �� ������ ��
�������� � ��, ����� �� ��� �� ���� �� ��� ���������� ��������� '��� � �����
����� ������ �� ���������� �� ��� � ����������

� �����������

1� ���� ����� �� ������������ ���� ��� ������������ �������� ��������� ��
��� ��������� ������� ������������ ������� ��� ����� �������� �� ��� ����-!
���� "��������� �� �������� ��������� ��� � ������������ ����"��� ��������
<�������� ���� ��� ���- �������� ������� -�������� �� ��� ������������
�������� ���������� ��� ���� �� ���������� ���������� ������ �� ��� ���� ����!
����� <� ������� ��� �� *.5+� "����������� ���� ���� ���� � ������� ����"����	
����� ��� �������� �� ��� �� ���� �� ��� ���������� �������� �� ��������� ��
��� �������� �� ��� ;�������� ���-!E������������!���� ����� �� ��� ������!����
���� �� ������ �� ������� ��"� ������� ��� ���������� ���� ������ *.56.7+�

)�� ����� �������� �� ��������� ��"�� ������ �� �3����� �� �������!
����� ���� �� ����� #���"��� �� �� ���� � ���������� "������ �� ��� ����!���
�������� �� �"������� ���� ��� ���������� ������� ���� *.�/ .C+ ��� ��� ���!
������������� �����: ��-�� �� *��+ ��� �� � ������ �������� �� ��� ���� ��
���-! ��� ������������!���� ����� 1� ��� ���� �� "�������� ���� ��� ��������
�� ��� �� ���� �� ��� ����� �������� ���������� Q ���� ���"� �� ����
�������� *�.+� '���� ��� ��!����� ��� ���-!����� ��� ��� ������������!���� ����
��3�� ���� �� ��� �������� ������ M � ��� ���� ����"���� ��� �� � ������ ���
��� ���- ��� ������������!���� ����� )�� ��������� ��� ���� �����!�������
���������� �� ������	 ������� 4���������� �������� ����� ��"������� 4�����!
����� ������ ������� ������ ��� ����������� ���� ��� ���������� ����� ���� ������
��"�������� 1� ��� ������ ���� ����� ��� �� ���� �� ��� ���������� ��������

�
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���	� �/ &��"� �" �� 3������
 �" �� ��.��	� q��� �" �� ���3����
 ������
 ω(q)
�� ���3��� �� �� 3������
 .3��� "�� �� %�' �
� �
������� ���3 ����
�
� .3���
��� 3������� "�� � =& :�� �
 >8& "��� (,) �� � "	
����
 �" ��
:�� ����'
�� H �
� �� ���3 �
��� b� 8� ��
��	� ��
� �
����� �� ���3 �
��� b

������ �
 ���� �� �����
 � �������
 �" ���;< �;< 2;< ��;< �
� ��;�
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������ �� "��� ����� ��"�������� ��� ���������� b� ����� ����� �������:� ���
�3��� �� �����!������� ����������� #���"��� � �������� �������� �� � ����������
������!���� ����!��� �������� �� ������ �� ����� � ���������� �� ���� ������

�� ��
�	�	�	��

)�� ������� ����- I� 2����� ��� ��������� ������������ <�>�� D���� ��� >�8�
��-�������� ������� ���� 
%J �������� ������� '&& ..90 G;���! ��� >�!
���4������H�

���	����

)�� ��������:����� �� ��� ������!���� ����� �� 
 ��� ���� ����"�� �� *.0+�
���� ��� ��� ������� "������� ���������� u ��� v �� ��� x ��� y!����������
��������"���� ��� ����� ��������� �� ���!����������� ���� ���

8�
du

dt
=

1
h

[∂x (4h∂xu + 2h∂yv) + ∂y (h∂xv + h∂yu)]

+ ∂x [Δh + Π(h)] − u

hβ
*�.�+

8�
dv

dt
=

1
h

[∂y (4h∂yv + 2h∂xu) + ∂x (h∂xv + h∂yu)]

+ ∂y [Δh + Π(h)] − v

hβ
*�.�+

∂th = − ∂x (hu) − ∂y (h v) . *�.�+

#���� �� �����"���� ��� �����E��������� ����"���"� d/dt = ∂t + u∂x + v ∂y ���
��� ���!����������� K������ �������� Δ = ∂2

x + ∂2
y ��� 8� �� ��� 8�������

������� )�� ������� ������ ����� L� ��� "������� ������ ����� H� ��� ��� ����
����� T ��"� ���� ���������� �� ��� ���� �� �� %�� ���� ����� ��� ���� ������
�� ����� ��� �� ����� b = β/ε2� ����� β �� �� O(1) ��������� )�� ����� ��� ���
*���$������+ �������� �� P = η/T � )�� ��������� ������ �� F� = η L/(σ T ) = ε�

)�� ������ ��������� �� � 4�� ��� �� ����� � ��������������� ������������ ��
��-��� ��� ���� ����� �� ��� ������������� ��� ������� ��� u = δu� v = δv
��� h = H + δh ��� ��-��� ��� ������ ����� �����: (δu, δv, δh)(�q, t) =
(δu(�q, 0), δv(�q, 0), δh(�q, 0)) exp[ω(�q) t + i �q · �r]� ���� �q = (qx, qy) ��� �r = (x, y)�

<����"������ δu(�q, 0) = δu0� δv(�q, 0) = δv0� δh(�q, 0) = δh0� �� ������ ���
������ �����"���� �������

η δu0 = − b η H
[
(4 q2

x + q2
y) δu0 + 3 qx qy δv0

]
+ i bH qx

[
∂HΠ(H) − σ q2

]
δh0 *���+

η δv0 = − b η H
[
(4 q2

y + q2
x) δv0 + 3 qx qy δu0

]
+ i bH qy

[
∂HΠ(H) − σ q2

]
δh0 *���+

ω(�q) δh0 = − iH (qx δu0 + qy δv0), *���+

���� q2 = |�q|2� #���� �� ��"� ��������� ��� ������������� ���� ��� ��������
����� ��� �� ��"� �������� �� ����������� ���������� �� ����� �� ������� ��

��



��� ���� ���� �� ��� �������� %��� *��+ �� ��� ��� ���� ���������� ��������
�� �� �������� ��� ��� �
 ���� �� *��C+� ����� ω(�q) = ω(q)� �� ������� ���
����������� �� ��� ����� ������������� �� ��� ������ ������ �� :��� ��� ��
���"��� ��� ω(q)� <��������"���� ��� ��� ��������� qx δu0+qy δv0 ���� =��� *���+
��� *���+ ����� ������

(qx δu0 + qy δv0) (1 + 4 bH q2) =
i bH

η
q2

[
∂HΠ(H) − σ q2

]
δh0 . *�+

1�������� ���� �� =�� *���+ �� ����"�� =�� *��C+�
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