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� ���33� �
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 �# �3����� ������� &��� ��<�
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3����� 7�86 �� �� 
�& 3������ �� �
��� 3������ 3��
����� ���������=� �� � �����
�3����� ���	�����
6 �� ��!����� �3����� �	3��������� B� �����!���#�� 3��
���� �#
�� �	3������� �� ������� ��

V (z) = V1 cos2

(
πz

d1

)
+ V2 cos2

(
πz

d2
+ φ

)
. )�*

C� d1 �
� d2 ��6 ��3������6 �� 3������ �
� ���
���� ������ ��
���
��6 V1

�
� V2 �� �� ��3���� ��3���	�� �
� φ �� �� 3��� �# �� ���
���� �������
��
 φ = 06 ��� ���� �# �� ������ �� 3�#���� :	����
� �	 �� �� ��������
�# �� �����6 �� ���� �� 3�3	�����
 �
� �
��� 
���� �� ��� �� ��� ���� %

�������� �� �
����	�� &�
 φ �= 0 �
� �
� �� �
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���� �� 
�� �� ���
�� ��� ����
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 � �
!���
���
�� �3����� �	3������� ���
�
 ��
 7��8� "
 � ��� ��
� .3���
� 7��86 �� &�� ������ ���� �� �
�� �#
���� �����
 �# � ��G �� ����(� �
 � :	���!3������ ������� G�
�����
� �� #���
���� ��� �3����� �	3�������� �� 
�& ��
� ����=� .3���
����� �
� �
�����
�
.3���
�� �� ��
� ��
 ��	��
��6 & &� �������� �� ��	�� �� �
@	
� �#
�� ���
���� ������ �
 ����� ����������
� �
� ��3�� ����������
� �# ������

� ����� ����������

� ��
���� �
 ��
���� ����� ���3� ��G ��
D
� �
 � �����
�� ���3 3��
����
�# �� #��� Vho(r, z) = m

2
(ω2

rr
2 + ω2

zz
2) �
� � �
!���
���
�� ����� �3����� �	3�!

������ �# �� #��� Vop(z) = ER

(
s1 cos2(πz

d
) + s2 cos2(πz

2d
)
)

+mgz� � ��� ��(
 �
3�����	��� ��� �# d2 = 2d1 = 2d� C� s1 �
� s2 �� �� ���
���
��� ��3���	��

�# �� 3������ �
� �� ���
���� �	3������� 3��
����� &��� s1 > s2� ER =
�

2π2

2md2

�� �� ����� 
��� ) ωR =
ER

�
�� �� �����3�
��
� ����� #�:	
��* �# �� 3������

������� � ��( ωr >> ωz �� ���� �
 ��
��� ����� ���3� ��G �� #����� B�
�����
�� ���������� #�:	
�� �����3�
��
� �� ����� �����
 ���	� �� ��
��� �#

�� �3����� �	3������� �� ωs ≈
√
s1�π

2

md2
� B� 3�( �
����� �
 ��� &�� �����

�� -�	����
 3��D�� '�
� �� ����� �� �����6 �� ����� 	
���� ����
� �����
����������
� ����
 �� �� �
��&�� ����������
�� 3��
����mgz� B� ��G �� �
�������
����� �
�� �� 3������ ������ �
� �� ���
���� ������ �� �&����� �
 ���&��� B�
#�:	
�� �# ��� ��
��� �# �� 3������ ������ �� 
�� 3��	��� ���
�D��
��� �� ��
�������
 �# �� ���
���� ������� C� ωs >> ωz �� ���� �� �3����� ������ ���!
�
��� ��� �� �����
�� 3��
���� ���
� �� z!�������
 �
� �
� �� �����
��
3��
���� �� 
������ B� ����
� ���� �
�
���� &��� ��� ��� �� �
 ����� �# ��!
��� :	���!�&�!���
���
�� 3�
��( ���3� ��
�
����� ���	� �# �� :	�
�	�
�	

��
�6 �� �����3 ��&
 �� &�� #	
����
� �# �&� ��
��	��� ����� ��
 �
�	I��
� �� 
�	� #	�� ����
�� � ��	�� 
�& �� ����� ��
����� �# �� ��G �

�� ����� �3����� �	3������� �� �����
� �� ������ 
�
��
�� �������
�� :	����

)J�>'�*� B� ��
����� �# �� ��G �� ����
� �� �� -����!F�����(�� :	����

)-F�*6

i�
∂ζ

∂t
= − �

2

2m
∇2ζ +

{
Vho(r, z) + Vop(z) + g0|ζ |2

}
ζ, )�*

&�� g0 =
4π�

2a

m
6 &��� a �� �&� ���� �������
� �
��� �
� m �� ������ �����

"
 �� ����� ��
��
� �33��.������
 �� ��
�
��� ���� 3������ ��
 � &����

��

ζ(r, t) =
√
NT

∑
j

Ψj(t)φ(r − rj), )�*

�



&�� NT �� �� ����� 
	��� �# ����� �
� φ(r − rj) = φj �� �� ��
�
��� &��!
#	
����
 ������=� �
 �� ���3 j &���

∫
drφjφj+1 ≈ 06 �
�

∫
dr |φj|2 = 1K Ψj(t) �� ��

jth ��3���	�� Ψj(t) =
√
ρj(t) exp(iθj(t)) &�� ρj =

Nj

NT
6 &��� Nj �
� θj ��
� ��


	��� �# 3������� �
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 �� ���3 j ��3������� '	�����	��
� �� %
���=
)�* �
 )�*6 & D
� ���� �� -F� ��	�� �� �� J�>'�6

i
∂Ψj

∂t
= −1

2

{(
1 − α(−1)j−1

)
Ψj−1 +

(
1 − α(−1)j

)
Ψj+1

}
+

(
εj + Λ |Ψj |2

)
Ψj. )1*

C� εj = 1
J0

∫
dr

[
�
2

2m

(∇̄φj

)2
+ (Vho(r) + Vop(z)) |φj|2

]
6 Λ = g0NT

J0

∫
dr |φj|46 α =

Δ0

2J0
� A
 ��
 ���& 	��
� Jj = − ∫

dr
[

�2

2m
∇̄φj · ∇̄φj+1 + φj (Vho(r) + Vop(z))φj+1

]
���� ��� �� �����
���� �&� ;��3���
 ��	3��
� 3�������6 J1,2 = J0 ± Δ0

2
&��

J0 ≈ ER

4

[(
π2

2
− 2

)
s1

]
exp

(
−π2√s1

4

)
�
� Δ0 ≈ ER

2
s2 exp

(
−π2√s1

4

)
7��8� � ���

������ ��� �� t→ �

2J0
t� "
 �:� )1*6 εj = ωBj6 &�� ωB = mgλ1

4J0
�� �� #�:	
�� �#

����� ����������
 �
� λ1 �� �� &���
��� �# �� ���� �����
� �� 3������ �������
"
 ���� �� 	
�����
� �� ����� �
� ��3�� ����������
�6 & ���� �� J�>'� 	��
�
� ��������
�� �33����� ���3�� #��� 7�E8� B� C������
��
 #	
����
 �����3�
��
�
�� �� J�>'� �:� )1* ����

H =
∑

j

[−1

4

{(
1 − (−1)jα

) (
ΨjΨ

∗
j+1 + Ψ∗

jΨj+1

)

+
(
1 − (−1)j−1α

) (
ΨjΨ

∗
j−1 + Ψ∗

jΨj−1

)}
+ εj |Ψj|2 +

Λ

2
|ψj |4

]
, )2*

&��
∑

j |Ψj |2 = 1� B� �
���= �� ����� ��
�����6 & ��	�� �� ��
������
���	���
 �# � ��� �3
�
� -�	����
 &��3��(�6 &���� & 3�������= ��

Ψj(t) =
√
K exp

[
−(j − ξ)2

γ2
+ ip (j − ξ) + i

δ

2
(j − ξ)2 + i(−1)j φ

2

]
, )�*

&�� ξ(t) �
� γ(t) ��6 ��3������6 �� �
�� �
� &���� �# �� ��
�
���6 p(t) �
�
δ(t) �� ���� ��������� ���
��6 �
� K(γ, ξ) � 
������=����
 #������ C� (−1)j φ

2

�� �� 3��� �# �� &�� 3��(� �� �� jth ���� G�����6 �3
��
� 	3�
 &���� j
�� ��� �� �
6 �� 3��� �� ±φ

2
� %� .3���
� �
 �#�)�2*6 �� �� ��
�
��� ����

#��� �
 &�� �� �� 
.�6 �� ��:	��� �������
�� 3���6 &���� �3
�� �
 �� �����
�# �� ������� %� �� ����� �# �� ������ ����
���6 �� 3��� ���� ����
����

B� ��
����� �# �� &�� 3��(� ��
 � �����
� �� �� ��������
�� 3��
��3� #���
�� >����
���
6 L =

∑
j iΨjΨ

∗
j −H 6 &��� �� :	����
� �# �����
 #�� �� ��������
��

3������� qi(t) = ξ, γ, p, δ, φ ���
 �� d
dt

∂L
∂q̇i

= ∂L
∂qi

� B� 3��� �� 	�� �� 
#��� �
��
�����
�� B� >����
���
 �� ����� ��

L = pξ̇ − γ2δ̇

8
−

[
Λ

2
√
πγ

]
+ {cosφ cos p + α sinφ sin p} exp(−η) − V (γ, ξ), )�*

�



&�� η = 1
2γ2 + γ2δ2

8
�
� V (γ, ξ) = K

∫ ∞
−∞ dj εj exp

(
−2 (j−ξ)2

γ2

)
�

B� ��������
�� :	����
� �# �����
 �� ����� ��/

ṗ = −∂V
∂ξ

, )E�*

ξ̇ = [cos φ sin p− α sin φ cos p] exp(−η), )E�*

δ̇ = [cosφ cos p+ α sin φ sin p] exp(−η)
[

4

γ4
− δ2

]
+

2Λ

γ3
√
π
− 4

γ

∂V

∂γ
, )E�*

γ̇ = γδ [cosφ cos p+ α sin φ sin p] exp(−η), )E�*

tanφ = α tan p. )E*

'�
� cos2 φ+ sin2 φ = 16 ������ &��� :	����
 )E�!E*6 & �� �� #����&�
� ��
!
�����
�� �
 cosφ �
� sinφ/

cosφ =
cos p√

cos2 p+ α2 sin2 p
, ),�*

cosφ =
α sin p√

cos2 p+ α2 sin2 p
. ),�*

G����3�
��
� �� �� ��������
�� :	����
� )E�!E* �
� ��
�����
�� ),�!,�* �� #!
#���� C������
��
 �� &����
 ��

H =
Λ

2
√
πγ

− cos p
√

1 + α2 tan2 p exp(−η) + V (γ, ξ). )��*

� D��� ��	�� �� ����� ����������
�� ��� �� ����� 3������ 3��
���� �� �
!���

���� �� &����
 �� εj = jωB�

9��
� :	����
� )E�!E*6 & D
� V = ξωB �
� ṗ = −ωB� � ���� �� ��������
��
:	����
� �# �����
 
	�������� #�� �� #����&�
� �
����� ���	� ξ(0) = 0, p(0) =
0, δ(0) = 0, γ(0) = 10 �
� �� 3������� Λ = 20, ωB = 2� B� ��	�� #�� ��
�
�� �# ���� ξ(t) �� �3���� �
 D�	� � #�� �&� ��<�
� ���	� �# �� ���
����
������ ���
���6 α = 0.1 �
� α = 0.4� G����� �
 �
�����
� �� ���
��� �# ��
���
���� ������ #��� α = 0.1 �� α = 0.46 �� ��3���	� �# �� �
�� �# ����
�����
 ��	��� B� ���
���� ������ ���� �� ���( �� ������ ���
������
��
�
�����
� �# �� �����6 ��	� #���	��
� ������=����
 �# �� &�� #	
����
� A3�����
�	3�������� &��� ����� 3���������� &��� ����( �� �
�� �# ���� ��� ����
����
B� ������ ���3�
� )&��� ��3�� �� ���* �
 D��� �� �	 �� �
�������
�� "

�� ���
� �# �
�������
�6 �� �
�� �# �� ��G #�� p0 = 0 ��� ��	���� ��
ξ(t) ≈ −(1 − α2)(1− cosωBt)6 &��� �
 �� 3��
� �# �
�������
�6 �� ����������
�

��	���� ������ �� ξ(t) ≈ −(1 − α2)
(
1 − exp

(
− Λt2

2πγ4
f

)
cosωBt

)
� C�6 γf �� ���

D
�� ���	 �# γ� G����� &�
 ��� �� 
� �
�������
6 ��� �� 
� ���3�
� �# ��
����� ����������
� �
 ��� �	� ��� �� � ��	����
 �
 �� ��3���	� �� � #�����
(1 − α2) �	 �� �� 3��
� �# �� ���
���� ������� "
 ���� �� 	
�����
� ��

1
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� ���	�
�# �� ���
���� ������ ���
���6 α = 0.1 �
� α = 0.4� B� ���� 3������� ��
ξ(0) = 0, p(0) = 0, δ(0) = 0, γ(0) = 106 Λ = 20, ωB = 2� A
 �
�����
� �� ���
���
�# �� ���
���� ������6 �� ��3���	� �# �� �
�� �# ���� �����
 ��	���

�����
 �# ���� ����(�
� �# �� �
�� �# ���� �����
6 & ���� �� <���� ����
(m∗)−1 = ∂2H

∂p2 ��6

m∗ =
(1 + α2 tan2 p)

3/2
exp(η)

cos p (1 − α2 tan4 p) (1 − α2)
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