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7	�
������� ��������� ��	��� �
 ���������� 4��������
� )� 8��9 #�� � ��
� �	�!
��* �
����� &���� 4���������� ������ )���: �����
�� �# 4���������� �������	���
�*
�� ����
� �
�: �
 ��� �
�: �
 ��
�
���� #�� �� ��������� �# �4��;� ������
�# ���������� 4�������� "
 4�����	���: �����!+�	��� �
� ��������
 ������ ��
����
� #�� �&�!���� ���������� 4������� 8�-: �.9: B!�����4�
��� �� ��
�
���� #��
���
� ��
�����
� ����� 8��: .: �9 �
� ���� ����
� #�� �&�!���� ��0�!�
���
����� 8��: �.9� <� ����� B �# ���� ��� �� ����
 �� ����� �� 4������ �	� ����

�	�� �� ��
���
 ��� ��� �44���
� �
 ���
� ��
�����
� ����� �� ��� ����	�� �#
��
��
	��� ����
� �# �
����
�� �
 �&�!���� ��0�!�
��� ������

�����!+�	��� ������ ��� ��
��� �
 	�� #�� �� )
����* �4����� ��	����

�# ������ 4���������� �������	���
� �
 �&�!���� ���������� 4������� &����	� �
!
�������� �=	���
�� 8,: 3: �9� �	�������: � �	���4���� ��	���� 0�
���
 �#
�� ��	����
 ���
�=	 �� ����4� �
 8�9 #�� �
����
� ��
���� ��� �� �
4	��
�# �	������� ���������� 4�������� "
����
� ������ 4���������� �������	���
� �
��
���
� ��
�����
� �
� �&�!���� ��0�!�
��� ���������� 4������� �4��
�� �

�#�
 	�� �44��0������
 ���
�=	 #�� �����
� ��� ����� )�#� 8��9*� '	�� ���!
��� �44��0������
� ��� �� ��0�!�
��� 4������� �
 ���� ���� )� 8��: >��4��
���-9 #�� ���
� ��
�����
� �����*: &��� ���
���
� ���& ��4���� &��� �� 
	�!
�� �# ��
����� �
������ ?
�: �������� ��@� ��
���� ��� ���� �4��
� ����
�44��0������
� �# �� 	
�����
� 4���������� �������	���
 �� �
 �# ����� ��4��!
��
� ���
 #�� �&�!���� ����� &����	� �
�������� �=	���
���

�



<� 4��
� 4�4� ���� �� 4���
� ��� ����� #�� �4����� ��
���� ��	����
 �

���
� ��
�����
� �
� ��0�!�
��� �&�!���� ���������� 4��������
� ������
A� P � � ������ 4���������� ���	� �
 Rs &��� �	44��� {ξ1, . . . , ξN} �
� P (ξi) =
pi > 0 #�� i = 1, . . . , N � � ��
���� �� 4����� �# ;
��
� �
���� ������
4���������� ���	� Q �
 Rs &���� �� �	44���� �
 � �	��� �# {ξ1, . . . , ξN} �
�
&���� ������ #��� P �� ����� �� 4������ &��� ��4�� �� ��� �����4�
��� �
����� #��� 8��: -9 ����: #�� ���
 ���� 4���������� ���	�� P : Q �
 Rs �
� #��
� ���
 ����� B �# ���� �	���� �# Rs: �� B!�����4�
�� ��&
 P �
� Q ��
�;
� ��

αB(P,Q) := sup
B∈B

|P (B) −Q(B)| .

"�4����
� 0��4�� �� �� ������ Bcl �# ��� ����� �	����: Bconv �# ��� �����:
��
�0 �	����: Bpolyk �# ��� 4������� ����
� �� ���� k ������: Brect �# ��� �����:
s!���
���
�� ����
��� ×s

i=1Ii &��� Ii: i = 1, . . . , s: �
���
� � ����� �
����� �

R: �
� Bcell �# ��� ����� ���� )���: ��� �# �� #��� ξ + Rs

− &��� ξ ∈ Rs* �# Rs�
����
���: �
 ��� ����

αBcell
≤ αBrect ≤ αBpolyk

≤ αBconv ≤ αBcl
, )�*

&�� #�� �� �
=	����� αBrect ≤ αBpolyk
�
 ��� �� �=	�� ���� k ≥ 2s )�
 ����

�� 
�	� ���� Brect ⊆ Bpolyk*� %
� B!�����4�
�� �� � �������� �
 �� �4��
�# ��� 4���������� ���	�� �
 Rs: ���: �� �� 
�
!
�����: �������� �
� �����;�
�� ����
�� =	������ <� �����4�
�� αBcell

)�
�: ��	�: ��� �����4�
��� �
 )�**
�� ������ ��: �
 �������
: αBcell

(P,Q) = 0 ��4��� P = Q� % �=	
� (Pn) �#
4���������� ���	�� ��
���� �� P &��� ��4�� �� αB &��� B ⊆ Bcl �B �� ��
����
&�(�� �� P �
� P (∂B) = 0 ����� #�� ��� B ∈ B )&��� ∂B �
���
� �� ��	
����
�# B* 8�9� � �#� �� �� ��
����4� 8�9 #�� #	���� ���(���	
� �
 &�( ��
���
�
�# 4���������� ���	���

"
 �� ������	� )�#� 8��9*: αBcell
�� ���� ����� ������� �� ��	��
���� ����� ��

αBcell
(P,Q) �� C	�� �� 	
�#��� �����
� �# �� 4���������� �������	���
 #	
����
� �#

P �
� Q �
 Rs� <� �����
� αBconv �� (
�&
 �� ������� ����������� 8��9 �
� αBcl

�� ��	 �������� 8��9� >�
����
���: �� �����
� αBcell
)αBrect : αBpolyk

* &��� � �����
��		 )�����
�	��: ��	������	* �������������� '�� �# ��� �����4�
��� ��� �

0�
����� 	�� #�� ��	���
� 4��4���� �# 	
�#����� �������	�� �=	
�� �
 ��
s!���
���
�� 	
�� �	� Us = [0, 1]s 8��9 �
�: ��� ��
���: #�� ����4�
� 7	���!
+�
� >���� ������ 8�,9� >�
��� �
=	������ �� )�*: ���: #�� �� ������4 �
�
����
�	��� �����4�
��� �# 4���������� ���	�� P �
� Q �
 Rs: &� ���� �����
8-: ��: ��: �39� ��� �
���
�: �� ������

αBconv(P,Q) ≤ s

(
4Ms

s− 1

) s−1
s

αBrect(P,Q)
1
s

����� �# P ��� � �
���� )&��� ��4�� �� �� A���	 ���	� �
 Rs* &���� ��
��	
�� �� M 8�39� "
 �� ��
�0� �# =	�
������� ��������� �# ���������� 4�������

�



�� �� &���� 
���
� ���� �� 4��������: ����
�	��� �
� ��� �����4�
��� �� �#
�4���� ��4����
� #�� ��
�� ���
� ��
�����
� �
� ��0�!�
��� �&�!���� �����
8�-: ��: �.: ��: �9�

D
���
� �� δξ �� D����!���	� 4����
� ���� �
 �� �� 4��
� ξ: �
 ��� &���
�� ������ ���	� P �
����	�� ���� ��

P =
∑N

i=1
piδξi: )�*

&��
∑N

i=1 pi = 1� ��&: �� ��	����
 4����� #���	���� ���� ��
 � ������
�� �� #����&�
� �4����@����
 4�����1

��
���@ αB(P,Q) = αB(
∑N

i=1
piδξi,

∑n

j=1
qjδηj )

�	�C�� ��

{η1, . . . , ηn} ⊂ {ξ1, . . . , ξN}, qj ≥ 0 (j = 1, . . . , n),
∑n

j=1
qj = 1 ),*

<� �������� �� � �4������� ��C	��� �� �� η1, . . . , ηn �
� q1, . . . , qn �
� ����!
���� ��� �;
 �� ����� ��	�� ������ ���	� Q ���

Q =
∑n

j=1
qjδηj � )3*

<� �4����@����
 4����� ),* ��� � ����4��� �
�� �&� �	�4������1 � ���!
��
������� �4����@����
 4����� #�� �����
�
� �� ��
���� �� η = {η1, . . . , ηn}
�
� � )��
��* 4������ #�� ;0�
� q = (q1, . . . , qn)� <� ������ ���� �
 ��� �����:
& �
�� �� αB(η, q) �� B!�����4�
�� ��&
 P �
� Q #�� ;0� P : �
� �� Sn

�� ���
���� ���4�0 �
 Rn: ���:

αB(η, q) := αB(
∑N

i=1
piδξi,

∑n

j=1
qjδηj )

Sn := {q ∈ Rn|qj ≥ 0, j = 1, . . . , n,
∑n

j=1
qj = 1}.

��&: �� �4����@����
 4����� ),* �� �# �� #���

min
η

{ inf
q∈Sn

αB(η, q)|η ⊂ {ξ1, . . . , ξN},#η = n}, )�*

&�� infq∈Sn αB(η, q) �#�� �� �� �
;�	� �# �� �

� �4����@����
 ����

min{αB(η, q)|q ∈ Sn} )�*

#�� ;0� ��
���� �� η� ���� )�* �4��
�� � �4��;� ��	����
� 4�����: � ��!
����� k!����
 4����� �# �����
������� �4����@����
: �� 4����� )�* &��� �	�

�	� �� � ��
�� 4������� ���� 4������ &��� � #	���� ����	��� �
 '����
 ,� "

'����
 �: & ���� 	44� �
� ��&� ��	
�� �# �� �4����� ���	 �# ),* �
� ����	��
��� 4�����	��� ����: &���� ����& #�� �
 04����� ���	���
� "
 '����
 3 & 4�����
��� 4�����
��� 
	������ 04��
� #�� �4����� ��
���� ��	����
 &��� ��4��
�� �� ��� �����4�
�� )�� E��������� �����
�*�

,



� ��
�	� ��	 ������� ���
�����

"
 ���� �����
: & ����� ���� � �4��;� ���	���
 #�� 4����� ),* �
 �� ��� �# ��
����� �� �����4�
�� αB = αBcl

�� &�� �� 	
������ ��	
�� #�� �� �4����� ���	
�# ),* �
 ��� �# �
��� �����4�
���� �� F	
������F & ��
 � ��	
� ���� C	��
�4
�� �
 �� 4����������� pi �# �� �����
�� ������ ���	� P �	� 
�� �
 ���
�	44���� "
 4�����	���: ��� ��	
�� �� 
�� �4
� �
 �� ������ �# �� �	44���
�� �� �4�� ���
���
 s� ?
�: �
 ��
����� �� �� 0��� ���	���
 �# ),*: ���
��	
�� �� ��� ��� �� ���4	� #�� � =	�� �
��� ����� �# �����4�
����

��� ������� �	
��	� ��� ����� �	���

"
�	������: �44��0�����
� �� �����
�� ������ ���	� P �� ��� ���� ���	�
Q &���� �� �	44���� �� � �	��� �# �� �	44��� �# P : �=	��� &�� �� �44��0����
���� �	44����
� 4��
�� �# P ����
� ���� 4����������� "
 ���� �����
: & ���	�:
&����	� ���� �# �
������: ���� p1 ≥ · · · ≥ pN � <�
: � 
��� ��� #�� �����
� ),*
&�	�� � �� 4	� �
 �� �;
����
 )3* �# Q1

ηj := ξj (j = 1, . . . , n); qj := pj (j = 1, . . . , n− 1); qn :=
∑N

i=n
pi� ).*

<��� ��
� ���� Q ����� ��� �	44��� �� �� ����� �# P ����
� ������ 4����������
�
�: ���� �� �����
�
� �# 4����������� �� ���4�� #��� �� �����
�� ���	� 0�4�
�� �� ���� ����: &�� �� 
& 4���������� �� ����;� �� ��( ��� qj �	� 	4 ��
�
� ����
���: ���� ���4� �44��0�����
� 4���������� ���	� Q: &���� #��� 
�&
�
 ����� � ����� �� ������� ��	����: �� #����� �
 ),*� "� ��� �� �
�����
� #��	�:
���� �� ����@� � 	
������ )&��� ��4�� �� �
� �����4�
��*: ��� �� ����	��� 	44�
��	
� �
 ),* &���� �� ���	���� ����4 �
 ��� �# �� ����� �� �����4�
���

����������� 	
� �� ������� �� ������� ����� 	��� �� 
�����	��� �� p1 ≥ · · · ≥
pN � ����� �� ΔB �� �����	 ��	�� �� ���� ����� B �� ��� ����� �� ����	 ����
�����	� ������ �� Rs�  ���� ��� ��� ��

!� ΔB ≤ ∑N
i=n+1 pi�

"� ΔBcl
=

∑N
i=n+1 pi�

�����
 D;
 Q �
 )3* �� �� ����� ���	���
 �������
� �� ).*� A� B ∈ B �
��������� �
� 4	�

J := {j ∈ {1, . . . , n}|ξj ∈ B}.

3



<�
: �� ).*:

|P (B) −Q(B)|
=

∣∣∣∑N

i=1
piδξi(B) −

∑n

j=1
qjδηj (B)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∑i∈J\{n}
piδξi(B) + pnδξn(B) +

∑N

i=n+1
piδξi(B)

−
∑

j∈J\{n}
qjδξj(B) − qnδξn(B)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∑i∈J\{n}
pi + pnδξn(B) +

∑N

i=n+1
piδξi(B) −

∑
j∈J\{n}

qj − qnδξn(B)

∣∣∣∣
=

∣∣∣pnδξn(B) − qnδξn(B) +
∑N

i=n+1
piδξi(B)

∣∣∣
=

{ ∣∣∣∑N
i=n+1 piδξi(B) − ∑N

i=n+1 pi

∣∣∣ �# n ∈ J∑N
i=n+1 piδξi(B) �# n /∈ J

.

D	 ��

0 ≤
∑N

i=n+1
piδξi(B) ≤

∑N

i=n+1
pi,

�
 ������ ��

|P (B) −Q(B)| ≤
∑N

i=n+1
pi.

'�
� B ∈ B &�� ���������: ��� #����&� �������
 ��1

ΔB ≤ αB(P,Q) = sup
B∈B

|P (B) −Q(B)| ≤
∑N

i=n+1
pi.

>�
��
�
� �������
 ��: �� Q �
 )3* � �
� ������ ���	� &���� �� #����� �

4����� ),* &��� ��4�� �� �� �4���� �����4�
�� �����
� αB = αBcl

� ����������
�# Q �
 ),* ��4��� ���� {η1, . . . , ηn} ⊆ {ξ1, . . . , ξN}� <��#��: ηj = ξij #�� �����

������
� ij ∈ {1, . . . , N} �
� j = 1, . . . , n� '�
� B := {ξ1, . . . , ξN}\{η1, . . . , ηn}
�� � ����� ��: �
 ����� ���� B ∈ Bcl �
� ��	�1

αBcl
(P,Q) ≥ |P (B) −Q(B)|

=

∣∣∣∣∑i∈{i1,... ,in}
piδξi(B) +

∑
i/∈{i1,... ,in}

piδξi(B) −
∑n

j=1
qjδηj (B)

∣∣∣∣
=

∑
i/∈{i1,... ,in}

pi ≥
∑N

i=n+1
pi,

&�� �
 �� ���� �
=	����� �� ���	�� ������
� ���� �# �� pi &�� 04������
%� Q &�� �	44��� �� � ��������� #����� �
 ),*: �
 ��� ����

ΔBcl
= inf{αBcl

(P,Q)|Q #����� �
 ),*} ≥
∑N

i=n+1
pi .

<�(�
� �
�� ����	
� �� ���� �
=	�����: ������ 4���� �
 �������
 �� #�� �

��������� �����4�
��: ��� #����&� �������
 ��

�



�������� 	
	  �� ������� ��	���� ��#��� �� �$� �� � �������%��� �����	 ��	����
�� ����	�� ��� ��� �� �	���� �� ����������� αBcl

�

�����
 "
 �� ;��� 4��� �# �� 4���# �# G��4������
 ���: & ��� ���&
 ����: #��
�
� �����4�
�� αB: �� ����� ���	���
 ����@� �
 ��C���� ���	 �
 ),* &���� ��

�� ����� ���


∑N
i=n+1 pi� H
 �� ���� ��
�: �� ��� ���	 �� �4����� �
 ),* #��

�� ����� �� �����4�
�� αBcl
)� �������
 �� �
 G��4� ���*�

<� ���� ��������� ���&�: ���� �
 ��� �# �� ����� �� �����4�
��: �
 04����� ���	!
���
 �# 4����� ),* ��
 � #�	
� &����	� �
� ���4	�����
�� B���� <� ��� ���

�� ���� ��	 #�� �� &�(� �����4�
��� �
���
� �
 �� �
����	����
� ���!
�����: #�� ���� ���� �����4�
��� ���: �
 ��� �
;� #��� �� 	44� ��	
�
�
#�������
 #�� �� �4����� ���	 �
 ),* 4������ �� �� ;��� �����
� �
 G��4���!
���
 ���� ��� �
���
�: #��� �� )�����* ���	� �# �� �����
�� 4����������� pi: �

��
 ������� ��� �B �� 
	��� �# ����� n < N �=	��� #�� �� �44��0�����
�
���	� Q: �
 ���� �� ��( �� �44��0������
 ���� αB(P,Q) 
�� 0�� � 4�!
������ �����
� ε > 0� "
 �� �4���� ��� �# pi = N−1(i = 1, . . . , N): �
 �����
�� ��
�����


n

N
≥ 1 − ε.

��� �
���
�: � �����
� �# 10% (ε = 0.1) ��
 � �����;� ��
: �# n �� �� ���� 90%
�# N � H# ��	��: �	�� ��
�� ������
 ��&
 �����
� �
� ��@ �# �������	���
 �� 
��
��� �����#������� "
��: �� ���
� �������
 �# G��4������
 ��� ���� 	�: ����: �
 ��
���	�� =	�!�������	�� ���: �
 ���	���� ������ ���� 	
������� ��
�� ������

#�� �� ����� �� �����4�
��� >�
�=	
���: ��� �� ��� ��4: ���� � ����
������	� ��
 � ������ #�� �� &�(� �����4�
���: &���� �� ��� �44��4����
#�� �� ��������� �# ���
� ��
�����
� �
� ��0�!�
��� ���������� 4������� )�#�
'����
 �*� <���: ��&��: ���� �� �� 4��� ���� � ���4� ���	���
 �# ),* �� 
�
��
�� �������� �
�: ���	����: ��

�� �
 � �����
� ���4	�����
���� #�� ����
�
4����� ��@� �
 �
 0��� �
��

<� #����&�
� 0��4� ���4��
�� >�������� ��� �� ���&�
� ���� �� ����� ��!
�	���
 
� 
�� � �4����� #�� � �����4�
�� ��B�
� #��� αBcl

1

������� 	
� ��#�� �� ���
���	 ������� P �� R ��

ξ1 := 1, ξ2 := 3, ξ3 := 2, ξ4 := 4; p1 := p2 := 0.4; p3 := p4 := 0.1.

&� ��� 	��'��
 ��� �� �����		� ������� ������� Q �� ����	�� ��� ����� ��	���
n := 2 ���� ���� �� ���
���	 �������� �� ��� �� ��� �� ���� ��� ������ �
�� �	���� �� ����������� αBcl

� (���		��� "�" 
�������� �� �� ������� ��	���� Q
��#��� ��

η1 := 1, η2 := 3, q1 := 0.4, q2 := 0.6

�



�� �����	 ���� �� )��������� "�!� ���	�*�� �� ������	 ����������� ΔBcl
= p3 +

p4 = 0.2� +�� �� �����, �� ����������� αBconv ���� ������������ ��� �������
��	���� ���	�*�� �� ���� ��	�� αBconv(P,Q) = 0.2� -������� ����������
 �� �������
������� Q∗ ��#��� ��

η1 := 1, η2 := 3, q1 := 0.5, q2 := 0.5,

� ��		��� �� αBconv(P,Q
∗) = 0.1� (����%���	�� �� ������� ��	���� �� �� �����	

�� ��� ��� ������ � αBconv � � �� ���� ���� ��� �� �� �,���	� ��� � ����
���%��	�� �� ������ !� �� )��������� "�!�

��� �	��� �	���

"
 ���� �����
: & &�
� �� ;
� � 	
������ ��&� ��	
� #�� �� �4����� ���	 �#
4����� ),*� ��� ���� 4	�4��: & &��� ����� �
 �� #����&�
� 4��4����

��������� 	
� &� ��		 � ����� B �� ����	 ������ �� Rs ���	���
 �� ��� ��� #���
����� {x1, . . . , xp} ⊆ Rs ���� �,�� ��� Bi ∈ B ��� i = 1, . . . , p ���

Bi ∩ {x1, . . . , xp} = {xi} (i = 1, . . . , p) .

>�����: �� ������ Brect: Bconv: Bcl �
� Bpolyk )#�� k ≥ 2s* �
���
� �
 �� �
���!
�	����
 �� �������
�: &���� Bcell: #�� �
���
�: �� 
���

������� 	
� .� B �� �� ���	���
 ����� �� ����	 ������ �� Rs� /� ���� 	�
n < N �  ���� �������
 �� ������ �� �� pi ��� ���������
	� �������� �� �����	
��	�� ΔB �� ����	�� ��� ��� �� 	���� �����

ΔB ≥ max
{
pn+1, n

−1
∑N

i=n+1
pi

}
.

�����
 ���� ���	� Q �;
� �� )3* &���� �� #����� �
 4����� ),* �
�	�� �

�
C���� ������
 ��44�
� σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , N} &���

ηi = ξσ(i) (i = 1, . . . , n) .

%44���
� D;
����
 ��3 �� �� �	44��� {ξ1, . . . , ξN} �# �� �����
�� ���	� P : &
���� �� 0���
� �# ��� Bi ∈ B #�� i = 1, . . . , N �	�� ����

Bi ∩ {ξ1, . . . , ξN} = {ξi} (i = 1, . . . , N) .

<�
:∣∣P (Bσ(i)) −Q(Bσ(i))
∣∣ =

∣∣P ({ξσ(i)}) −Q({ηi})∣∣ =
∣∣pσ(i) − qi

∣∣ (i = 1, . . . , n)∣∣P (Bi) −Q(Bi)
∣∣ = pi (i ∈ Cσ) ,

.



&�� Cσ := {1, . . . , N}\{σ(1), . . . , σ(n)}� "� #����&� #�� �� �����4�
�� ����

αB(P,Q) ≥ max
i=1,... ,N

∣∣P (Bi) −Q(Bi)
∣∣ = max

{
max
i∈Cσ

pi, max
i=1,... ,n

∣∣pσ(i) − qi
∣∣} .

���: ���� �� ��������
 �#Q ���
� �� #����� ���	�� �
 ),* ���	
�� �� ��������

�# �� ������
 ��44�
� σ �
� �� ��������
 �# ��I��
�� qi ≥ 0 �	�C�� �� ��
��
�����
��

∑n
i=1 qi = 1� <��� ����&� �� &���

ΔB = inf{αB(P,Q)|Q #����� �
 ),*}
≥ inf {ϕ(σ)|σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , N} �
C����} , )�*

&��

ϕ(σ) : = max

{
max
i∈Cσ

pi, ψ(σ)

}

ψ(σ) : = inf

{
max

i=1,... ,n

∣∣pσ(i) − qi
∣∣∣∣∣∣ qi ≥ 0 (i = 1, . . . , n) ,

∑n

i=1
qi = 1

}
.

�0�: & &�
� �� ����4 �� 04�����
 #�� ψ(σ)� '�
� pi > 0 #�� i = 1, . . . , N
�
� n < N : �� ���	�4���
: �� #����&� ����

γ :=
∑n

i=1
pσ(i) < 1.

��� ���� �� �
;�	� �
 �� �;
����
 �# ψ(σ) �� ��&��� ����@� �� � ��
��	��
� ����� ���� q̂ ∈ Rn �;
� ��

q̂i = pσ(i) + n−1(1 − γ) (i = 1, . . . , n) )-*

4������ ���� ��
��	�� � ��� q̂i ≥ 0 #�� i = 1, . . . , n �	 �� γ < 1 �
�
∑n

i=1 q̂i =
1: �
� q̂ �� #����� �
 �� �;
����
 �# ψ(σ)� ��&: �� q′ ∈ Rn � �
� ���� #�����
n!�	4�� <�
: �� ∑n

i=1
q′i =

∑n

i=1
q̂i = 1,

�� �� 0��	�� ���� q′i < q̂i ����� ��	 #�� ��� i = 1, . . . , n� >�
�=	
���: ��� 0����
��� k ∈ {1, . . . , n} &��� q′k ≥ q̂k� ���� �� ������
 q̂k ≥ pσ(k) )� )-**: �
 �����
����

∣∣pσ(k) − q′k
∣∣ ≥ ∣∣pσ(k) − q̂k

∣∣� <�	�:
max

i=1,... ,n

∣∣pσ(i) − q′i
∣∣ ≥ ∣∣pσ(k) − q̂k

∣∣ = n−1(1 − γ) = max
i=1,... ,n

∣∣pσ(i) − q̂i
∣∣ .

<��� ���&� ���� �
�� q̂ ����@� �� �
;�	� �
 �� �;
����
 �# ψ(σ) �
� ��: ��
)-* �
� �� �;
����
 �# Cσ: �
 ��� ����

ψ(σ) = n−1(1 − γ) = n−1(1 −
∑n

i=1
pσ(i)) = n−1

∑
i∈Cσ

pi.

�



��&: & ��
��
	 )�* ��

ΔB ≥ inf

{
max

{
max
i∈Cσ

pi, n
−1

∑
i∈Cσ

pi

}∣∣∣∣ σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , N} �
C����

}
.

"�
��#��
� �� �� �# ��� ������
� �� ���
 �
 ���� ������
 &��� �� ����� �# ���
�	���� �# {1, . . . , N} ����
� �����
����� n: �
 �����
� �� �#���	�����


ΔB ≥ inf

{
max

{
max
i∈A

pi, n
−1

∑
i∈A

pi

}∣∣∣∣A ⊆ {1, . . . , N}, #A = N − n

}
.

%� �� pi �� ������
��� �����: ���� 04�����
�

max
i∈A

pi �
� n
−1

∑
i∈A

pi

�� ���	���
�	��� ��
���@� �� �� �� A∗ := {n+ 1, . . . , N}� <��#��:

ΔB ≥ max

{
max

i∈{n+1,... ,N}
pi, n

−1
∑N

i=n+1
pi

}
.

H&�
� �� max{pi|i ∈ {n+1, . . . , N}} = pn+1: �� �������
 �# �� ����� �� 4�����

������ 	
�  �� 	���� ����� ����  ������ "�0 ��� �� ��������� �� ��		���� (���
����� �� �������� ������� ������� Q� 1���� B �� ���	���
� �� B������������ ���
���� P ��� Q �� 	��
�� ��� �� ��,���	 ��2������ �� P ��� Q �� � ���
	����
3��� �		 ������ ���� ����� �� P ��� Q� ��� ��,���� �� � 	��� n−1

∑N
i=n+1 pi�

���� �		 ����� ����� Q����� � �� �� 	��� ��� pn+1�

�������� 	
� 4���� �� ���������� ��  ������ "�0� �� ��		����
 ��	�� ���5

!� /� n ≥ N
2
� ��� �� 	���� ����� ��  ������ "�0 ������� � pn+1�

"� /� n = 1� ��� ΔB = 1 − p1 ��� �� �����	 ��	���� �� ��� �� 
���� �� ��
������� Q �	����
 ��� ���� �� �� ��� ���	�*��
 ��,���� �������	�� ���
������ � �� ���
���	 ������� P �

/� n = N − 1� ��� ΔB = pN � ��� ��� ������� Qj �� �� ����

Qj =
∑N−1

i=1,i�=j
piδξi + (pj + pN)δξj j ∈ {1, . . . , N − 1}

�� �� �����	 ��	���� �� ����

-



�����
 <� ������
� ���� �# �� pi ��4��� �� �� <���� ��� �
� �� ������

npn+1 ≥ (N − n)pn+1 ≥
∑N

i=n+1
pi,

&���� 4���� �� ;��� �����
��

"
 ���� ���� n = 1 �
� n = N − 1: <���� ��� 4������ ���� ΔB ≥ ∑N
i=n+1 pi�

��&: �� 	44� ��	
� �
 G��4������
 ��� �	�
� ���� �
=	����� �
�� �
 =	�����1

ΔB =
∑N

i=2
pi =

{
1 − p1 �# n = 1
pN �# n = N − 1

���� �� 4���# �# �����
� �� �
 G��4������
 ���* & (
�& ���� �� ����� ���	���

��&��� ����@� � �����4�
�� 
�� ����� ���


∑N
i=2 pi�: &�� ���� ���� ���	 &�� C	��

����
�@� �� � �4����� #�� n = 1 �
� n = N − 1� >�
�=	
���: �� �����
���	���
 �	�� � �4����� �
 ��� ����� ��� n = 1: �� ����� ���	���
 4����
	
�� ���� �
 �� ���� &��� ������ 4���������� �
 �� �����
�� ���	� P � ���
n = N − 1: �� ����� ���	���
 �����4�
�� �� �� ���	� QN−1� '�
� B ��
�������
�: �� ���	� Qj �� �4����� #�� �
� j ∈ {1, . . . , N − 1}�

J
#���	
����: �� ��	��� �
 >�������� ��. �� ���� #�� �� ��� �����4�
�� αBcell
��

�� 
0� 0��4� ���&��

������� 	
 (������� �� �������	�� ������� P =
∑3

i=1 piδξi �� R2 ��� �������
�������	���� p1 ≥ p2 ≥ p3 ��� ξ

1 = (1, 1)� ξ2 = (1, 0.5)� ξ3 = (2, 2)� +�� n = 1 ��
����� ΔBcell

= αBcell
(P, δξ1) = p2� ����� ��������� � �� ����	� �� (���		��� "�$�

� ���
���� ������
��

%� �
���
� �
 '����
 � 4����� ),* ��
 � ���(�� �� � ����� �44�����1 �

�
 �	�� �������
: �� �	44��� ������
 �� ������ �	� �� �����
� �� �����
�������
�4����@����
 4����� )�*: &���� �
 �
 �

� �������
 �4����� 4����������� qj ��
�����
� ��
�����
�� �� �� ;0� �	44��� �� �����
� )�*� '�
� 4����� )�* ��
(
�&
 �� � NP !����: & ����� �� �44���
� �	������ �44������� ��� �&�!����
����� �����
 #��&��� ������
 �
� ���(&��� ��	����
 ���
�=	� �� ����4�
�
 839� "
 �� ��
�0� �# �� 4��
� 4�4�: ���� �
����	� �4��
� ��	����
0�
���
� �# �� ���� n = 1 �
� n = N − 1 �
 >�������� ��.� <� #��&���
�
� ���(&��� ���������� �����
 �
�0 �	���� J [n] �
� J [N−n]: ��4������: �#
{1, . . . , N}� ���� �
�0 ��� �� �# �����
����� n �
� �� �����4�
��
� ��
���� ���
#��� �� �	44��� �# �� ��	�� 4���������� ���	� Q�

��



!�"������ �
� �+������ ��	������

#��� $%&' J [0] := ∅ .
#��� $�&' li ∈ argminl �∈J [i−1] inf

q∈Si

αB({ξl1, . . . , ξli−1, ξl}, q),
J [i] := J [i−1] ∪ {li}�

#��� $�(�&' 6�����*� αB({ξl1, . . . , ξln}, q) ���7�� � q ∈ Sn�

!�"������ �
	 ����'���� ���������

#��� $%&' J [0] := {1, . . . , N}.
#��� $�&' ui ∈ argminu∈J [i−1] inf

q∈SN−i

αB({ξj|j ∈ J [i−1] \ {u}}, q),
J [i] := J [i−1] \ {ui} .

#��� $)*�(�&' 6�����*� αB({ξj|j ∈ J [N−n]}, q) ���7�� � q ∈ Sn�

��� ����: �� ��� '�4 8�9: i = 1, . . . , n: �
 ��� �� ���� N − i ��
�� 4�������:
&���� �� �# ���
���
 i �
� N − i �
 %��������� ,�� �
� ,��: ��4������� ?
�:
#��&��� ������
 ��� �� � 4�#���� �
 ���� ����
� ����� %����	�� ����
���������� �� 
�� ��� �� �4�������� �
 ),* �
 �
���: �� 4�#����
� ���	����

�# ���� ��4��
�� �
����	� #�� ���
�4�������
 �����
�� �
 83: �9 �� 
��	����
��

"
 �� #����&�
�: & &�
� �� ��
���� �� �

� �������
 4����� �# �4����@�
� ��
4���������� �������	���
 ��
�����
�� �� � ;0� �	44���� �����	� ���� �# �
������:
& ��� ���	� ���� {η1, . . . , ηn} = {ξ1, . . . , ξn}� H# ��	��: & ��� 
� ��
��
���
���
 ��
 �� ���	�4���
 �# ����� 4����������� pi #��� �� 4����	� �����

&����	� ��������
� �� �
������� %
�&��: ����� 4����������� pi �� 
� ��
��
����
� �
 �� �=	�� <�
: 4����� )�* �� �# �� #���1

��
���@ αB({ξ1, . . . , ξn}, q) = αB(
∑N

i=1
piδξi ,

∑n

j=1
qjδξj ) �	�C�� �� q ∈ Sn�

)��*

��� �	���
��	� �� � 
���� 	������	� ��	�
��

"
 ���� �����
: & �� ���
� �� �#���	��� )��* �� � ��
�� �4����@����
 4������
��� B ∈ B: �;
 � F�������� �
�0 ��F I(B) ⊆ {1, . . . , N} �� �� ������


B ∩ {ξ1, . . . , ξN} = {ξi|i ∈ I(B)}.
<�
:

|P (B) −Q(B)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈I(B)

pi −
∑

j∈I(B)∩{1,... ,n}
qj

∣∣∣∣∣∣ . )��*

��



H����	���: ���� ���	 ��� 
�� �4
� �
 �� ��
��� ���	��	� �# �� �� B �	�
�� 	
�=	�� �����
� �� �� �
�0 �� I(B)� <��� �� &��: #�� ����	����
� ��
�����4�
�� αB(P,Q): �� �	I�� �� (
�& ��� );
���� ��
�* �������� �
�0 ��� &����
��� ���	� &�
 B ����� �
 B� � �;
 �� ����� �# �������� �
�0 ��� ��

IB := {I ⊆ {1, . . . , N}|∃B ∈ B : I = I(B)}�
��� �� ����� �� �����4�
��: #�� �
���
�: �
 ��� IBcl

= 2{1,... ,N}: ���	� #�� �

��������� �	��� I ⊆ {1, . . . , N} �
� �
 ��������� ξi &��� i ∈ I: �
 ��� ;
� � �����
����� ���� Bi ⊇ {ξi}: �	�� ���� ξj /∈ Bi #�� ��� j ∈ {1, . . . , N}�{i}� >�
�=	
���:
B := ∪i∈IBi ∈ Bcl �����;� B ∩ {ξ1, . . . , ξN} = {ξi|i ∈ I}: �� I(B) = I� ��� ��
���� ������ B ��
����� �
 �� �
����	����
: ��� �
 	�	���� ���: �� �� ������
�
��	���
 IB ⊂ 2{1,... ,N}�

%� ���
 �� #�� ��� ��
��� B �� ����� IB �# �������� �
�0 ��� �� (
�&
: ��
�����4�
�� ��&
 P �
� Q ��� � ����	���� �������
� �� )��* �� 	��
� ��
#���	��

αB(P,Q) = max
I∈IB

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈I

pi −
∑

j∈I∩{1,... ,n}
qj

∣∣∣∣∣∣ .
� ����� �� &��!(�&
 #��� ���� ��
���@�
� � #	
����
 |f(x)| �
 ���� �# �� �������
x �� =	����
� �� ��
���@�
� �� #	
����
 t �	�C�� �� �� ��
�����
�� f(x) ≤ t �
�
−f(x) ≤ t �
 ���� �# �� �������� (x, t)� <��� ����&� �� ���� )��* �� ��
� �# ��
#����&�
� ��
�� �4����@����
 4�����1

��
���@ t �	�C�� �� q ∈ Sn, )��*

−∑
j∈I∩{1,... ,n} qj ≤ t− ∑

i∈I pi∑
j∈I∩{1,... ,n} qj ≤ t+

∑
i∈I pi

}
I ∈ IB.

<� �������� �� � �4����@� ��: �� t �
� �� qj � "# (q∗, t∗) �� �
 �4����� ���	���

�# )��*: ��
 q∗ �� �
 �4����� ���	���
 �# �� �����
�� 4����� )��*: &���� t∗

�
������ �� �4����� ���	 �����
� �� q∗ �
 )��*: ���: t∗ 4������ �� ��
����
�����4�
�� αB(P,Q) ��&
 �� �����
�� ���	� P �
� �
� ���	� Q &���
�	44��� ���
���� &��� �� ;��� n 4��
�� �# �� �	44��� �# P �

J
#���	
����: �� ��@ �# )��* �� ��� ���� �� � 	�#	�: �
 �
���� "
��: ��
�
IBcl

= 2{1,... ,N}: �� ������ ����: �� 
	��� �# ��
�����
�� �
 )��* ���	
�� ��
2N+1+n+1� H
 �� ���� ��
�: �
 ����
�@� #��� )��*: ���� ��
� �
=	������ ��
C	�� ��4�� �# ������� �� #�� �� �� �
����� ��I��
�� qj �� ��
��
�: ���	�
��
� ��B�
� �
�0 ��� I ∈ IB ��� ��� �� �� ��� �
�������
 I ∩ {1, . . . , n}�
<� �
�� ��� &���� ����� ��
 #�� ���� ��� I: �� �� �����!��
� ��� �# ��
�
=	������ �
 )��*� >�
�=	
���: �
 ��� 4��� �� �� ��
��	� �# ��� �����!
��
� ���� �����4�
��
� �� �
 �
� �� ��� �
�������
 I ∩{1, . . . , n} &���� &���
����������� ��	� �� 
	��� �# �
=	������� "
 ���� �� �� �� #������� ������: &
�
����	� � ��	�� ����� �# �������� �
�0 ��� ��

I∗
B := {I ∩ {1, . . . , n}|I ∈ IB}.

��



���� ���� J ∈ I∗
B �# �� ��	�� ����� �
���� � �� ϕ(J) �# ����� �
 ��

�����
�� ����� IB ��� �# &���� ���� �� ��� �
�������
 &��� {1, . . . , n}1

ϕ(J) := {I ∈ IB|J = I ∩ {1, . . . , n}} (J ∈ I∗
B). )�,*

��&: �
����	��
� �� =	�
�����

γJ := max
I∈ϕ(J)

∑
i∈I

pi �
� γJ := min
I∈ϕ(J)

∑
i∈I

pi (J ∈ I∗
B), )�3*

)��* ��� � �&����
 ��

��
���@ t �	�C�� �� q ∈ Sn, )��*

−∑
j∈J qj ≤ t− γJ∑

j∈J qj ≤ t+ γJ

}
J ∈ I∗

B.

<��� �����4�
�� �
�� �� 4����
� �� �� ��
��	� �
 �� �����!��
� ���� �# ��
�
=	������ �
 )��*� '�
� I∗

B �� � �	��� �# {1, . . . , n}: �� 
	��� �# �
=	������ �

)��* �� 
�� ����� ���
 2n +n+ 1� ?���
� �
 ��
� ���� �#�
 n N : ���� ��	��� �

� ������� ��	����
 �# ��@ �
 �� ��
�� �4����@����
 4����� )��*�

<� ��
�� ��
�����
�� #�� ��� J ∈ I∗
B ��4�� ���� ��� #����� t �# 4����� )��*

�����;� t ≥ 1
2
(γJ − γJ) �
�: ��	�: �
 �����
� �� ��&� ��	
�

1

2
max
J∈I∗

B
(γJ − γJ) ≤ inf

q∈Sn

αB({ξ1, . . . , ξn}, q).

?
�: �# q∗ ∈ Sn �����;� �� ��
�����
�

γJ − 1

2
max
J∈I∗

B
(γJ − γJ) ≤

∑
j∈J

q∗j ≤ 1

2
max
J∈I∗

B
(γJ − γJ) + γJ (J ∈ I∗

B),

��4���
�: �
 4�����	���:∑
j∈J∗

q∗j =
1

2
(γJ∗ + γJ∗) (J∗ ∈ argmaxJ∈I∗

B
(γJ − γJ)),

��
 �� 4��� (q∗, 1
2
maxJ∈I∗

B(γJ − γJ)) �� �
 �4����� ���	���
 �# )��*�

��� ��� �����
 ���� 	� ��� ��

 ���������� αBcell

<� ���
 �����
� �
 �� ���	���
 �# )��* �� 
�� �� ���	���
 �# �� ��
�� 4������
����# �	� �� ���4	�����
�� �����
����
 �# �� ��	�� �������� �
�0 �� I∗

B �
�
�# �� ��I��
�� γJ �
� γJ �
����	�� �
 )�3*� %� ��� ����
��� �4
� �
 ��
������� ���	��	� �# �� ����
 ����� B �# ���� �	����: ��� �� 
� �
���
4����	� �������� #�� ���� �����
����
� "
 ���� �����
: �
 ����������� �44�����
#�� ����
� &��� �� �4���� ��� �# �� ��� �����4�
�� αBcell

����� � 4��
��� <�
��� ���������� ��
 � ������ ��� �� �� ����
�� �����4�
�� αBrect ���	��

�,



&��� ����� ���4	�����
�� B���� <� ��� �
��� �����4�
��� αBpolyk
�
� αBconv

�# 4������� �
� ����� ��
�0 ���: &�	�� �=	�� ��� ��4��������� �44������
&���� �� �	���� �� ���4 �# ���� 4�4��

K���� ���� �� ���� �# ���� �� �;
� ��

Bcell = {z + Rs
−|z ∈ Rs},

&�� Rs
− = {x ∈ Rs|xj ≤ 0 (j = 1, . . . , s)} �� �� 
����� �����
� �# Rs� ��� ��

4	�4�� �# ����������
: & 4	� [z] := z + Rs
− #�� z ∈ Rs�

'�
� �� �	44��� {ξ1, . . . , ξN} �# �� ���	� P �� ;
��: �� �� ��
���
� �
 �
 �4

����
�� (c, d) #�� ��� c, d ∈ Rs� � �
����	� �
 ����;���� 4��
� �� {r1, . . . , rs}
�
 ���� �� ��
���� �� ��	
���� �# �� �	44���: &�� rj �� �;
� ��

rj
j := dj �
� rj

k := ck �# k �= j. )��*

K���� ���� �� �	44��� �# �
� #����� ��	�� ���	� Q �
 )��* �� ���
 �� �� ��
{ξ1, . . . , ξn} �# ;��� n ����� �# �� �	44��� �# P � � &��� ���& ���� �� �� �	I��
�
�� ��
���� ���� ����: &���� �� ��	
�� �
 ��� �������
 �� �
 ��
� �#

R := {ξ1, . . . , ξn} ∪ {r1, . . . , rs}

�
 �� #����&�
� �
��

��������� �
� � ��		 [z] �� ��		�� ��������
� �� ���� �,��� � ����� {x1, . . . , xs} ⊆
R ���� �� {x1, . . . , xs} ⊆ [z] ��� xj

j = zj ��� j = 1, . . . , s.

"
��: & ��
 ������� �	����� �
 �	44����
� ���� �� ���&
 �� �� #����&�
�
4��4������
: &���� ���� �
 �� #��� ���� ��� ��� ��
 � 
����� 	
��� �� �� �
�	44����
� �
� %� �� 4���# �# ���� 4��4������
 �� ����� ���
����: �� �� ���
 �

�� �44
��0�

����������� �
� +�� ��� J ∈ I∗
Bcell

� ���� �,��� � ��������
 ��		 [z] ���� ��
γJ = P (int [z]) ���

∪j∈J{ξj} = {ξ1, . . . , ξn} ∩ int [z] . )�.*

�#�� ���&�
� ��� ��
���� ��
��	���
� #��� G��4������
 ,�3: & �
���
 ��
�����	� #��� ���� #�� �
� z ∈ Rs �
� �
� ;
�� �	��� F ⊆ Rs: ��� 0���� ���
ε > 0: �	�� ����

[zε] ∩ F = int [z] ∩ F, )��*

&�� zε �� �;
� �� zε
j := zj − ε #�� j = 1, . . . , s.

�3



�������� �
� ��#��

Z := {z ∈ Rs| [z] �� � ��������
 ��		}.
 ����

I∗
Bcell

= {J ⊆ {1, . . . , n}|∃z ∈ Z : (17) ��	�� ���}
γJ = max{P (int [z])|z ∈ Z, (17) ��	�� ���} ∀J ∈ I∗

Bcell
.

�����
 <� �
��	���
 F⊆F �
 �� ;��� ��
���� #����&� ������� #��� �� ���
�
�����
� �# G��4������
 ,�3� '��������: �� �
=	����� F≤F �
 �� ���
� ��
����
#����&� ������� #��� �� ;��� �����
� �# G��4������
 ,�3� ��� �� ���� �������

�# �� ;��� ��
����: �� z ∈ Z � ���
 �	�� ���� )�.* ����� ��	 #�� ��� J ⊆
{1, . . . , n}� ��&: & �44�� )��* �� F := {ξ1, . . . , ξn} �� ���� �� 0���
� �# ���
zε �	�� ����

{ξ1, . . . , ξn} ∩ [zε] = {ξ1, . . . , ξn} ∩ int [z] = ∪j∈J{ξj}. )�-*

'�
� [zε] ∈ Bcell: & ����� 	4�
 ������
� �� �;
����
 �# I(B) #�� B ∈ Bcell �

�� ���

�
� �# �����
 ,��: ����

I ([zε]) = {i ∈ {1, . . . , N}|ξi ∈ [zε]} = J ∪ {i ∈ {n+ 1, . . . , N}|ξi ∈ [zε]}.
<��#��:

I ([zε]) ∩ {1, . . . , n} = J ∩ {1, . . . , n} = J, )��*

&���� 4������ J ∈ I∗
Bcell

��� �� �;
����
 �# I∗
Bcell

� <��� ���&� �� �
��	���
 F⊇F
�
 �� ;��� ��
����� >�
��
�
� �� ���� �������
 �# �� ���
� ��
����: ��
J ∈ I∗

Bcell
�
� z ∈ Z � ���������: �	�� ���� )�.* ����� ��	� %44���
� ����


)��*: ���� ��� ��
��	����� �� {ξ1, . . . , ξn} �
� �� {ξ1, . . . , ξN}: �
 ��	�� ��
0���
� �# ��� zε �	�� ���� )�-* �
�

{ξ1, . . . , ξN} ∩ [zε] = {ξ1, . . . , ξN} ∩ int [z] )��*

���� ��	 ���	���
�	���� ���� )�-* �� #����&� )��* �� �
 �� ��
� ����� <��#��:
I ([zε]) ∈ ϕ(J) )� )�,** �
�

γJ ≥
∑

i∈I([zε])

pi =
∑

ξi∈[zε]

P (ξi) = P ([zε]) = P (int [z]),

&�� �� ���� =	����� ���� �
 )��*� '�
� z ∈ Z &�� ����
 ����������� �	�� ����
)�.* ����� ��	: ���� ���&� �� �
=	����� F≥F �
 �� ���
� ��
�����

>�������� ,�� �	����� ���� �
 ��
 ����	��� �� �
�0 #����� I∗
Bcell

�� &�� �� ���
	44� ��I��
�� γJ #�� J ∈ I∗

Bcell
: �� ���
 �� �
 (
�&� �� �� Z �# �	44����
�

��



���� &���� �� ;
��� "
��: �� #����&� #��� D;
����
 ,�,: ���� ��� �	44����
�
��� �� �;
� �� �
 s!�	4� {x1, . . . , xs}� >�
�=	
���: �
 ��� 0����� �� ;
��
����� �# ��� s!�	4�� {x1, . . . , xs} �	� �# �� �� R = {ξ1, . . . , ξn}∪{r1, . . . , rs} �
�
���( #�� ��� �# ��� �����: &���� ���� s!�	4� �;
� � �	44����
� ���� "# ��:
���� ��� ��
����	�� �� �� ����	�����
 �# I∗

Bcell
�
� �# γJ #�� J ∈ I∗

Bcell
� "� ����
�

�� �����
 �� ��&� ��I��
�� γJ #�� J ∈ I∗
Bcell

�

����������� �
� +�� �		 J ∈ I∗
Bcell

� ��� ��� γJ =
∑

i∈I pi� �����

I := {i ∈ {1, . . . , N}|ξi
k ≤ max

j∈J
ξj
k (k = 1, . . . , s)}.

�����
 >��4���� �
�����	� �� �� ��������
 �# )��* �
 �� �44
��0: �
 �����
�
����

γJ = min{P ([y])| [y] ∩ {ξ1, . . . , ξn} = ∪j∈J{ξj}}.

D;
 z ∈ Rs �� zk := maxj∈J ξ
j
k #�� k = 1, . . . , s� <�
: ξj ∈ [z] #�� ��� j ∈ J �
�:

��	�:

∪j∈J{ξj} ⊆ [z] ∩ {ξ1, . . . , ξn}.
%��	� ���� ���� �
��	���
 �� ������� <�
: ��� �� ��� i ∈ {1, . . . , n}\J �	��
���� ξi ∈ [z]� J ∈ I∗

Bcell
��
� ���� ��� 0���� ��� B ∈ Bcell &��� J = I(B) ∩

{1, . . . , n}� >�
�=	
���: ξj ∈ B #�� ��� j ∈ J : &���� 
����� ���� [z] ⊆ B: ��
��
���	����
 �# z� � ���� ���� ξi ∈ B �
�: �
�: i ∈ I(B)� H
 �� ���� ��
�:
i ∈ {1, . . . , n}\J : &���� �� � ��
���������
� "� #����&� ����

∪j∈J{ξj} = [z] ∩ {ξ1, . . . , ξn}.
�
�: ��	�: γJ ≤ P ([z])� H
 �� ���� ��
�: �# y ∈ Rs �� ��������� #����� �
 ��
�;
����
 �# γJ : ��
 ξ

j ∈ [y] #�� ��� j ∈ J : �
� ��: [z] ⊆ [y] ����
 �� ��
���	����

�# z� ��&: P ([z]) ≤ P ([y]) &����: 	4�
 4����
� �� �� ��
��	� ��� ��� #����� y:
4������ P ([z]) ≤ γJ � � ��� ��
��	� ����

γJ = P ([z]) =
∑
ξi∈[z]

pi,

&���� 4���� �� �������
 �# �� 4��4������
�

� �������� ��	 �
������� ���
���

<� ��	��� �# �� 4����	� �����
� �	���� �� #����&�
� ����������� �44����� #��
�� ���	���
 �# 4����� )��* �
 �� �4���� ��� �# �� ��� �����4�
�� αBcell

: ���

�� 4����� ���� N : n: s: {ξ1, . . . , ξN} �
� {p1, . . . , pN}1

��



!�"������ �
�

#��� $�&'  � #�� �� ���� �����
	� (c, d) ���� �� {ξ1, . . . , ξN} ⊆ (c, d) , ��

cj := min
i=1,... ,N

ξi
j − 1, dj := max

i=1,... ,N
ξi
j + 1 (j = 1, . . . , s) .

(�	��	�� �� �� R ���� ��#����� ��� ��� ����� rj ��#��� �� �!8�.

)� I∗
B := {∅}, A′ := {∅} ��� γJ := 0 ��� �		 J ⊆ {1, . . . , n}.

.� A := {A ⊆ {1, . . . , n + s}|#A = s}.
#��� $	&' /� A′ = A ��� 
� � 1�� 9$: �	�� ��	�� A = {i1, . . . , is} ∈ A\A′.

)� A′ := A′ ∪ {A} ���
xj :=

{
ξij �� ij ≤ n
rij−n �� ij > n

(j = 1, . . . , s) .

 ���� xj ∈ R ��� j = 1, . . . , s.

#��� $�&' ��#�� � ;������	; ��������
 ��		 [z] ��� ���� z ∈ Rs ��

zk := max
j=1,... ,s

xj
k (k = 1, . . . , s) .

(���' ������ � �� ������ � ��������
 ��		 ��������
 � ��#�����

���� /� �� ��� ��� 
� � 1�� 9":�

#��� $�&' ��#�� J �� �� ��	���� �!$�� �����

J := {i ∈ {1, . . . , n}|ξi
k < zk (k = 1, . . . , s)}.

/� J ∈ I∗
B ��� 
� � 1�� 98:�

#��� $�&' I∗
B := I∗

B ∪ {J}. (�	��	�� γJ ��������
 � )��������� ��8�

#��� $�&' (�	��	�� α :=
∑
i∈I

pi, �����

I := {i ∈ {1, . . . , N}|ξi
k < zk (k = 1, . . . , s)}.

/� α > γJ , ��� γJ := α. <� � 1�� 9":�

#��� $�&' &�� �� ��������	 ��� I∗
B ��� γJ , γ

J ��� �		 J ∈ I∗
B ��	�� ��

	����� �����*���� ����	�� �!0��

"
 �� #����&�
�: & 4��
� ��� 
	������ ��	��� &���� �� ���� �
 � 6������
��� ��4��
�����
 �# %�������� 3��� >���	�����
� &� ������ �	� �
 � ���� +?@
G>� ���	� � ���&� 4������ ��	����
� �# � ��
����� �
���� )&����� �	44��� �
�
4�����������* �!���
���
�� ���	� &��� N = 1000 ������ % ��	����
 �
 n = 50
����� �� ��
������ <� �#� ������� �# �� ;�	� ���	������ �� ����� ���	���

�;
� �
 ).*�

�� �;
����
: ���� ���	���
 ����� �� �� ����� �# �� �����
�� ���	� ����@�
�
�� ������ 4������������ <� ;��� 3- ����� �
 (4 �� �����
�� 4�����������:
&���� �� ���� �
 �� ����
�� �� ���4��
� �� �	� �# ���� 4����������� ��
�
 �
 ���� �� ��( �� ����� ���	� � 4���������� ���	� �� &��� '�
�
��� �# �� ����� �� ����� ��� ����� ��& 4���������� &���� �� �� �# ��� 
�
!
����� -�� ����� ��� ���� 4����������: �� ����� ���	���
 4���� ������ ��� ����

�.



���	� �1 K�	����
 �# � �!���
���
�� ���	� &��� ���� ����� )���
 ��
�* �� ��
����� )����( ��
�*� ?����� �����4�
� �� 4������������ <� �#� ������� ���	������
�� ����� ���	���
: &���� �� ����� ������� ���&� �� ���	� &����: �
 ��
;0� �	44��� �# �� ����� ���	���
: �� ��� �44��0�����
� �
 �� �
� �# �� ���
�����4�
���

�
 ���� 
�� ��� %����	�� �	�� ����� &�	�� � �4����� �
 ��� �# �� �����!��
�����4�
�� αBcl

�������
� �� G��4������
 ���: �� �� �
�	������ ���� #��� �� 4���	�
���� �	�� ���	���
 ��� 
�� � ��
�
�#	� #�� ���� �����4�
�� �����
��� "
��:
�� ����� ���	���
 ����@� � �����!�� �����4�
�� �# αBcl

= 0.90� K�����
�:
���� �����4�
��� ��&��� ��( ���	� ��&
 � �
� �: ���� ���	 �� �����
�� 
��
�����#������� "� ���	������ �� B�� �# F��
�� �����F �
���
� �
 '����
 ���1 �
��	����
 �# �� �	44��� �� �L �# ��� ����� ���� �� � ��	����
 �# �� �����4�
��
&���� �� 
� ��� ���
 ��L� H
 �� ���� ��
�: G��4������
 ��� ���� 	�: ���� ��
��� ���	 �# 0.90 �� �
 	44� ��	
� #�� �
� ���	���
 �# �
� ���� �����4�
��� ��&:
���	��
� �� ����� ���	���
 �
 �� ��� �����4�
�� �
����: ����� �� ��������
������ ���	 �# αBcell

= 0.81: &���� �� ����� #�� #��� �����#������� ?�&��: ���
�� 
� ����
: &�� �� ����� ���	���
 ���	�� � �4����� &��� ��4�� �� �� ���
�����4�
��: 
���� #��� �� ����� �# �� �	44��� 
�� #��� �� �����
�
� �#
4������������ � ���	����� ���� #��� �� (4�
� �� ��� �	44��� �� �� �����
���	���
 �	� �4����@�
� �� 4����������� �������
� �� %�������� 3��� <� ��	���
�
���	���
 �� ���	������ �
 �� ����� ������� �# ���	� �� "� ����@� �� ��� �����4�
��
αBcell

= 0.08: &���� �� �4����� #�� �� ����
 ;0� �	44��� )�# ��	��: �
 ����
���	���
� ����� 0��� #�� � ��B�
� �	44���*� <��� ���	 �# �L �����4�
�� �����
�
�� �L �# �� �����
�� ����� ���������� �� 4��
���� �# %�������� 3�� #�� ��
����
��	����
�

�	������ 04���
�� ���&: ���� �� ���
 B��� �
 %�������� 3�� �� �4
� #��
�� �����
����
 �# �	44����
� ���� )���4��� �� ����: �� ��� ��
�	�� ��

��



�� ���	���
 �# �� ��
�� 4������ �
 �� ���� ��4 �� 
�������*� '	44����
� ����
�� ��
��;� �
 ���� ��������� �� ���(�
� ��� �	���� �# �����
����� s �
 � �� �#
�����
����� n + s� <��#��: �� ���4�0��� �# �� ��������� �� ���
�� �����
�
�� �� ��
����� ��I��
�

(
n+s

s

)
� <��� �	����� ���� �� 4�������� ���	 �# ��

��������� �� ������ �� ����� ���
���
 s �# �� ��
��� �������	���
� �
� ������
�����
����� n �# �� ��	�� �	44��� �� �� ����� n �
� ������ s )�	 �� ��
��
����

(
n+s

s

)
=

(
n+s
n

)
*� H
 �� ���� ��
�: �� ���4	�����
�� B��� �� ���������

��
�� �
 �� �����
����� N �# �� �����
�� �	44���: �� ����� ���	� �# N �� �� �

� 4������

<��� �1 >��4	��
� ���� )�
 ���
��* #�� ��B�
� 4����� 4������� )�� �&�
=	�
����� �����4�
� �� ���
���
� �M, �
� �M3: ��4�������

N = 100 N = 200 N = 300
n = 5 ���3 ! ��3- ��3� ! ���3 ���, ! ���
n = 10 ��-� ! ��� ��. ! ,�� ��- ! ��,
n = 15 ,�� ! ���� 3�� ! ���� -�� ! ,,��

<��� � ���4��� ��� ���4	��
� ���� #�� %�������� 3�� 	
�� ��B�
� 4�����
��@�� %� �
 ��
 �: �� �4
�
� �# ��� �
 �� ��@ N �# �� �����
�� �	44��� ��
������ )��������� ��
��*: &���� �� =	��(�� ���&� &��� �� ��@ n �# �� ��	��
�	44��� �
� &��� �� ���
���
 s� <��� �� 
�� �	�4����
�: ���	� �� �����
����

�# ��� �	44����
� ���� &�� ������ �	� �� ���(�
� ��� �	���� �# �����
����� s �
 ��
�� {1, . . . , n+ s}� H
 ����� &�
�� �# ��� �� � ��� I��
� &�� �# �����
�
�
�	44����
� ���� ���
 C	�� �� ��	� 
	������
� "� ���: ��&��: ���� ��������� ���
�
���
� �	���� �� 4��
���� ��
������ #�� ����@�
� �� 	44� ��	
� �
 �� ���
�����4�
�� ��&
 �&� ���	��� "
��: ����� ���� �� ��� �����4�
�� ���
����
&��� �� �	4��	� �����
� �# �������	���
 #	
����
� )�� E��������� �����
�*�

���	� � 4���� �� ��B�
� �# �&� ������ �������	���
 #	
����
� ����
� ,� �
�
�� �����: ��4������� "� ��
 � ����
�@� �� ��& ��
� ��B�
� ����
�: ��
��0��	� )4������ �� 
�����* �������
 ��� ���	��

��
����: ���	� , ���&� �� ����� �# �� ��
���� �����4�
�� �
 �� ��	�� �# �
#��&��� ������
 4����	� )� %�������� ,��*: &�� �� �����
�� �!���
���
��
���	� ����
� �� ����� �� ��	�� �
 � ��4&�� ��

� �� � ���	� ����
� ��
������ >��4	�����
 ��� &�� ��� ���
���

� �����	��

�����
 8G���# �# G��4������
 ,�39 A� J ∈ I∗
Bcell

� ���������� �� �;
����
 �# ϕ(J)
�
 )�,*: #�� �
� I ∈ ϕ(J) ��� 0���� ��� B ∈ Bcell �	�� ���� I = I(B) �
�

�-



���	� �1 D�B�
� ��&
 �� �������	���
 #	
����
� �# �&� ������ 4����������
���	�� )����
� ,� �
� �� �����: ��4������*�

0

0.25

0.5

0.75

1 0

0.25

0.5

0.75

1

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0

0.25

0.5

0.75

J = I(B) ∩ {1, . . . , n}� <�
: �� �;
����
 �# I(B):∑
i∈I

pi =
∑

i∈I(B)

pi = P (B),

&�
�

γJ = max
I∈ϕ(J)

∑
i∈I

pi = max{P (B)|B ∈ Bcell, J = I(B) ∩ {1, . . . , n}}

= max{P (B)|B ∈ Bcell, B ∩ {ξ1, . . . , ξn} = ∪j∈J{ξj}}
= max{P ([y])|y ∈ (c, d) , [y] ∩ {ξ1, . . . , ξn} = ∪j∈J{ξj}}, )��*

&�� �
 �� ���� =	����
 �� &�� 	�� ���� �� �	44��� �# P �� ��
���
� �
 (c, d)�
A� y(0) � � ��0���@�
� ���: ���:

γJ = P (
[
y(0)

]
), y(0) ∈ (c, d) ,

[
y(0)

] ∩ {ξ1, . . . , ξn} = ∪j∈J{ξj}.

��� t ≥ 0: 4	� y(t) :=
(
y

(0)
1 + t, y

(0)
2 , . . . , y

(0)
s

)
�
� ��
���� �� 
�����
� [y(t)]

�# �� ���
[
y(0)

]
���
� �� ;��� ������
�� �������
� G	�

τ := sup{t| [y(t)] ∩R =
[
y(0)

] ∩ R}.
'�
� �� �
�������
 �# [y(t)] &��� �� ;
�� �� R ����
� ��
���
� #�� ����� t > 0:

�� #����&� ���� τ > 0� ���� y(0) ∈ (c, d): & ���� ���� y(0)
1 < d1 = r1

1: &�
�

��



���	� ,1 D���� �# �� ��� �����4�
�� �
 �� ��	�� �# � #��&��� ������
 4��!
��	��

0 5 10 15 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r1 /∈ [
y(0)

]∩R� H
 �� ���� ��
�: &��� t∗ := d1−y(0)
1 : �
 ��� ���� r1 ∈ [y(t∗)]∩R�

>�
�=	
���: τ ≤ t∗ <∞� � 4	� y(1) := y(τ) �
� ����� ��[
y(1)

] ∩R =
{[
y(1)

] ∩ {y|y1 < y
(1)
1 } ∩ R

}
∪

{[
y(1)

] ∩ {y|y1 = y
(1)
1 } ∩R

}
︸ ︷︷ ︸

α1

= {∪t<τ [y(t)] ∩ R} ∪ Δ1 =
{[
y(0)

] ∩R} ∪ Δ1.

H
� ���: �	 �� [y(τ + t)] ∩R ����
�
� ��
���
� #�� ����� t > 0 �
� �� ��
�;
����
 �# τ : �� #����&� ����

[
y(1)

]∩R �= [
y(0)

]∩R� >�
�=	
���: Δ1 �= ∅: &����

��
� ���� ��� 0���� ��� x1 ∈ [
y(1)

] ∩R �	�� ���� x1
1 = y

(1)
1 �

��&: �
 �� ���
� ��4: & 0�
� �� ��
���	����
 ���� #�� �� ���
� ������
��
�� �;
�
�

y(t) : =
(
y

(1)
1 , y

(1)
2 + t, y

(1)
3 , . . . , y(1)

s

)
τ : = sup{t| [y(t)] ∩ R =

[
y(1)

] ∩R}.
J4�
 ������
� ���� y

(1)
2 = y

(0)
2 < d2 �
� �4����
� r1 �� r2: & ��� �4�� ��

��� ���	�
�����
 �� �#��: �
 ���� �� ���#� ���� 0 < τ < ∞: &���� ����&� ��
4	� y(2) := y(τ)� %� �#��: �� �;
����
 �# τ ����&� �� ;
� ����[

y(2)
] ∩ R =

{[
y(1)

] ∩R} ∪ Δ2 =
{[
y(0)

] ∩R} ∪ Δ1 ∪ Δ2,

&��

Δ2 :=
{[
y(2)

] ∩ {y|y2 = y
(2)
2 } ∩R

}
.

���� �� ��� ���	�
� �� �
 �� ;��� ��4: �
 �
#�� ���� Δ2 �= ∅: &���� ��
�
���� ��� 0���� ��� x2 ∈ [

y(2)
] ∩ R �	�� ���� x2

2 = y
(2)
2 �

>�
��
	�
� �� ��
���	����
 �
 ���� &�� #�� ��� ������
���: & ;
���� ����� �� 4��
��
y(j) �
� xj #�� j = 1, . . . , s: �	�� ����[

y(j)
] ∩ R =

{[
y(0)

] ∩R} ∪ Δ1 · · · ∪ Δj

Δj =
{[
y(j)

] ∩ {y|yj = y
(j)
j } ∩ R

}
(j = 1, . . . , s)

��



�
�

xj ∈ [
y(j)

] ∩ R, xj
j = y

(j)
j (j = 1, . . . , s).

� 4	� z := y(s)� <�
:

[z] ∩R =
{[
y(0)

] ∩ R} ∪ Δ1 · · · ∪ Δs. )�,*

�� �� ��� ��
���	����
:
[
y(j)

] ⊆ [
y(s)

]
�
� zj = y

(s)
j = y

(j)
j #�� j = 1, . . . , s�

>�
�=	
���:

xj ∈ [z] ∩ R, xj
j = zj (j = 1, . . . , s),

&���� ��
� ���� [z] �� � �	44����
� ����

<� 4��� �� ����
�
� �����
�� �# �� 4��4������
: 
�� ���� �� =	������ xj
j =

zj #�� xj ∈ R �
� j = 1, . . . , s ��4�� ���� cj ≤ zj ≤ dj #�� j = 1, . . . , s ���	�

�� ��� ��	
�� �44�� #�� ��� 4��
�� �# R� %���
 �� ��
���	����
: y
(j)
j > y

(j−1)
j #��

j = 1, . . . , s: &���� 
����� ���� zj > y
(0)
j #�� j = 1, . . . , s� ��&: & �;
 � �=	
�

�# ���� [zm] ��

zm
j := zj − 1/m (j = 1, . . . , s). )�3*

"� #����&� ����: #�� m ���� 
�	��: zm ∈ (c, d) �
�

zm
j > y

(0)
j (j = 1, . . . , s). )��*

� ��
��	� #��� )�3* �
� )�,* ����: #�� ��� m ∈ N:

[zm] ∩R ⊆ [z] ∩ R =
{[
y(0)

] ∩R} ∪ Δ1 · · · ∪ Δs.

<� �;
����
 �# Δj ���&� ���� ��� ��
�� �# ���� �	��� ��� j�� ������
�� =	��

�� y
(j)
j = zj� >����
�
� ���� &��� )�3* �����

[zm] ∩ Δj = ∅ (j = 1, . . . , s).

<��#��: & ��� ��
��
	 ��

[zm] ∩R ⊆ [
y(0)

] ∩R.
H
 �� ���� ��
�: [zm] ⊇ [

y(0)
]
�� )��*: �
� [zm] ∩ R =

[
y(0)

] ∩ R� � �����

�� #��� ���� y(0) ∈ (c, d): &�
� ! �� �;
����
 �# �� �� {r1, . . . , rs} �
 )��* ![
y(0)

]∩ {r1, . . . , rs} = ∅� ���� �� ��� ����
�
�: �� �
��	���
 zm ∈ (c, d) �����

����: ����� ���� [zm] ∩ {r1, . . . , rs} = ∅� H&�
� �� �� �;
����
 �# y(0): & ���
��
��
	 ��

[zm] ∩ {ξ1, . . . , ξn} = [zm] ∩ R =
[
y(0)

] ∩R =
[
y(0)

] ∩ {ξ1, . . . , ξn}
= ∪j∈J{ξj} (m ∈ N) . )��*

��



>�����:

int [z] = ∪m∈N [zm] , )�.*

�� )��* ����� ����

int [z] ∩ {ξ1, . . . , ξn} = ∪j∈J{ξj},

&���� �� )�.*� ��
����: )��* �
� �� �
��	���
 [zm] ⊇ [
y(0)

]
��� ��

γJ ≥ P ([zm]) ≥ P
([
y(0)

])
= γJ (m ∈ N) ,

�
�: ���	���� =	����� ����� ��	 ��� '�
� [zm] �� �
 �
�����
� �=	
� �# ����
�
 �� 	
��
 )�.*: �
 ��� ����

P (int [z]) = P (∪m∈N [zm]) = lim
m→∞

P ([zm]) = γJ �

�,
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