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� ��������"����

���� ��	 $��������

C� �� � 
�� T 
� �� ��*���� � �����! ����
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"������ |v − p| ≥ lfs(v) $����� p �� ���F���
 ��
" 
"� ��!���
 �� ����
 �� �"��" v
����%�
�� 
"� ��������!� �� �+����� 
"� ����� �"��� ��
" v ��� p ��� �����
��  ��
����� �"� ��
�
���

p ≺ v ����� p �� �����
�� ������ v�
5����� v �� ����� �� ��� ��
 s �� 
"� ��!���
 �� �"��" v �����

�������� 
��	 ��������	
�
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vqs

fp

v

e

q

p
s’

s v

e

q

p

s

f

-	���
 0" �����

 v 	
 ����� �� �.) vp 	
 ��
 
����

� 
��
 ����
��
� �� v) q 	���
����

 ��
 ��

	��

�����	�� �� ��
 ���
�� �� v"

$�% 5����� p �� ����� �� ��� ��
 s′ �� 
"� ��!���
 �� �"��" p �����

$��% s ��� s′ ��� ���������
� �� p ≺ v� 
"�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �
"�������
|v − p| > α2H(v)�

$��% s ��� s′ ��� ���F���
� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$��% s ��� s′ �"��� � ������ ����
  ��
�+ e $��� 8�!� 4 ���
%� ��
 θ �� 
"� ��!��

������ �� s ��� s′� ��
� θ < 90◦ $����� p �� 
"� ������
  ��
�+ 
� v%� �"��
|v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥ |v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$)% 5����� p �� ����� �� �) ��� ��
 f �� 
"� ����
 �� �"��" p �����

$)�% s ��� f ��� ���F���
� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$)�% s ��� f �"��� ��� ������ ����
  ��
�+ e $��� 8�!� 4 ������%� ��
 θ �� 
"� ��!��

������ �� s ��� ���� ��!���
 eq� ��
� θ < 90◦� �"�� |v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥
|v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$)�% s �����!� 
� f $��� 8�!� 4 ��!"
%� >������ p ≺ v� �"�� p ���� ��
 �������" ���� 
"�
�����!���
 �"��" v ����
�� "���� |v−p| > |v−pv|� /��� �� 
"�� �� ��
 �������� �����
pv �� ������ 
� v 
"�� p ��� :� 
"�� �������� 
"�
 v ≺ p� �"�� |v − p| > α2H(v)�

$4% 5����� p �� ����� �� �4� >������ 
� 
"� ���� �� $)�%� ���� v ≺ p �� ��������� �"��
|v − p| > α2H(v)�

8�� 
"� ��+
 
"��� ������ $0% # $-%� �� ������ v �� ����� �� �)� ��� ��
 f �� 
"� ����
 ��
�"��" v ����9

$0% 5����� p �� ����� �� ��� ��
 s �� 
"� ��!���
 �� �"��" p �����

$0�% s ��� f ��� ���F���
� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$0�% s ��� f ��
�����
 �
 �+��
�� ��� ����
  ��
�+ e $����� 
� 8�!� 4 ������� ���
�" 
"�

����
���� �� v ��� p%� 
"�� ��
 θ �� 
"� ����
 ��!�� ������ �� s ��� f � ��
� θ < 90◦

� ��� |v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥ |v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�
$0�% s �� ���
 �� f $����� 
� 8�!� 4 ��!"
� ���
�" 
"� ����
���� �� v ��� p%� �� p ≺ v� 
"��

|v − p| ≥ |v − pv| > α2H(pv); �
"������� 
"��� �+��
� � q ∈ s� ���" 
"�
 q �� ��
"��
�� ����
  ��
�+ �� q ≺ v $��� �����%� 
"�� |v − p| ≥ |v − q|/

√
2 ≥ |v − pv|/

√
2 >

α2H(pv)/
√

2�

��� �� �"�� 
"�
 
"�  ��
�+ q �+��
�� �
 ��� �� ����� �� 
"� ��������! �
���
� � �������9
���
������ i := 0� q0 := p; $�% ��
 qi+1 �� 
"� �������
 �� 
"� �����!���
 ����
 �� qi �"��"
�� ������ 
� v; �� qi+1 �� �� ����
  ��
�+ �� qi+1 ≺ v� 
"�� ��
 q := qi+1 ��� ��
���;
�
"������� ��
 i := i + 1 ��� !�
� $�%� �"� �
���
� � ������� ���� 
������
� ����� �� "�� �
������
� "�!"�� 
"�� �)�

�������� 
��	 ��������	
�



�,�-.�/% .%. �%�� #%+%0�.�1+ "2 �1+�.0��+%, ,%3�4+�2 0%5�+%�%+. =

$<% 5����� p �� ����� �� �)� ��� ��
 f ′ �� 
"� ����
 �� �"��" p �����

$<�% f ��� f ′ ��� ���������
� �� p ≺ v� 
"�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �
"�������
|v − p| > α2H(v)�

$<�% f ��� f ′ ��� ���F���
� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$<�% f ��� f ′ ��
�����
 �
 �� ����
  ��
�+ e $����� 
� 8�!� 4 ������%� ��
 θ �� 
"� ����


��!�� ������ �� ���� ��!���
� ev ��� ep� ��
� θ < 90◦� ��� |v−p| ≥ |v−e| sin θ ≥
|v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$<�% f ′ ��� f ��
�����
 �
 � ������ ��!���
 s� ��
 θ �� 
"� ����
 ��"����� ��!�� ������
�� f ��� f ′� ��
� θ < 90◦� 	���! 
"� ���� ��!����
� �� ���� $0�%� 
"��� �� � q
�� s �"��" �� ��
"�� �� ����
  ��
�+ �� q ≺ v� ��� |v − q| > α2H(pv)/

√
2� �"��

|v − p| ≥ |v − q| sin θ > α2H(pv) sin θm/
√

2�

$-% 5����� p �� ����� �� �4� �� p ≺ v� 
"�� ��
 q ∈ f �� ��
"�� �� ����
  ��
�+ �� p ≺ v $���"
q ��� �� ����� �� ����! 
"� ������� �
���
� � ������� �� ���� $0% ��� 
"� ���
 
"�
 �)
"�� � "�!"�� ������
� 
"�� �4%� �"�� |v− p| ≥ |v− q|/

√
2 ≥ |v− pv|/

√
2 > α2H(pv)/

√
2�

�
"������� v ≺ p� |v − p| > α2H(v)�

5����� v �� ����� �� �4� �� p ≺ v� 
"�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �
"������� �� "� �

"� ��������! �����9

$3% 5����� p �� ����� �� ��� ��
 s �� 
"� ��!���
 �� �"��" p ����� >������ 
� ���� $0%� 
"���
�� q ∈ s ���" 
"�
 q �� ��
"�� �� ����
  ��
�+ �� q ≺ v� �"�� |v − p| ≥ |v − q|/

√
2 ≥

|v − pv|/
√

2 > α2H(pv)/
√

2�
$'% 5����� p �� ����� �� �)� ��
 f �� 
"� ����
 �� �"��" p ����� >������ 
� ���� $-%� 
"���

�� q ∈ f ���" 
"�
 q �� ��
"�� �� ����
  ��
�+ �� q ≺ v� �"�� |v − p| ≥ |v − q|/
√

2 ≥
|v − pv|/

√
2 > α2H(pv)/

√
2�

$=% 5����� p �� ����� �� �4� �"�� |v − p| > α2H(v)�

:� "� � ��� �"��,�� ��� ����� �"��" ��� ����� ��� v ��� p� �� ���" ����� |v− p| �� ���!�� ��
�7��� 
� ��� �� 
"� ������� ������ α2H(v)� Cα2H(pv)� �� lfs(v)� �"� �������
  ���� �� 
"�
����
��
 C ������� �� ���� $<�%� ������� C = sin θm/

√
2�

8������� �� ��� ������� R1 �� R1∗ �� ���" �� 
"� ��� � ������ ��� 
"� ������ �� ��
 �"��!��
�"�� ���7����
� $�% "���� ��� R1∗ �� �����

>���� H() ��� lfs() ��� ������ ����
� �� |v−p| ���� ��
 �� ���� �� ���! �� α2 > 0� �"����� ��

"�
 !�����
��� 
"� 
������
��� �� 
"� ��!���
"�� �� � �����
 �����7����� �� ����� ��


������ �	 ��	 ��������� �	������	� �� α2 > 0�

%��� ���������	
 �	������ ����	���

B� ����! R1∗ ���
��� �� R1 
� ����
 �������"�� ��!���
�� �� �"�� 
"�
 
"� �����
��! ���"
��� �� !�����
��� 
� "� � ����
������ �������� ������
��


������ 
	 ��	�	 	"���� � �������	 �������� DS* ���� ���� ��� α2 ≤ DS*  � �	�	��	
�� �����
R1∗ �� ����� 	�������	
 �	��	���* ��	 ��� �������		 ���� ��� �� �	��	��� ��	 ��� 	�������	
*
���� ��	� ��	 �	������ �	��	����

�������� 
��	 ��������	
�



�A ��+# ��

������ ��
��� 
"�
 �� 
"� ����
#�����
��! ���� �� �!������ 
"�� 
"� �����
�� �������! �� R1∗ ����

������
� ��� ��� �������"�� ��!���
� ���� �� ����
 &44(� �"�� �� 
"� �����
��� ������� �
��� 
�
��� � 
"� 
"������ ��
 
"� ����
#�����
��! ���� ������ �����
 
"� ����
� !�����
�� �� R1∗�
��� ���� 
"�� ��� �� �������"�� ��!���
� $�� �����!���
�%�
8�� �� �������"�� ��!���
 S0� �"��� �������
� ��� a ��� b� R1∗ ���� !�����
� � ����


v ∈ S0� ��� ��� �"���� � ����
��
 DS0 � ���" 
"�


DS0 < min{ |a− v|
H(a)

,
|v − b|
H(b)

}.

�"��� �� 0 < α2 ≤ DS0 � v ���� �� �����
�� ��� S0 �� ����
 ��
� 
�� �����!���
�� >��������� ���
��� �������"�� ��!���
 $�� �����!���
% Si� ��� ��� �"���� � ����
��
 DSi � ���" 
"�
 Si ����
�� ����
 �� 0 < α2 ≤ DSi � :� 
"�� ��� ���� � *��
� ��
 �� ����
��
� {DS0 , DS1 , · · · , DSm}� �"�

"����� �� ��� �� �� �"�����! DS = min{DS0, DS1 , · · · , DSm}�

���� ��� ��!���
� ��� �������� $
"�� ��� ���� �
���!�� �������� ����� 
"�� ��� ��

�������"�� ����%� 
"� �+��
���� �� � 
�� �� !�����
��� &�0(� 5 
�� ��� �� ����
���
��
�� ����! 
"� ����
 ���� ��� ��!���
"� �� &44( �� 
"� G�� ��!���
"� �� &�3(�

%�%� ,	�� -������

�� 
"�� ���
���� �� �������� 
"� ��
��
 ���" 7����
�� ��� !��� �� 
� �"�� 
"�
 
"� ��!���
"�
�� ���� 
� ����
� � ���" ��
" ���
 �� 
"� 
�
��"���� "� ��! 
"��� ������#��!� ��
�� ��������
�"��� ���� � ��� ����#7����
� 
�
��"���� ������ �� ���� ��*��� ����
�����
:� ��� � 
�
��"����� �� ������ �� �
� ������#��!� ��
�� �� ������� 
"�� B� 5  ��
�+ v �� ������

����� �� 
"��� ��� 
�� ��!���
� �� � ��!���
 ��� � ����
 ��
�����
��! �
 v ������! �� ���
�
��!��� 5 ��!���
 s �� ������ ����� �� �
 ���
���� � �"���  ��
�+ �� �� 
"��� ��� 
�� ����
� �"����!
s ������! �� ���
� ��"����� ��!��; � ����
 f �� ������ ����� �� �
 ���
���� � �"��� ��!���
 ��

"��� �� ���
"�� ��!���
 �� ����
 ��F����
 
� f ������! �� ���
� ��!�� �� ���
� ��"����� ��!���


������ �	 (�����	 ��	 .������  ���
 B �� ����	� ���� 2 ��
 ��	 ���������	
 �	������
����	��� �� ��������	
� ��	� ��	�	 	"���� � �������� DQ* ���� ����* ��� α2 = DQ* ��	 ���	����
�	����	
�� ���	 � ��
���#	
�	 ����� �����	� ���� B� ��	 �������	��	� �� ��� ������ �	����	
���
�� !����� � 
������	 ��

√
2α2H(p) ���� p* !�	�	 p �� � ����� �	��	" �� � �	��	" ���	��	
 �� �

����� �	��	�� �� � ����� ���	��

������ �� 
"��� �� �� ���
� ����
 ��!�� ��� B > 2� 
"�� 
"� ����� �������� ��*�����
 ��!���
"�
!�����
��� 
"�
 
"� ���
���� ��
���� ��� ��
��
  ��
�+ v ��� �
� ������
 ���!"��� �� �
 ����

lfs(v)
D+1 � �"��� D > 1 �� � *+�� ����
��
 $�"����� - �� &�4(%� ��� 
"����� ��� �� ��� �� �� DQ

�� �"���� ��2����
�� ����� ���" 
"�
 
"� ���7����
�

DQ <
lfs(v)

H(v)(D + 1)

"���� ��� ���" ��
��
  ��
�+ v� ����� 
"� ���
��
��!#���� �� v �� ������ ���
� ��� �� ��
��
!�����
��  ��
�+ ���� �� ��F��
���
��� �������� 
"� ���� �"��� 
"��� ��� ���
� ����
 ��!���� �"� 
"����� ��� �� ��� �� �� �

H��� 
�
��"���� �������
���I ���������� >���� 
"� ����
������ �������� ������
� �� ��7������
���� R1∗ �� ���� ���
��� �� R1 �� 
"� ��������! ���� �� 
"� ��!���
"�� 5
 
"� ���
������
����

�������� 
��	 ��������	
�
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 t ∈ Φ1 ��
��
� 	� �
��	�� �� ) ��
 ��

 �� ��
 
*	
�
��
 �� �� 
�������
�


��
��" ��
 ��	����
 abc 	
 � ���
 �� t ��� �	

 	�
	�
 � ���
� F " C ��� ct ��
 ��
 �	�����	���
 ���
�	�����
��
� �� abc) �

�
��	!
��" de 	
 ��
 

��
�� �� F $�	�� 	
 ���� 
�������
� ���� ��� !	
	��

�� a" 
��
�3 ��
 ��

 t ∈ Φ4" ��
 �	�����
��
� cs �� s �	

 	�
	�
 ��
 ����
��	�� ���� �� p) ��
 �� ��



����	��
 �� s"

�"���� 0 < DQ0 ≤ DS ��� ��� 
"� ��!���
"� ��
" α2 = DQ0 � �"� ��
��
 ���" ���
���� �,����

�
��"���� $�
"������ �� ��� ����%� ��
 t �� ���" � �,���� 
�
��"������ ct �� �
� ���������
���
t ��� �� ��
�!������ ��
� ��� �� 
"� ���� ��
� Φ1, ..., Φ4� �"��" ���9

• Φ1 ���
���� ��� t ���" 
"�
 
"��� �� � ������ �� t �������"�� ���� �
 ����
 � ��!���
 ��
� ��������

• Φ2 ���
���� ��� t ���" 
"�
 ct ���� ������ 
"� ���" ��� ���� ��
 �������" ���� ���
��!���
 �� ��������

• Φ3 ���
���� ��� t ���" 
"�
 ct �������"�� ���� � ��!���
 $�� � �������% �"��" �� ���#
�"����

• Φ4 ���
���� ��� t ���" 
"�
 ct �������"�� ���� � �"��� ��!���
 $�� � �"��� �������%�


������� � 
�
��"����� t ∈ Φ1� ��
 v �� 
"� ������ �� t� ��� ��
 s �� 
"� ��!���
 $�� �������%
�"��" �� �������"�� ���� �� v ��� s ��  ������ �� v $��� 8�!� 0 ���
%� s �� ���#���������!
��������� ��� s �� ��
 ����
 ������� 
"� ����
 cs !�����
�� �� R1∗ $�� R2% �� ��F��
�� �� 
"�
����
#�����
��! ����� ����� cs ���� ������ �
 ����
 ��� �� 
"� ���
��
��! ����� �� �
� ��������

t ���� �� �������
�� �� s �� ����
� �"�� ��� �� ��"�� �� �� �"���,��! 
"� ���
��
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