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�� Ω �� � ������ ��� ������� ������ �� R
3 ��� �� ∂Ω �� � ��������� ������ ������������

�� �� ��������� ����� ∂Ω �� � �� ��  ������ �� R
3 �!�"�� ��" � �� �� ���#�������!
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��������� T �� ∂Ω �� � ���"����������� ��
��  ������ �"��" ������� "� ��!���� ��� ����� �� ����� �� ���������� T �� � ���������	
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��������� $
��% &�'( �� "� �������� �������� &)( �� ����*�� � ����"��� ��
T �+��� �� "� ���!"���"��� �� "� ������ 
��� ����� ���� ���� ��������� �� ��������
���"������������ �"��" ��,� "�� ������ �� ���� ����+� &�'(� � �� ����#,���� "� �
���������� ���"����������� ��� �� �+�� ��� �� �������� ����"����� &�� )-( ��� "�
������� �� �������! �"�"�� �� �� � ����"����� "�� � ���������� ���"����������� ��
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��� ��� !�������� �� ����#����� �� ��������� ��������� �� �"������ ������ ����� ��
������ ��6������� �7������� ��������� ��"��� ��,� *��� ������ ��� *���  ����� ��"���
"� � ������� ������� �� "� ���"�� &0� �-(� �"� ������ �"��� ��� ������ ������ 7�����
��������� ��!� ��" ������ � "� ����� ���� $"� ���!�� ��!� �� ���� �� "� �������� ��
�� ������%� �� ����� � ������ "� ������ �� "� ������� *��� �� ���� �� � ������ "�

.	 ���� "� ���� �� "� ���" �"���� �� ����� ����!" �� ������ �"��� "� ������� �� ��
!������ �"��!�� �������� ��� �� ������ �� �������� �� "� ��� �� "� ��!���� 	������� � 
�� ���
������ ���� �����#�"���� ���"����� ��� "� ������ �� ����� $"� ��!���� �� �������% ���
�� ����2������ ������ /���� ��" "� 7����� ��� ���" ���� �� � 
�� ��� ���� ����� ��!
�� ����� � ��� "� ����� ��7���������

5���� � ��������� ��"��� �"��" ������� ���" !��������� ��������� �����+�������
������ ����� ��� ��!� ��� ����� �������� ��� �6��� � � ��� � ������+ ��������� �� ��
����� � ��������� �� �"��" �� �����+����� ������� �� ������� ���������� "� �������
���" ���� �� � ���!�� ���� �� ������� ������� ���� "� ������� �� "� ��� ���� ���� "���!"
�� ����� �������� � �� ��� ����� � �������� � ����� �������� $�� ������ ����� &3� )4(% �
������� "� ������� ���� ������ �� "� �������� 8�� �+������ "� ������� �����*�� "� ��������
�� ���������� ���" ���� � ��� ���� �� "� �������

�"� "���#����������� �
�����	 �	�� �	��	�	�� ������� ��� �� ��������� �� �������9 !� ��
� ���" ������ Ω �� R

3� "� �������� ���������� ���"����������� T �� ∂Ω� ��� � �����!
������� H ��*��� �� Ω� *�� � �� �� ��������� ����� "� ��*��� T � ���" "� ��� ���"����
�� "� ��*��� ���" "� � � 7����� ������� ��"�� ������ ������� ��� "� ���" ���� ��������
� H � �� "�� ������ �� ���� � ������� ���� �� "� !������ ������� �� �������! "� T �� �

��� :� ����� � ��� ������� �� ��� �	��	�	��� �"�� ������� �� ��� ��� �� �� ������9
$�% � �+��� ��� ���� ���, �� 
��� &�3� 44� 43(; ��� $)% � "� � � ����� ��� �2����
��"�� � ��*�� ��� 
�� ��� � ��� ��������� ��� ����� � ��������� ���������� $��
�+����� �� �"��� �� 8�!� �%� ��,� ��� �"�� ��*����� ��"���� 
�� ��*����� ���� ��
!������� "� ���� �� �� ��� �����#�"���� �������� �"�� � ���������� ��" ���" ����"��!
�� ���������� ��� �� ����������

���� ��	����� ����

�"� �������� ��*����� ��"��� ��������� �� 
"�� &<� -(� ������ &=(� ��� >"���"�, &�4(
��� ���� ,���� ��� "� ��! "�������� !�������� �� "� 7����� �� ���" �������� ?���� ���
"� ���� !���" �� "� �������! ���" �� � 1�����@ ���!���� �"�� ������� �� �+������ ������ ���
*���  ����� ���"�� &�)� )0(� �� "��� ����������� ���� ��� ����� �� �����#�"���� ���"�����
�� ������ ����	�� $� ��� �� "�� �� �"�� ��!�� �� ������ ����  �����%� ��� ��� � �� �"� ���"
���������� �� ���������� ���� � ���� � ��� ��� &�=� )�� ))(� �"� ���� �������� �!���� "�
���!���� �� "� ����� ��"��� �� "� �� ���� ��!�� �"���� �� ������� "�� 90◦� �"�� ��������
�� �� ��,��� � �� ����*�� �� ��� �� "� �������� ��������� ?��" ���, &�<� )3� )A( "�� !���
��� ���� ��! "� ����������� /��� ��� ��� �� "��� ��"��� ��� �� ����� �� ����� "�� ��
�� ����� � ������ ��� �� �������� �����! ��������

�"� ��!���"� �� ?����� � �� &�)( *��� � ����#������ ���� �� ���������! � "� ������
�������� �� ��"���#���,��!� "�� ����!����� "� ���� �� ����! "� �������� ���������
�������� ���� � �� &4)( ����!��� �  ����� ���"��! ��!���"� �"��" !������� ������� "�
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������� ��� "� �������� �� "� ������ ����! � ������� �������� ��*����� ��"���� B�"
��!���"�� ������ ����#��*��� �����! ��������� /��� ��� "��� ��"��� ��� �� ����!���
��� ��*���! 
���� �"� ������ ����!������ ���� �� ������ �������� ���� ��� "�� "�
���������� "� � � �� �������� �� "� ��*������

5��"�� ����� �� ��*����� ��"��� &�A� ��(� ��������� ���� �� ��!�������!� ���,� ��
�� �"����9 $�% ���� !�������� ����! "� !� �� �����! ����������� ��� $)% ���� ��������
��������! � "� �������� ��������� �� ��� $)%� ���� !������� ����� ��� �� ������� ���
� "� ��������� � "� �+����! ������ �"�� �������" �� ���� � 7���,�� !������ � ������
�� ��������� ����� ��� ��� �� ������������ ������� 8��� "� "�������� ���� ��  ���� "��
�������" ���� �� !������� ���" 7������ � "����������� ������ �� ���" �����������

�"��� ��� ���"����� ���" !�������� ��"��� ������� ����� �� ���" ����"��! ���
���������� &)<� 4A� 4�(� 5����� � �� �� ��������� ����� "�� ���� !������� ������ "� ���"
������� "� ����� ���� �� "��� ��"��� �� � �������� � ���"#�������� ����!� �������� ���
"�� �������� "� ������� �� �"��!��! ��" "� ���� �������� ��� ���" ������� ��� �"�
!������� ���" ������� ����#�"���� ���"����� /��� ��� "� 
.	 ��� �� "��� ��"���
������� ����������� �� "� ������ ��� "� ������ �������� �� "� ������ �"�� ��� �������
�� � ��� ��� �� ���" ��*����� � ����� � "� *��� ���" 7������

���� ��� ������ �����

�� "�� ������ � �������� ���" ��*����� ��!���"� �"��" ������ �� �� ���� ��� ����
���, &=� �A� �4� 4)( �� ��������� �"�� ��!���"� !������� �� �������� ���" ������������! �
� �����! ������� H �"��" ��� �� ��"�� ����#�����*�� �� ����������� ���� ��� �� � ���"����
"� 
�� �� ��*��� ������������ �� ������������ �������! ����� ��� �� 5 ���" ���� � ���
���� v �� !������� �� "� ����� �������� ��*����� ������ v �� ������� ���� �� "� ����� ���"
�� ������ ��������! � H � �"� ������� �������� �"�� �� ��� ���� ��� �� �������� ���
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��!���"� ��,�� �� ����� ����� � �� "� ����� �������� ��*����� ��!���"�� &=� �4(9 $�%
� "�� �� ��������� �� "� ���� ��!�� �� ������ ���" 7����� ��� ���� �� !��������; ���
$)% � �,�� � ����#��*��� �����! ������� ��� ������� �"��" ������� "� ���" ������� �����
�����*� ��������
��� �������� �������"�� �� ���� �� ���!�� �� "� ��!���"�� C��� ���" 7����� ��

!�������� �� "� ���, �� "� ������� �"� ��������! ���#7����� ���"���� ��� ����#������ ��
"� ���!"���"��� �� ����� ���� ��!���� B� �������! ���� ����"���� �� "� �����! ��������
!��� ���" ��������� ��� �� ������� �� ����� �"� ���������� �������� ������� �� "�
!������� ���"�� ��� �� �������� �� �������! "� ��!��� ������! ����� ��������� �� &44(�
�"� ��������� �� "�� ����� �� ��!������ �� �������� �� >����� )� ���� � ����� �� ��� �� ����

����� ��*������ �� 
���� "� �������� ��!���"� �� ��������� �� ������ �� >����� 4� �� ��� ���
"�������� �������� ��!�����! "� ��������� �� ���" 7����� ��� ���" ��������� �� ���
��!���"�� >����� 0 ��������� ���� �� ���������! �����! ��������� �"��" ������� �����������
���� ��! � �����! �������� ��� "� ��� �� � ���,!����� ���"� �� >����� <� �� ���������
 ������ �+������ ������������! � ��� ��������� :� �������� ��" ���� �����,� ��� �������
���� �������� ����� ����� ������

)� 
��>��5��D� �D�5	�5E �D8��D?D��

�� "�� ������� "� ��!���"� ��� ��*���! 
��� �� ��������� � ��"� �� ��,� "� ��������
��*����� ��!���"� �� >"���"�, &�4(� ���� � *��� "� �����#�"���� ���"���� ��� ���������
"�� �� �������! "��� ������������� /��� ��� "� �������� �� ������������ �� �������� ��
"� ����� ���" �����! ���������� �����*�� �� ����� :� ����� � "�� ��!���"� �� ���������	

�	������ �	��	�	���

���� �	��������

�"� �������� �� "� ���" ������ �� ���������� �� � ��	�	!��	 ���	�� �����	" X &�)(� �����
X �� � �� ��  ������ �� R

3� �!�"�� ��" � �� �� ��!���� ��� ���	�� $��� 8�!� ) ���%� ���
��!���"� �,�� � 
�� T �� X �� ����� �"� ��!���� ��� ����� �� X ��� ���������� �� �
����� �� �� �	��	��� ��� �� ���	� �� T $��� 8�!� ) ��!"%� 5�� ���"����� τ �� T �� ���������	

�	������� ����� "� ��������"��� �� τ �������� ��  ���+ �� X "� ��  ������ ���� "� ������ ��
τ � "� ���� ����� �� ����,�� �� "� �����!���� ��� �������� �� X &�'(�
�� H : X → R

+ �� � ����� �������� ���" "� ��� ���" ���� p ∈ X � H(p) �����*�� "�
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������� ���!" �� ��!�� ��������! � �  ���+ ������� � "� ������� �� p� H �� ��������� �� "�
��!� ���!" ���� ��  ��� ��" ������ � "� ��������� � p� �"������� � �� ������������ �� "�
����� �� "�� ������ �� ������ H �� ��������� 5� ����� �����! ������� �� ��*��� �����������
� ��� ���� �� X � �� �������� � �� ���� ��� ����� � �����+���� H �� � ������� �������
�����*�� � ���� ����� �� X � "� ���� �� �"�� ����� �� ������� �� ����� �� ������������
�� t �� � ���"������ r "� ������ �� "� ��������"��� �� t� l "� �"���� ��!� ���!" �� t�

�"� ��
���#	
�	 ����� �� t �� ��*��� �� r/l� 5 ��!���� ���"����� $�"��� ��� ��!�� "� � �7���
���!"% ��������� "� ����� �"��" ��

√
6/4 ≈ 0.612� B���� �"���� ���"���� $��!�� ��������

���!��� ��% ������� "� � � ���!� ������#��!� ����� �+��� ��� ��� �"��" ��� "� � ����� ��
����� ��

√
2/2 ≈ 0.707� �� "�� ������ "� ������#��!� ���� �� �� � ������ 7����� �������

��� ���"����� �� ��"������ ��� � "�������� ���� ��  ���� � ��� �� ������� �� �������� "�
������#��!� ���� ����� � �� �������� �� ���� 7����� �������� ���" �� ����� ����� "�
���!�� ��"����� ��!��� ���
5 �����!��� �� ������� ��� "� � ��*����� ���� ��������"���� �� R

3� /��� ��� �� �������
��������"��� $���� "� �������� ��������"���% �� ���7��� �� "� ����� �� "�� ������ �� �����
��� "� ��� ��������"��� � ���� "� ���7�� ���� 5 �����!��� �� � ������� �� ���� � ��
	�������	
 �� �  ���+ ���� ������ �� �� �� ��������"����

���� ��	 $��������

C� �� � 
�� T � �� ��*���� � �����! ������� H � � ������#��!� ���� ����� B� ��� ��
��������� α1� α2� "� ��!���"� ������������ ���� ����� ��� T ��� ������ T ��� �
��*��� ���"�
5 ���" ���� � ��� ���� v �� !������� �� "� ����� �������� ��*����� ��"���� ���� v ��

����� �� "� ��������! "��� �����#�	�	������ ���	��

R1 �� � �����!��� s �� �������"��� "�� v �� "� ������� �� s�
R2 �� � ������� f �� �������"��� "�� v �� "� ����������� �� f � /��� ��� �� "� �"���� �� v

�������"�� ���� ���� �����!����� "�� ��F�� v� ������� ��� R1 � *�� � v �� ��� ��
"� �������"�� �����!�����

R3 �� � ���"����� t ����*�� ��� �� "� ��������! �� ������ R3.1 �� R3.1� �"���9

R3.1 t "�� � ������#��!� ���� !����� "�� B�
R3.2 "��� �� � ������ p �� t� ���" "� α1H(p) < r� �"��� r �� "� ������ �� "�

��������"��� �� t�

"�� v �� "� ����������� �� t� /��� ��� �� "�� �"���� �� v �������"�� ���� ���
�����!��� �� �������� "�� ��F�� v� ������� ��� R1 �� R2 � *�� � v �� ��� �� "�
�������"�� �����!���� �� ���������

���� "� ���� v �� ������ "� �����#���	����� ���	 ������� �"�"�� �� �� v ��� �� �������
��� "� ���"� �� P �� � �� ��  ������ �������� �� �������9

• �� v �� ����� �� R1� "�� P ������� �� �������� �� s�
• �� v �� ����� �� R2� "�� P ������� "� �������� �� �������� �"��" v �� ������� �
�����

• �� v �� ����� �� R3� "�� P ������� "� �������� �� ���"���� �"��" v �� ������� �
�����

�������� 
��	 ��������	
�



- ��+# ��

�"�� v �� ������� �� α2H(p) < |v − p| ��� ��� p ∈ P � �"��� | · | �� "� D�������� ��������
�"������� v �� �� ��������
�� v ������ "� ����#�������! ����� "�� � �� ������� ��� "� ������ ���"� ��� "� �����

���" �� v �� �������!�� ��������! � "� �������� ���������
������� R3.1 ��� �� t "�� ��� 7������ ��� R3.2 �"��,� "� H#��������� �� "� �������

�� t� R3.1 "�� ������� "�!"�� "�� R3.2� "� ��� R3.2 �� ��!!���� ���� �� ��� ���"���� "� �
������#��!� ���� ���!�� "�� B�
�� "� ����#�������! ����� �� v �� ����� �� R1 �� R2� ���� "� �������� �� "� �����!���

�� �������� �� "� ���� ���� �� �"��" v ���� "� � "� ��!" � ����� �� ��F�� v� � �������
"� v ��� ��  ��� ����� � ���� �+����!  ������ �� ���� �� H � ����� "��� �+�� � ���� p �∈ P �
���" "� α2H(p) > |v−p|� /��� ��� �� ���� �"�� �� "� ��+ ������ "� "� ������� |v−p|
�� ������ ������� �� � ������ ���� "� ������ �� � �������! �����

��%� &	���� '��#�	������ (	��	���

C��������� "� ���" !������� �� "� ��� � ��!���"� ��� �� �� � 
��� 5 ���#��������
�����!��� ��� �� !� ���� ��� � "� ����#�������! ����� >��" �����!���� ��� �����
���� ������� ����� �"��" ��� ��" ������� ���#�������� ��� ��G��������
:� ��� ����� "� ������! ��� �������"�� �����!���� �� �!�����! "� ����#�������! ����

�� "� ���� �� !������� �� R1� "�� ��� ���#�������� �����!���� ���� �� ����� /��� ���
"�� ������ �������" ���� �� ������� �� "��� ��� ���� ���� ��!���� 8�� �+������ �� ��
��!���� ���� �� ��!�� ������� "�� 90◦� "�� �������! � ���� �� ��� ��!��� �� R1 ���
����� ���"�� ��!��� � ������ �������"��� �"� ������� ��� �� ������� ���� ��� :� ����
� ���� � ������� R1 �"��" ��� !������� ��" "� ���� �� ��� ���#�������� �����!���� ���
"� ����������
�� &44(� � ������ ��!��� ���� ��� ��!���"�� �"��" ���� � �� �� ��!��� ������! ������

�� ��������� ��� ���������! 
���� �"� ��!���"� �,�� � ��������� ������ ������+ X �
������������ ����� ���#�������� ��!���� �� X ���� ��� �����!���� �� X ��� ���������
�"� ��������� �� "� ��!���"� �� !��������� �� "� ��������!� �� ������� � ��� ���� R1∗

��� ��������! �������"�� ��!���� �"��" ���� "��� ��!��� ������! ������

R1∗ �� � ��!��� s �� �������"�� �� � ���� ��� �+����!  ���+� "�� v �� ����� �� ����! ��� ��
"� ��!��� ������! ����� �� &44(; �"������ $s �� �������"�� �� � ��F���� �����������
�� �� �������"�� ������� �� � ��� 7����� �%� v �� "� ������� �� s�

� ���� �� �"��� �� "� ��+ ������ "� �� R1∗ �� ���� ������ �� R1 �� "� ��� � ��!���"�
��� "� ����#�������! ���� ������ "� ����� !������� �� R1∗ �"��� �� "�� ��� ���� �
������ ���#�������� �����!����� "�� "� �����!���� �� "� ���� ���" ��� �������� ���
"� ���" �� �!��� � 
���

4� 5�5�E>�>

�"� ������ ���� �� "� ��!���"� �� "� ��������!9 ���� ������ � ���� �"�� "� ����� ���"
�� "� ���� �� ������� �"� ���������� �� �������� �� "�  ����� �� "� �����! ������� � ��
��F����  ������� �� "� �������� ����� ��� ��� ������ "� ���"  ���+ p �� "� ���" ��
���������� �� ��  ����� ������ ��� �����	  ��� ��" ������ α1H(p)� ��� ��� ����	�����  ���

�������� 
��	 ��������	
�
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��" ������ α2H(p)� �"� ����� ������ "� ������ ���� �� p �� �����	 ���� "�  ������� ��
p� �"��� "� ����� ������ "� �������! ���� �� p �� ���� �� ��������� ������ ����� "� ��
α1 → +∞ $���� �� ������ �����% ��� α2 → 0 $���� �� �������! ����%� � ������� "� �����
�������� ��*����� ��!���"� &�4(�
�� "� ��������!� �� ��� ��� ��������� �� "� �����! ������� H � ��� �� "� ��������� α1�

α2� ��� B � ������ "� "�������� !�������� �� ��� ��!���"�� >����*������ �� ���� �"��9

• �"� ��������� �� "� ��!���"� ���� ������� �� α2�
• �"� ���" 7����� �� !� ����� �� ��" B ��� α2�
• �"� ��������� �� H ���� ��G����� "� ���" ����������
• �"� ���" ���� ������� �� ��" α1� α2� ��� H �

%��� �	���������

8�� ���" ����  ���+ v� �� ���	�� pv �� ��*��� �� �������9 �� v �� �� ����  ���+� pv �� "�
������ ����  ���+ � v $v �= pv%; �� v �� �� �������  ���+� ��� �� P (v) ������ "� ��
��  ������ �������� �� "� ����#�������! ����� "�� pv ∈ P (v) �� "� ������  ���+ � v
���������� ���� v �� �������� �� "��� ��� �� ���� ���"  ������� "�� �"���� "� ��� �"��" ��
"� ��� ������� �������� ����� "� pv ��� �� �� "� ������ ����  ���+ � v�
C� �� � ���� p �� � .�
 X � "� ����� �	����	 ��	 &=( lfs(p) �� "� ������ �� "� ������� ����

������� � p "� �������� �� ���#������� ������� �� X $�"��� ���" �� �� ������� ��!"
�� �  ���+� ��!��� �� ����%� lfs() �� ��*��� ��� ��� ����� �� X � � ����*�� � 1#�����"��
��������� ����� ��� ��� �� ����� p ��� q �� X � lfs(p) ≤ lfs(q) + |p− q|�
�"� ��*����� �� ����� ����	 �� ���� 
"��! � ��� &)A(� >����� ����,��!� �� ���� ��!�� ��

"� .�
 X �� ��� ��!�� ������ �� �� ������� ��!����� �� � ��!��� ��� � ����� �� "�
��"����� ��!�� ������ �� �� ������� ������ �� θm �� "� ������� ���� ���� ��!�� �� X �
�� ���� "��� �� �� ���� ��!��� �� θm = 90◦�
����� � �"��� "� �� "� ���� ���"� "� ���!" �� "� �"���� ��!� �� ���"  ���+ ��

������� �� α2H() ��� lfs()�

����� �	 )	� v  	 � �	��	" �� ��	 ������ �	��* ��
 �	� p  	 ��	 �	��	" ����	�� �� v �� ��	
������ �	��� ��	�+

|v − p| ≥ min{α2H(v), Cα2H(pv), lfs(v)}, $�%

!�	�	 C = sin θm/
√

2�

������ :� ��� � "�� ����� �� ���������! ��� ����� �"��" ���� ����� �� "� �������� �� v ���
p� ������� ��� ���� ��! "� ���!" ����� ��� |v − p| �� ���" ����� ��� �,��! "� ������� ��
"� ����
5����� v �� �� ����  ���+� �� p �� ���� �� ����  ���+� "�� |v− p| ≥ lfs(v)� ��� ������

p �� �� �������  ���+� �� v ∈ P (p)� "�� |v − p| > α2H(v)� �"������� |v − p| ≥ lfs(v) $�����
v �� ���F��� ��" "� ��!��� �� ���� �� �"��" p ����%�
5����� p �� �� ����  ���+ ��� v �� �� �������  ���+� �� p ∈ P (v)� "�� |v−p| = |v−pv| >

α2H(pv); �"������ |v − p| ≥ lfs(v) $����� p �� ���F��� ��" "� ��!��� �� ���� �� �"��" v
����%�
�� "� ��������!� �� �+����� "� ����� �"��� ��" v ��� p ��� �������  ������� �"� ������

p ≺ v ����� p �� ������� ������ v�
5����� v �� ����� �� ��� �� s �� "� ��!��� �� �"��" v �����

�������� 
��	 ��������	
�
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	��
�����	�� �� �� ����� �� v"

$�% 5����� p �� ����� �� ��� �� s′ �� "� ��!��� �� �"��" p �����

$��% s ��� s′ ��� ���������� �� p ≺ v� "�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �"�������
|v − p| > α2H(v)�

$��% s ��� s′ ��� ���F���� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$��% s ��� s′ �"��� � ������ ����  ���+ e $��� 8�!� 4 ���%� �� θ �� "� ��!��

������ �� s ��� s′� ��� θ < 90◦ $����� p �� "� ������  ���+ � v%� �"��
|v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥ |v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$)% 5����� p �� ����� �� �) ��� �� f �� "� ���� �� �"��" p �����

$)�% s ��� f ��� ���F���� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$)�% s ��� f �"��� ��� ������ ����  ���+ e $��� 8�!� 4 ������%� �� θ �� "� ��!��

������ �� s ��� ���� ��!��� eq� ��� θ < 90◦� �"�� |v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥
|v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$)�% s �����!� � f $��� 8�!� 4 ��!"%� >������ p ≺ v� �"�� p ���� �� �������" ���� "�
�����!��� �"��" v ������ "���� |v−p| > |v−pv|� /��� �� "�� �� �� �������� �����
pv �� ������ � v "�� p ��� :� "�� �������� "� v ≺ p� �"�� |v − p| > α2H(v)�

$4% 5����� p �� ����� �� �4� >������ � "� ���� �� $)�%� ���� v ≺ p �� ��������� �"��
|v − p| > α2H(v)�

8�� "� ��+ "��� ������ $0% # $-%� �� ������ v �� ����� �� �)� ��� �� f �� "� ���� ��
�"��" v ����9

$0% 5����� p �� ����� �� ��� �� s �� "� ��!��� �� �"��" p �����

$0�% s ��� f ��� ���F���� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$0�% s ��� f ������� � �+���� ��� ����  ���+ e $����� � 8�!� 4 ������� ����" "�

�������� �� v ��� p%� "�� �� θ �� "� ���� ��!�� ������ �� s ��� f � ��� θ < 90◦

� ��� |v − p| ≥ |v − e| sin θ ≥ |v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�
$0�% s �� ��� �� f $����� � 8�!� 4 ��!"� ����" "� �������� �� v ��� p%� �� p ≺ v� "��

|v − p| ≥ |v − pv| > α2H(pv); �"������� "��� �+��� � q ∈ s� ���" "� q �� ��"��
�� ����  ���+ �� q ≺ v $��� �����%� "�� |v − p| ≥ |v − q|/

√
2 ≥ |v − pv|/

√
2 >

α2H(pv)/
√

2�

��� �� �"�� "� "�  ���+ q �+���� � ��� �� ����� �� "� ��������! ����� � �������9
��������� i := 0� q0 := p; $�% �� qi+1 �� "� ������� �� "� �����!��� ���� �� qi �"��"
�� ������ � v; �� qi+1 �� �� ����  ���+ �� qi+1 ≺ v� "�� �� q := qi+1 ��� �����;
�"������� �� i := i + 1 ��� !�� $�%� �"� ����� � ������� ���� ������� ����� �� "�� �
������� "�!"�� "�� �)�

�������� 
��	 ��������	
�
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$<% 5����� p �� ����� �� �)� ��� �� f ′ �� "� ���� �� �"��" p �����

$<�% f ��� f ′ ��� ���������� �� p ≺ v� "�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �"�������
|v − p| > α2H(v)�

$<�% f ��� f ′ ��� ���F���� �"�� |v − p| ≥ lfs(v)�
$<�% f ��� f ′ ������� � �� ����  ���+ e $����� � 8�!� 4 ������%� �� θ �� "� ����

��!�� ������ �� ���� ��!���� ev ��� ep� ��� θ < 90◦� ��� |v−p| ≥ |v−e| sin θ ≥
|v − pv| sin θ > α2H(pv) sin θm�

$<�% f ′ ��� f ������� � � ������ ��!��� s� �� θ �� "� ���� ��"����� ��!�� ������
�� f ��� f ′� ��� θ < 90◦� 	���! "� ���� ��!����� �� ���� $0�%� "��� �� � q
�� s �"��" �� ��"�� �� ����  ���+ �� q ≺ v� ��� |v − q| > α2H(pv)/

√
2� �"��

|v − p| ≥ |v − q| sin θ > α2H(pv) sin θm/
√

2�

$-% 5����� p �� ����� �� �4� �� p ≺ v� "�� �� q ∈ f �� ��"�� �� ����  ���+ �� p ≺ v $���"
q ��� �� ����� �� ����! "� ������� ����� � ������� �� ���� $0% ��� "� ��� "� �)
"�� � "�!"�� ������� "�� �4%� �"�� |v− p| ≥ |v− q|/

√
2 ≥ |v− pv|/

√
2 > α2H(pv)/

√
2�

�"������� v ≺ p� |v − p| > α2H(v)�

5����� v �� ����� �� �4� �� p ≺ v� "�� |v − p| = |v − pv| > α2H(pv)� �"������� �� "� �
"� ��������! �����9

$3% 5����� p �� ����� �� ��� �� s �� "� ��!��� �� �"��" p ����� >������ � ���� $0%� "���
�� q ∈ s ���" "� q �� ��"�� �� ����  ���+ �� q ≺ v� �"�� |v − p| ≥ |v − q|/

√
2 ≥

|v − pv|/
√

2 > α2H(pv)/
√

2�
$'% 5����� p �� ����� �� �)� �� f �� "� ���� �� �"��" p ����� >������ � ���� $-%� "���

�� q ∈ f ���" "� q �� ��"�� �� ����  ���+ �� q ≺ v� �"�� |v − p| ≥ |v − q|/
√

2 ≥
|v − pv|/

√
2 > α2H(pv)/

√
2�

$=% 5����� p �� ����� �� �4� �"�� |v − p| > α2H(v)�

:� "� � ��� �"��,�� ��� ����� �"��" ��� ����� ��� v ��� p� �� ���" ����� |v− p| �� ���!�� ��
�7��� � ��� �� "� ������� ������ α2H(v)� Cα2H(pv)� �� lfs(v)� �"� �������  ���� �� "�
������ C ������� �� ���� $<�%� ������� C = sin θm/

√
2�

8������� �� ��� ������� R1 �� R1∗ �� ���" �� "� ��� � ������ ��� "� ������ �� �� �"��!��
�"�� ���7����� $�% "���� ��� R1∗ �� �����

>���� H() ��� lfs() ��� ������ ����� �� |v−p| ���� �� �� ���� �� ���! �� α2 > 0� �"����� ��
"� !�������� "� ��������� �� "� ��!���"�� �� � ����� �����7����� �� ����� ��


������ �	 ��	 ��������� �	������	� �� α2 > 0�

%��� ���������	
 �	������ ����	���

B� ����! R1∗ ������ �� R1 � ���� �������"�� ��!����� �� �"�� "� "� �������! ���"
��� �� !�������� � "� � ���������� �������� ��������


������ 	 ��	�	 	"���� � �������	 �������� DS* ���� ���� ��� α2 ≤ DS*  � �	�	��	
�� �����
R1∗ �� ����� 	�������	
 �	��	���* ��	 ��� �������		 ���� ��� �� �	��	��� ��	 ��� 	�������	
*
���� ��	� ��	 �	������ �	��	����

�������� 
��	 ��������	
�



�A ��+# ��

������ ����� "� �� "� ����#�������! ���� �� �!������ "�� "� ������� �������! �� R1∗ ����
������� ��� ��� �������"�� ��!���� ���� �� ���� &44(� �"�� �� "� �������� ������� ���� �
��� � "� "������ �� "� ����#�������! ���� ������ ����� "� ����� !������� �� R1∗�
��� ���� "�� ��� �� �������"�� ��!���� $�� �����!����%�
8�� �� �������"�� ��!��� S0� �"��� �������� ��� a ��� b� R1∗ ���� !������ � ����

v ∈ S0� ��� ��� �"���� � ������ DS0 � ���" "�

DS0 < min{ |a− v|
H(a)

,
|v − b|
H(b)

}.

�"��� �� 0 < α2 ≤ DS0 � v ���� �� ������� ��� S0 �� ���� ��� �� �����!����� >��������� ���
��� �������"�� ��!��� $�� �����!���% Si� ��� ��� �"���� � ������ DSi � ���" "� Si ����
�� ���� �� 0 < α2 ≤ DSi � :� "�� ��� ���� � *��� �� �� ������� {DS0 , DS1 , · · · , DSm}� �"�
"����� �� ��� �� �� �"�����! DS = min{DS0, DS1 , · · · , DSm}�

���� ��� ��!���� ��� �������� $"�� ��� ���� ����!�� �������� ����� "�� ��� ��
�������"�� ����%� "� �+������ �� � 
�� �� !�������� &�0(� 5 
�� ��� �� ���������
�� ����! "� ���� ���� ��� ��!���"� �� &44( �� "� G�� ��!���"� �� &�3(�

%�%� ,	�� -������

�� "�� ������� �� �������� "� ���� ���" 7������ ��� !��� �� � �"�� "� "� ��!���"�
�� ���� � ����� � ���" ��" ��� �� "� ���"���� "� ��! "��� ������#��!� ���� ��������
�"��� ���� � ��� ����#7����� ���"���� ������ �� ���� ��*��� ���������
:� ��� � ���"����� �� ������ �� �� ������#��!� ���� �� ������� "�� B� 5  ���+ v �� ������

����� �� "��� ��� �� ��!���� �� � ��!��� ��� � ���� ���������! � v ������! �� ����
��!��� 5 ��!��� s �� ������ ����� �� � ������� � �"���  ���+ �� �� "��� ��� �� ����� �"����!
s ������! �� ���� ��"����� ��!��; � ���� f �� ������ ����� �� � ������� � �"��� ��!��� ��
"��� �� ���"�� ��!��� �� ���� ��F���� � f ������! �� ���� ��!�� �� ���� ��"����� ��!���


������ �	 (�����	 ��	 .������  ���
 B �� ����	� ���� 2 ��
 ��	 ���������	
 �	������
����	��� �� ��������	
� ��	� ��	�	 	"���� � �������� DQ* ���� ����* ��� α2 = DQ* ��	 ���	����
�	����	
�� ���	 � ��
���#	
�	 ����� �����	� ���� B� ��	 �������	��	� �� ��� ������ �	����	
���
�� !����� � 
������	 ��

√
2α2H(p) ���� p* !�	�	 p �� � ����� �	��	" �� � �	��	" ���	��	
 �� �

����� �	��	�� �� � ����� ���	��

������ �� "��� �� �� ���� ���� ��!�� ��� B > 2� "�� "� ����� �������� ��*����� ��!���"�
!�������� "� "� ������� ������ ��� ����  ���+ v ��� �� ������ ���!"��� �� � ����
lfs(v)
D+1 � �"��� D > 1 �� � *+�� ������ $�"����� - �� &�4(%� ��� "����� ��� �� ��� �� �� DQ

�� �"���� ��2������ ����� ���" "� "� ���7�����

DQ <
lfs(v)

H(v)(D + 1)

"���� ��� ���" ����  ���+ v� ����� "� �������!#���� �� v �� ������ ���� ��� �� ����
!�������  ���+ ���� �� ��F�����
��� �������� "� ���� �"��� "��� ��� ���� ���� ��!���� �"� "����� ��� �� ��� �� �� �

H��� ���"���� ����������I ���������� >���� "� ���������� �������� ������� �� ��7������
���� R1∗ �� ���� ������ �� R1 �� "� ��������! ���� �� "� ��!���"�� 5 "� �������������

�������� 
��	 ��������	
�



�,�-.�/% .%. �%�� #%+%0�.�1+ "2 �1+�.0��+%, ,%3�4+�2 0%5�+%�%+. ��

c t
a

b

c

d

e

d’

e’

CF
c t

c s

p

t

s

-	��� 9" ��	�3 �� ��
 t ∈ Φ1 ����� 	� ���	�� �� ) �� ��
 �� �� *	
��� �� �� ��������

����" �� ��	���� abc 	
 � ��� �� t ��� �	
 	�
	� � ���� F " C ��� ct �� �� �	�����	��� ���
�	�������� �� abc) �
���	!��" de 	
 �� 
���� �� F $�	�� 	
 ���� �������� ���� ��� !	
	��
�� a" 
���3 �� ��
 t ∈ Φ4" �� �	�������� cs �� s �	
 	�
	� �� ������	�� ���� �� p) �� �� ��

����	��
 �� s"

�"���� 0 < DQ0 ≤ DS ��� ��� "� ��!���"� ��" α2 = DQ0 � �"� ���� ���" ������� �,����
���"���� $�"������ �� ��� ����%� �� t �� ���" � �,���� ���"������ ct �� �� ������������
t ��� �� ���!������ ��� ��� �� "� ���� ��� Φ1, ..., Φ4� �"��" ���9

• Φ1 ������� ��� t ���" "� "��� �� � ������ �� t �������"�� ���� � ���� � ��!��� ��
� ��������

• Φ2 ������� ��� t ���" "� ct ���� ������ "� ���" ��� ���� �� �������" ���� ���
��!��� �� ��������

• Φ3 ������� ��� t ���" "� ct �������"�� ���� � ��!��� $�� � �������% �"��" �� ���#
�"����

• Φ4 ������� ��� t ���" "� ct �������"�� ���� � �"��� ��!��� $�� � �"��� �������%�


������� � ���"����� t ∈ Φ1� �� v �� "� ������ �� t� ��� �� s �� "� ��!��� $�� �������%
�"��" �� �������"�� ���� �� v ��� s ��  ������ �� v $��� 8�!� 0 ���%� s �� ���#���������!
��������� ��� s �� �� ���� ������� "� ���� cs !������� �� R1∗ $�� R2% �� ��F���� �� "�
����#�������! ����� ����� cs ���� ������ � ���� ��� �� "� �������! ����� �� �� ��������

t ���� �� ��������� �� s �� ����� �"�� ��� �� ��"�� �� �� �"���,��! "� �������! ����� ��
"� �������� �� s ���" "� cs ���� ������ ��� �� "��� � �� �������� � �"���� � ��2������
����� DQ1 > 0� ���" "� ��� ���"���� �� Φ1 ��� �� ���� �� �� ������! "� ��!���"� ��"
α2 = DQ1 � �"� ����� �������  ������ ��� ����� ��� ���� 7����� ���"���� �"��" ��� ��
������*�� ��� Φ2� Φ3� ��� Φ4�

������� � ���"����� t ∈ Φ2� ct �� ��F���� �� ���� �������! ����� �� �+����!  ������

� "� ���!"���"��� �� t� t ��� �� ��������� �� �"���,��! "��� �������! ����� ���" "� ct

���� ������ ��� �� "��� � �� �������� � �"���� � ��2������ ����� DQ2 � 0 < DQ2 ≤ DQ1 � ���"
"� �� t ∈ Φ2 ��� ��� � � ���� ������! "� ��!���"� ��" α2 = DQ2 � �"��� ��� ��������
��������! ���� 7����� ���"���� �� Φ3 ��� Φ4�

������� � ���"����� t ∈ Φ3� "� ����������� �� "� ��!��� $�� �������% s �� ��F���� ��

����! ������ ���� �������! ����� �� �� ��������� s ���� �� ���� �� �"���,��! "��� �������!
������ 
����7������ ��"�� t !�� ��������� �����! "� ���� �� s� �� ct ���� �� �������" ����
��� ��!��� �� ������� ��� �� ������� ��� ��������� �� t ������� � ���"����� �� Φ2� � ��
�������� � �"���� � ��2������ ����� DQ3 � 0 < DQ3 ≤ DQ2 � ���" "� �� t ∈ Φ2 ∪ Φ3 ���

�������� 
��	 ��������	
�



�) ��+# ��

��� � � ���� ������! "� ��!���"� ��" α2 = DQ3 � ��� "� �������� ��������! ���� 7�����
���"���� ��� ���� �����! � Φ4�
�� t ∈ Φ4� "�� "� ���� cs !������� �� R1∗ $�� R2% �� �� �������"�� ��!��� $�� �������%

s �� ��F���� �� ����! ������ ���� ����� ����� �� "� �������� �� s $��� 8�!� 0 ��!"%� �� p
�� ���" �  ���+� �"�� |ct − cs| < |cs − p| < α2H(p)� /���� |ct − p| <

√
2α2H(p)�

%�/� ,	�� ����������

��+� �� �������� "� ���" ��������� ��" ������ � "� �����! ������� H � 8�� ���"  ���+
v� �� S(v) ��� L(v) ����� "� ���!"� �� "� �"���� ��!� ��� "� ���!�� ��!� ����! ���

��!�� ��������! v� ������� ���� :� ��� �������� �� "�  ����� S(v)
H(v) ��� L(v)

H(v) � �"����� 0

!� �� ������ ��� "��� 7������� � "��� ����  ������� �"��� "� ����� ���" 7����� ��
����*���


������ �	 (�����	 ��� �	����	
�� ���������� v ���	 ��	�� ��
���#	
�	 �����  ���
	
  � B
0���	� �� �����1* ��
 ��	 ���	 &%�� �� ��� ������� �	 �� ��� �� ��	�* ��	�+

0�1
S(v)
H(v) ≥ min{α2, Cα2

H(pv)
H(v) , lfs(v)

H(v) }�
0��1 L(v)

H(v) ≤ 2α12

������ �"� *�� ����� ������� ������� ���� "� ���7����� $�%� �� t �� � ���"����� �"��"
������� v ��� "�� � ���!�� ��!� �� ���!" L(v)� ?���� ��� �� r �� "� ������������ �� t�

�"��9 L(v)
2 ≤ r ≤ α1H(v) =⇒ L(v)

H(v) ≤ 2α1�

:"�� "� ����� ���" 7����� �� ����*��� ��� "� ���" �� �������� "�� �"����� 0 �"���
"� "� ���" ��������� � ���"  ���+ v �� ������ � H � α1� α2� ��� lfs� >����*�����9

• H � α2� ��� lfs �!�"�� ������ "� ����� ����� �� "� ���" ����������

• �"� ��� H(pv)
H(v) �������� "� H �"���� ��  ��� �� ���" �� vJ� ���!"���"���� ��!�� H

�� 1#�����"��� �"� ��� lfs(v)
H(v) �������� "� H �� ���������� �� lfs �"��" �� ��������

���� "� �������� �� "� 
���
• α2 ����� � ����������� ���� ������ ���" 7����� ��� ���" ���������� � ����� � ��
����� �� ����� � !������� "� ���" 7������ :"��� � �� ������� � �� �� ���!� �� ��������
��� !��� ���" ����������

• α1 ����� "� ���!" �� "� ���!�� ���� ��!� �������� � v� � ������� ������� "�
�������! ���" ����� ����� "� ������� � ��� "� ��!!�� "� ���" ���� ���� ���

0� >.D
�8E��C >�K��C 8	�
����>

��� ��!���"� ����� � �����! ������� H �"��" �� ��*��� � �� "� ���" ������ ��� �����*��
"� ����� ���" ����� ��!�� "� ������� ��!� ���!" �� ������ ������� �"� ��� �� � �����!
������� ��� �� ����� �� ��"�� � ������ ,���� ���������� �� �� � ��������� ����� ���������
�� �� �����! ������� �� !� ��� � ������ �������" �� �������� � ����������� ���� � � �����!
������� ���� "� �������� ��� �� "� 
��� 5������ ���� � ���,!��������"� �"���  ������
������ "� ���� ����������� ��� �� �������� ����! ��" "� 
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/��� $ (���� 3������� �	���	
 ���� ��	 ���

� �� �������� "� �� ���������� �����! ������� ��� �� �� � ������� �� �� ����� ��� �+������
�"�� �������� !�������! � ���" ��� ����� � ���������� �� ���" � ����� �� ������� � ������
��"�� � ����������� ���� � � �����! ������� ���� "� ���� 
��9

• �� p �� � ���� �� "� ���� 
��� "�� H(p) = lfs(p)�
• �"������ H(p) �� ���������� ���� �� ��F����  ������ �� "� >"����� ����������� &4(�
�"��� "� ���!"� ��� �� � �� "� ������ �� ���� ����� �� "� ��������� �����

H(p) =
∑n

i=1 |p− vi|−2H(vi)∑n
i=1 |p− vi|−2

. $)%

"��� vi �� �  ���+ ��������! � p �� "� ������ ���"�

�"� ��� � ��"�� !�������� "� � ��� ���� �� "� ���" �� ����!��� � ����� �� p �� �
 ���+ �� "� ������ 
��� "�� lfs(p) ��� �� �2������ ������� �� �����"��! ������� "�
������� ������� �� "� ������  ���+� �����!���� ��� �������� 8�� ���" �������  ���+ p�
D7����� $)% "�� "� �6�� "� "� ������ ���� "�� "� ��!!�� ��G����� �� "� ���� �� p�
����� "� H ��� �� ������� �� "� G�� ����� ���" ��� ���� ��� �� ����!��� �� ���� ����
� �� �������� �"��� ��� ������� �������"�� &�A� ��� 4�(� �� "�� ��� ��7���� ��������� ���
��������� ��!�� � ���,!����� ���" �� � L�#����
��� ��"�� ����� � �����+���� "� ����� ������ ���� �� "� ���" ����� � �� ������ ���

���" ���� �2���� "�� � ����� lfs() $��� 8�!� <%� ��� � "� ��������� �� "� ��"���
"� ������� H ��� �� �� ����" ��� "�� ��� ���� � ����� �� � !��� 7����� ���"�
�� ��"������ "� ���" 7����� ��� �� ����� �� �� �"�����! �� ����������  ���� ��� α2�

/��� 4�	 �� � 5��������
 ,	��

�� H �� ,���� �� �� ����� "�� "� ��� ������� ��� G�+���� ��� ��� ���������! H �� "���!"
� ���,!����� ���" �"���  ������ �� ������� ������ "� ���������� ���� "� ������� ���"
����� �"� ���,!����� ���" ��� �� ��� !��� ������� $���" �� � ������� !��� �� �����% �� ��
���������� ���" $���" �� � 
��%�
:� ��� �� ���������� ���" �� "� ���,!����� ���"� /���� � ��� �� "� ������ 
�� ��

� ���"����� ���" ������� � "� ��� ���� ������� �� �� ����� � �������� 5 ��� ���� p
�� "� ������ ���"� H(p) ��� �� ������� �� ����� �� ����������� �� "� ���,!����� ���"9

• ����� p �� � ���"����� t �"��" ������� p;
• ������ H(p) �� "� P 1 ����������� �� "� ����� H(pi) � "�  ������ pi �� t�

<� DM5?.�D>

�"� ��!���"� "�� ���� ���!���� ��� ��C�� N � 7����� �������� ���"����� ���"
!������� &43(� �"� ���� ��� �� ��"�� � .�
 �� � 
��� 5 �����! ������� H ��� �� ���������
�����*�� "���!" � ���,!����� ���"� .�������� B� α1� ��� α2 ��� ��� ��F������ � �������
D��" �� "�� "�� � ������  ���� $B = 2.0, α1 =

√
2, α2 = 0.5%�

�"� ��+ �� �+������ $8�!� - ��� 3% ���� ���� ��� �������� ��������� :� ���� "� �6���
�� ����! ��6���� ����������� �� "� ��������� $B� α1� ��� α2% ��� ������� "� ������
��������! � "� �������� �� >����� 4�
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 ���� 15 
�" ��� � &��� ����	� ����%� �� 0";<+=� "

�"� !������ �� "� *�� �+����� $8�!� -% ������� ���� ���� ���� ��!���� �"� �����
�������� ��*����� ��!���"� &�4( !�������� ���� �� ������� �� ���" ����� 8�!� - �"���
��7������ �� ���"�� ������ �� ��� ��!���"� ��"  ������ ����������� �� (B, α2)� �"� �����!
�������� ��� ����������� ���� ��� ��������! ����#7����� ���"���� ��� ����� ��� �������
���"��� �"� ���� ������� �� ���" ���" �� !� �� �� "� ���� nv/nt/nb� �"��� nv ������
"� ������ �� ������ nt ������ "� ������ �� ���"����� ��� nb ������ "� ������ ��
��������! ����#7����� ���"����� �"� ������  ������ ��� ����� $�"����� 4% �� "� ���"
7������ ����� ��� �� ���������� α2� ��� �� ���"���� "� � � ������� ������#��!� ����� ����#
7����� ���"���� ��� ��� ����� � ����� ���� ��!���� ����� "� ��� ��� ��� ��� ������ ��
"�  ������ "�� ��� �� ���� �� �� � ���" ����"��! ����

8�!� 3 �"��� "��� ��*��� ���"�� �������! ���� � ��� ����� D��" ���" �� ������� ��
���������! � ��������� ����" �����! ������� "���!" � ���,!����� ���"� �"� ���������
$B = 2.0� α1 =

√
2� ��� α2 = 0.05% ���� �"���� �� ���" � ��� "� "� "���"������ ��

�"����� 0 ��� ����*��� ����� � ���� "� ������� �� "� ����� S(v)
H(v) ��� L(v)

H(v) $��*��� ��

�"����� 0% � ���"  ������� 8��� ��� "��� ���"��� Lv �� ������ ������� �� 2α1� �"��"
 ���*�� ����� $��% �� �"����� 0� �"� ������� Sv �� ���" ���!�� "�� α2� �"� ���"�� ����
������� � "� �����*�� �����! ���������
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(2.0, 0.5) (2.0, 0.2) (2.0, 0.1) (2.0, 0.1)"

262/765/52 536/1526/124 1022/2963/240 −/− /240"

(1.4, 0.2) (1.2, 0.2) (1.1, 0.2) (1.1, 0.2)"

692/2064/124 964/3082/124 1901/7233/126 −/− /126"
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 Sv = S(v)
H(v)

��� Lv = L(v)
H(v)
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?��" � ?��" ) ?��" 4
Sv Lv Sv Lv Sv Lv

< 0.5 A A A A A A

0.5 − 1/
√

2 <' A A A A A

1/
√

2 − 1 4))� � )'4 A A A

1 −
√

2 �<A-) ��4 �A33' �0 �=)3 0=√
2 − 2 0)0- 4'-3 ��'3 �A00 =0�'- �)<=0

2 − 2
√

2 A �'-A- A ���=A �))3- =<30-

> 2
√

2 A A A A A A

�� ���"�� ��������� ��" "� ��������� ��� �2������ �� ��� ��!���"�� �� ����
� �� �� ���������� ��� �"�����!��! !�������� �,�� ���� �����J� ���!� ���������
������������	
����������������
8�!� ' �"��� � ���"�� ����� �� � B����! 303� �"� ���� �� � ������� ���" �� "� ����� �,��

$8�!� ' $�%� 2, 874 ������ 5, 738 ����!���% �������� �� � �������! ��+� 5 ����" �����! �������
��� ���� $8�!� ' $�%% � !� ��� "� ������� ���" ����� �"��" �� ����� ���� "� ����� �,�� ���
!�������� ���������! ����� "� �������! ��+� �"� �������! ���" $8�!� ' $�% # $�% 490, 692
������ 2, 709, 770 ���"����% ��� !������� ��" ���������9 B = 2.0, α1 = 0.5, α2 = 0.25�
8�!� = �"��� "� ���"����� ���" �� � ��� ��� "� �� ���#>�,�� ������� �� � �"����� G��

��������� ����� �� "� ���"� �"� ���" ������ $8�!� = $�%% ��������� � ��� ���� $�������
���"� 2, 813 ������ 5, 594 ����!���% ������ � �"������ "� ������� �� "� ��� �� �� ���"���
�"� ������ 
�� ��� ��#���� �� "� ���,!����� ���" ��� ���������! "� �����! ������� H �
�"��" ��� ������ �"���� ���" "� "� ���� �� ����� �� "� ��� ������� ��� ��! �� "� ����
�� "� �"������ �"� ���"����� ���" $8�!� = $�% ��� $�%� 15, 783 ������ 866, 474 ���"����%
��� ������ �� ������ ���������� 5  ������ *��� �� "� ������� $8�!� = $�%% ��  ����� ����!
������ &40(�
8�!� �A �"��� "� "���!���� �� ������#��!� ����� �� "� ��� � �� ���"��� B�" ���"��

������ "�!"#7����� ���"���� �� "� ���, �� "� ������� � ���" ������� 8�� �+������ � ��
94% �� "� ���"���� �� "� B����! 303 ���" "� � ������#��!� ����� ������ 0.612 ��� 1.1�
���� ���� 0.4% �� "� ���"���� ��� ���#7����� ��� "�� ��� ��� ����� � "� ���� ����
��!��� �� "� ������� ���" $��� 8�!� ' $�%%�
8������� "� �2������ �� "� ��!���"� �� �������� ��G���� �� "� 
.	 ���� ������� �����!

"� ���" ��*������ � ��, 59 ������� ��� "� ��*����� �� B����! 303 ��� 21 ������� ���
"� 
��� �"� ���"��! ����� �� ���� 44.5k ���"����O���� ��� "� B����! 303 ��� ���� 39.5k
���"����O���� ��� "� ���� �"� ���� ���� ������� �� �� ���� ���"��� ��" � 
.	 ����,��
� 4�-AC/��

-� 
��
�	>���> 5�� ��>
	>>���

�� "�� ������ "� ������� �� ��*���! ���������� �������� ���"������������ �� ������ ��
"� ����+ �� ����� � ��������� ����������� 5 �������� ��!���"� ����� �� � ��������
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$�% �"� ������� ���" $�% �"� �����! �������

$�% �� ���" ����� $�% �� ���" �����

$�% �� ���" ����� $�% /�!"��!"� �� ��������! ��� 7����� ���"����

-	��� >" �� �
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$�% �"� !������ $�% �� ���" �����

$�% �� ���" ����� $�% �"�  ������ *���

-	��� A" �� �
� �� ��� �157, 083 ���
) 866, 474 �������� ��� �� !���	�� ��� �� � ������
C�$ 
����	�� ��� ������! /0;2 "
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��*����� ��"��� �� ��������� �"� ��!���"� ��������� "� ��!�� ���������� �� "� �����
�������� ��*����� ��!���"�� &=� �4( ��� ������� ����� � ��*����� "���!" � ����#
��*��� �����! �������� �"�������� �������� �"��� "� "� ���" 7����� ��� �� !���������
�"��� !��� ���" ��������� ��� �� ������� ��� ����" �����! ���������
�� �� ���� �� ���� ������������ � ����� � "� ���" 7����� ��� � ������ "� ���" �����

����� "� "� ����������� ���� �� "� ����� �������� ��*����� ��"��� ��!" �� �� "�
��� ������� ��� � >����� ����� 5������ ���� "� �6#����� &)=( ��� �� �����������
5�"��!" ��� ��!���"� �� �������� ��� ��*���! 
���� � ��� �� ���� � ��*�� ��� ��������

���������� ���"������������ $���#
���% �� ����� ����� "� "� ����#!�������! ����� ���
"� ����#�������! ���� �� �� ���� �� "� ��� �� ����� 5 
�� �� ���!���� ��� �� �2����
������������ �� "��� ������ B� �� �� "� ���� ��� �������� ���#
���� �"��� ��7�����
������� ��!" �� �� ����� �������� :"���� ��� � ���,!����� !��� $���" �� �����% ���
"�� �� �����
� ����� �� ��������! � ���� "� ��!���"� ��� ���������� H � 8�� "�� �������� "� �����

���� �� ��������! ��!� ���!"�� ������! ������� �������� ������� ������ >����� ������
��� "� ����������� �� H ��� �� ����*�� �� ���������� ����� &)4(�

��6+1�3%,#%�%+.�
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