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� ��
���� �� �����
�� %�'�� ���3� %�� 6	����
 �
 � ��	
�� �����

Ω ⊂ R3 %��� ������ ��	
���� ∂Ω

(�)

⎧⎪⎨
⎪⎩
∂ttu+ ∂tu− Δu+ ϕ(u) = f,

u(0) = u0, ∂tu(0) = u1,

u|∂Ω = 0.

7�8 f ∈ L2(Ω) �� �
�3
�
� �" ��� �
� ϕ ∈ C2(R)8 %��� ϕ(0) = 08 �����9� ��
���%�� �
� �� �����3����
 ��
�����
�

|ϕ′′(r)| ≤ c
(
1 + |r|),(�)

lim inf
|r|→∞

ϕ(r)

r
> −λ1,(+)

ϕ′(r) ≥ −�,(�)

"�� ��� r ∈ R8 %�� λ1 > 0 �� �� 9��� ��
���	 �" −Δ �
 L2(Ω) %��� :�������
��	
���� ��
�����
� �
� � ≥ 0�

;� ����3����� ������� �" ���	���
� �� 6	����
 (�) ��� �
 �� ��<�� �" /�
���
��	��� (�8 ��� =�>?=2>8 =-> �
� =,>?=�@>)� !
 3�����	���8 �
���
�

H = H01(Ω) × L2(Ω) �
� V =
[
H2(Ω) ∩H10(Ω)

] ×H10(Ω),

�� "����%�
� ��	�� ������

������� �� ������� (�) ��	��
��� 
 C0��������� S(t) �	 ��� ��
�� ��
�� H
����� ��������� 
 ����
�� ����
� 
���
���� A� �������� A �� 
 ���	��� ������ �� V�

;���� � %�� 9��� 3���� �� ����
 �
� �����' =+>� � �
���
 ���� �� ��	�� ��
����� ����� �" �
 ����� ��
�����
 (�)8 %���� �� ��%�� ��� ����
���� !
 ����
���8 �� /���
� �" �� ��������� %�� ���%
 �
 =�>8 %���� ��� V ��	������ 9���
�33��� �
 �� 3�3�� =,8 ��8 �->� !
 3�����	���8 �� ���	�
� 3��
�� �
 =�->
����%� ���� �� ���� �� 
�
�	��
���	� ����

!
 ��� �� 3����
� %��'�8 �� V ��	������ �" �� ��������� �� ������ �� ��
�
�" ����� ���3������ �
� ��
� 3����	��8 �6	���
� �	���3�������
� �� "������
��
�3������ �
� ��������3 ���	�
��� ;� ��� �" ���� 
�� �� �� ���% ��% �� �����

���� ��	�� �
 � ��� ����� %��8 /3�����
� �
�� 6	�� ���3� 
��� �������� ;���
�33����� ��
 � �33��� �� ���� ��� ���3������ ��	
���� ��
�����
� �	�� ��8 "��
/��3�8 ��
���� ��	
���� ��
�����
� (%�� �� 	� �" "������
�� �3������ ���
� 3���������)8 �� %�� �� �� ��� %��� �������A����
 3������� ;� '� ��3 �" �	�
3���" �� � �	����� ����3������
 �" �� ���	���
 u �� (�)8 %���� ��� �
 ������
�	����"	��� �3���� �
 �� ��
� %��'� =�8 @8 �@>�
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���E �
6	������� $� 	�	��8 % %��� 3�"��� "����� ������� ���� ��
 � <	��� 
9� �
 � 3��3� .���'�
 �33��/������
 ����� ��
����8 "�� �
� "	
����
 z(t)8 %
%��� %��� "�� ����� ξz(t) = (z(t), ∂tz(t))�

� ���
 ������
� � ����� �������

����� �� ��� ����� t ≥ 0� ����� �����

‖ξu(t)‖H2 +

∫ ∞

t

‖∂tu(τ)‖2dτ ≤ Q(‖ξu(0)‖H)e−εt +Q(‖f‖),
��� ���� ε > 0 
	� ���� �������� �	���
��	� ��	����	 Q�

;� 3���" ��� � "�	
�8 "�� �
���
�8 �
 =+>8 �
� �� �� ������ �	� �� �	���3���
� ��
6	����
 �� ∂tu+ εu8 "�� ��� ε > 0 �	������ ������ !
 3�����	���8 ���� ��	�� �����
�� /���
� �" � ��	
�� �������
� �� B0 ⊂ H "�� �� ������	3 S(t)�

!
 ��% �" (�) �
� F��� �8 % ����� θ ≥ � ���� 
�	�� �	�� ���� �� �
6	�����

(2)
1

2
‖∇z‖2 + (θ − 2�)‖z‖2 − 〈ϕ′(u(t))z, z〉 ≥ 0

����� "�� ��� z ∈ H01(Ω)8 ��� t ≥ 0 �
� ��� ���	���
 u(t) %��� ξu(0) ∈ B0�
;�
8 % ��

ψ(r) = ϕ(r) + θr.

G�����8 ��
�����
 (�) ����� ����� %��� ψ �
 3��� �" ϕ� �����8 �
 ����	
� �" (�)8

(�) ψ′(r) ≥ 0.

� 
�% ��
���� �
����� ���� ξu(0) ∈ B08 �
� % ����3�� �� ���	���
 �� (�) �
��
�� �	� u = v + w8 %�� v �
� w ���� �� 6	����
�

(-)

⎧⎪⎨
⎪⎩
∂ttv + ∂tv − Δv + ψ(u) − ψ(w) = 0,

ξv(0) = ξu(0),

v|∂Ω = 0,

�
�

(@)

⎧⎪⎨
⎪⎩
∂ttw + ∂tw − Δw + ψ(w) = θu+ f,

ξw(0) = (0, 0),

w|∂Ω = 0.

!
 �� "����%�
�8 c ≥ 0 %��� ���
� "�� � �
��� ��
���
� �3
��
� (3�������) �
��
�
 �� ��A �" B0 (�	� 
���� �
 �� 3�����	��� ξu(0) ∈ B0 
�� �" �� ��� t)�

����� �� ��� ����� t ≥ 0� �� �
�� ��
� ‖ξw(t)‖H ≤ c�

������ ;� ��� ���	�
� �" �� 3���" �" F��� � �33��� �� (@)8 ��
� "���
F��� � % '
�% ���� �� ����� ��
� ��� ���
�� �� L∞(0,∞;L2(Ω))� H����
���� ���� �� �� �
����� ���� �� 
	��� �
����� �� ��� ����� t ≥ s ≥ 0 
	� ����� ω > 0� ����� �����∫ t

s

‖∂tw(τ)‖2dτ ≤ ω(t− s) +
c

ω
.

�



������ :9
 �� "	
����
��

Λ = ‖∇w‖2 + ‖∂tw‖2 + 2〈Ψ(w), 1〉 − 2θ〈u, w〉 − 2〈f, w〉,
%�� Ψ(w) =

∫ w

0
ψ(y)dy� ��� ���� Λ ≤ c8 �	 �� (�) �
� F��� +� ;�	�8

�	���3���
� (@) �� ∂tw8 �
� �33���
� �
� ��� F��� +8 % �����


d

dt
Λ + 2‖∂tw‖2 = −2θ〈∂tu, w〉 ≤ 2ω +

c

ω
‖∂tu‖2,

�
� �� ����� �� 3���� �
������
� �
 ��� �
 (s, t)8 /3�����
� �� �
����� ������
"	�
���� �� F��� �� �

G������
� �� ���� ��	���8 "�� ��� �
����� ���� ξu(0) ∈ B0 % ��� �� ��	
��

(,) ‖ξu(t)‖H + ‖ξw(t)‖H ≤ c,

�
�

(��)

∫ t

s

[‖∂tu(τ)‖2 + ‖∂tw(τ)‖2
]
dτ ≤ ω(t− s) +

c

ω
, ∀ω > 0.

!
 ���� �� ��
��	�8 % 
� �� "����%�
� �
����A� �����
 �" �� .��
%���
�����

����� �� ��� Λ : R
+ → R

+ �� 
	 
��������� ��	��	���� ��	����	 �
������	�

d

dt
Λ(t) + 2εΛ(t) ≤ h(t)Λ(t) + k,

����� ε > 0� k ≥ 0 
	�
∫ t

s
h(τ)dτ ≤ ε(t−s)+m� ��� 
�� t ≥ s ≥ 0 
	� ���� m ≥ 0�

���	�

Λ(t) ≤ Λ(0)eme−εt +
kem

ε
, ∀t ≥ 0.

� �� 
�% �
 � 3������
 �� 3���

����� �� ��� ����� t ≥ 0 
	� ���� ν > 0� ����� �����

‖ξv(t)‖H ≤ ce−νt.

������ ��� ε ∈ (0, 1) �� � �����
� ����8 �9
 �� "	
����
��

Λ = ‖∇v‖2 + ‖∂tv‖2 + ε‖v‖2 + 2〈ψ(u) − ψ(w), v〉 − 〈ψ′(u)v, v〉+ 2ε〈∂tv, v〉.
��� ����8 "��� (�) �
� (2)8

2〈ψ(u) − ψ(w), v〉 − 〈ψ′(u)v, v〉 ≥ (θ − 2�)‖v‖2 − 〈ϕ′(u)v, v〉 ≥ −1

2
‖∇v‖2.

7
�8 �
 ����	
� �" (�) �
� (,)8 Λ �����9� �� �
6	������

(��)
1

4
‖ξv‖2

H ≤ Λ ≤ c‖ξv‖2
H,

3������ ���� ε �� ����� 
�	��� *	���3���
� (-) �� ∂tv + εv8 % 9
� �� 6	�����

d

dt
Λ + εΛ +

ε

2
‖∇v‖2 + Γ = 2〈(ψ′(u) − ψ′(w))∂tw, v〉 − 〈ψ′′(u)∂tu, v2〉,

�



%�� % ��

Γ =
ε

2
‖∇v‖2 + (2 − 3ε)‖∂tv‖2 + ε〈ψ′(u)v, v〉 − ε2‖v‖2 − 2ε2〈∂tv, v〉.

I��
� (�)8 (�) �
� (,)8 �� �� �33��
� ���� Γ ≥ 0 �" ε �� ����� 
�	��8 �
�

2〈(ψ′(u) − ψ′(w)∂tw, v〉 − 〈ψ′′(u)∂tu, v2〉 ≤ c
(‖∂tu‖ + ‖∂tw‖

)‖∇v‖2

≤ ε

2
‖∇v‖2 +

c

ε

(‖∂tu‖2 + ‖∂tw‖2
)
Λ,

�� ��
� �" (��)� $� ���� 3��
�8 ������
� ε > 0 �	�� ���� �� ���� ��
�����
� ��
��� �����9�8 % �����
 �� ��J�
���� �
6	�����

(��)
d

dt
Λ + εΛ ≤ c

(‖∂tu‖2 + ‖∂tw‖2
)
Λ.

!
 ��% �" (��)8 �� ����� ��
��	���
 "����%� "��� F��� 2 �
� (��)� �
����� �� ��� ����� t ≥ 0� ����� �����

‖ξw(t)‖V ≤ c.

������ &���
� q = ∂tw8 % ��J�
���� (@) %��� ��3�� �� ���8 �� �� �����


∂ttq + ∂tq − Δq + ψ′(w)q = θ∂tu.

;�
8 "�� ε > 08 % �9
 �� "	
����
��

Λ = ‖∇q‖2 + ‖∂tq‖2 + ε‖q‖2 + 〈ψ′(w)q, q〉 + 2ε〈∂tq, q〉,
%����8 ��������� �� �� 3����	� ����8 �����9� �� �
6	������

1

2
‖ξq‖2

H ≤ Λ ≤ c‖ξq‖2
H,

%�
 ε �� ����� 
�	��� *	���3���
� �� ���� 6	����
 �� ∂tq + εq8 % �� �� ��

d

dt
Λ + εΛ +

ε

2
‖∇q‖2 + ‖∂tq‖2 + Γ = 2θ〈∂tu, ∂tq〉 + 〈ψ′′(w)∂tw, q2〉+ 2εθ〈∂tu, ∂tw〉,

%��

Γ =
ε

2
‖∇q‖2 + (1 − 3ε)‖∂tq‖2 + ε〈ψ′(w)q, q〉 − ε2‖q‖2 − 2ε2〈∂tq, q〉.

$���
8 Γ ≥ 0 3������ ���� ε �� ����� 
�	��8 %���� �� ����� ��
� ��� �" ��
���� ��J�
���� 6	����� �� ��
������ ��

2θ〈∂tu, ∂tq〉 + 2εθ〈∂tu, ∂tw〉 + 2〈ψ′′(w)∂tw, q2〉
≤ ε

2
‖∇q‖2 + ‖∂tq‖2 + c‖∂tw‖2Λ + c.

7
�8 9/�
� ε �����8 % 
� 	3 %��� �� ��J�
���� �
6	�����

d

dt
Λ + εΛ ≤ c‖∂tw‖2Λ + c,

�
� "��� F��� 28 % �� �� ��	
�

‖∇∂tw(t)‖ + ‖∂ttw(t)‖ ≤ c.

���� ���� �
"�������
8 % ����� "��� (@) �� "	���� ��
���� ‖Δw(t)‖ ≤ c� �

�



G������
� F��� � �
� F��� -8 % ���
 ���� S(t)B0 �� (/3�

������) ��������
�� � ��	
�� �	��� C ⊂ V� !
 ���� %����8 C �� � ���3��� ��������
� ��� ;���8
�� ���
���� ���	�
�� �" �� ����� �" ���������� (� ��� =+8 ��8 ��>)8 ����� ��
/���
� �" � ���3��� ������ ��������� A ⊂ C "�� �� ������	3 S(t)� ;� 3���" �"
;���� � �� ��
 ���3����

����������

<�= >� (������2 (�?� @��6���
2 >�A� B���2 � ������ ���������� �������� ���� �������� �'������2
@
��� ������� ��C���	���� �7%���
	� �� D����E2 F3�GFHH�

<�= (��� ��0�	2 ���� �����,2 *�&���� ���������	 �) 	���&����	 ��� ��������� ��������2 >� �����
�%��� (���� �� D��F�E2 33�G3���

<�= (��� ��0�	2 ���� �����,2 ���������	 �) ��������� ��������	2 ?
��� B
���	�2 (��������2 �����
<3= (� ���	2 (�>� ����	�2 �� ?�
���	,
2 +����� �����	����� �'��������� ���������	 )�� 	���������

���� ��������	 ���� ������&2 >� ����� (	��� (���� ��� D����E2 3�FG3���
<1= �� ��0���2 @� .��%��	�,�2 (� ����	6����2 +� I���,2 ,��)��� �'��������� ���������	 )�� � 	��&������

��������� ������ ���� ��������2 ������� @
	��	� ��	��� +������ �� D���3E2 ��� ��F�
<H= +� .����2 �� .��������2 (� ����	6����2 �� ����2 -� ��� ���������� ����'����� �) ��� ���.

�����	����� ����.(������� ��������2 >� ����� (	��� (���� D�
 ������E�
<-= >��� .����)���2 :� 8����2 ���������	 )�� ������ ��������� ���������� ��������	2 >� �����

�%��� (���� �� D��F-E2 �-�G����
<F= �� .��������2 (� ����	6����2 �� ����2 +� I���, /���.��	����		 ��� ���& ���� �������� �) �

���������.���������� ���	�.���� 	�	��� ���� 	��&���� ���������	2 �%0�������
<�= �� .��������2 �� ����2 -� ��� ������ 	��������� ���� �������� ���� �������� �'������" �� 

	����� ������� �	� ��C���	���� �7%���
	� D#����	)�
	2 ?@2 ����E� ������� @
	��	� ��	���
+������ D�%����E D����E2 �1�G�1F�

<��= �� .��������2 �� ����2 �	�������� �������� �) � ���������.���������� 	�	���2 @
��%	� �%��
(���� (	��� � D���3E2 F3�GFF��

<��= >�A� B���2 �	�������� �������� ��� �������	 �� ������� �����	���	2 �	 �?
	��	��� ��C���	����
�7%���
	�� D>�A� B��� �	� �� ����J	�/ (�
��� ���E2 �����	2 �
��
	2 ��F1�

<��= >�A� B���2 �	�������� �������� �) ��		������� 	�	���	2 (���� ����� +
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