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 A + B → ∅
���
� "�� � �
�����
 "��
� �� 3���
 ��	
����� !
 ���� ���
�6 �%� ��3
� A, B6 �" 3������
�
���
 �
 � 7
��
 �	��
� ΛN ≡ {−N,−N + 1, . . . , N − 1, N} �" ��
 �
�
�
� ������
� B ��3
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�
� ΛN �� ��
 �
"� ��	
���� �" ��
 �
�
���� %��� ���
 (���
 �
3

�

�) ���

λ−(t)6 �
� A 3������
� 

�
� �� ��
 ����� ��	
���� %��� ���
 λ+(t)� �����
 ΛN 3������
�
3
�"��� ��
��� %��' %��� ���"� (�
3

��
� �
 ��
 ��3
)8 ��
 ���
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 �" ��
 ���
�
�� ���� �" �%� 3������
� �" ��9
�

� ��3
 �

�6 ��
� �

������
 �
���
����� $� � �
�	�� �"
���� ��
�����6 A �
� B 3������
� ���	3� �%� ���:��
� �����
�0 ��
�
 %��� �
 � ����� ����
���
6 pb(t)6 ���� �� ���	3�
� �� � B 3������
6 �
� � �
"� ���� ���
6 pa(t) > pb(t)6 ���� ��
���	3�
� �� �
 A 3������
� ;�
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 pa(t) �
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� ��� ��
���� �� �" 3������ �
�
�
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������� 7
�
�
6 %�
�
 ��
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 �� � �
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 ��
����� �" �
 ����� ����� =
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 ��

���	
� i ∈ ΛN �
3�
�

� ��
 ��������� �" � 3���
 (�
 ���
 	
���)6 �
� ��
 3������
� �" ��3

A �
� B �
3�
�

� ��
 ���
�� 3���
� �� � (����') ���'
� �� �
��6 �
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����
�� �	�6 � 	
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����' �� � ���
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�
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�
%�� 3��3��
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���� �� ��' 
� ��� A�B �
� "	���
� �
�
������
� �� �� ���
C
� 
� ��� A26 �B6
�
� ;�
� �
� ;��
 A,B� $ ��9
�

� �
����
 �" ��
 ���
� ���' ��
�
����� %�� ��
���
�
�
�
 A�B� !
 A�B6 ��
 ���	
 �" ���
� ���' ��
����� %�� �
�
��3
� "	���
�6 �
� � ���
 ���3�
/
���
� %�� �
�
��3
�� !
 ���� ����
� ��
�
/�6 ��
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 A+B → ∅ ���
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 ��
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�

� ���
 ������	� �
�	��� �
 ���� ���
����
 �� ��
���
��
� � �����
�
����� �
 %���� ���� ��
 ��C
6 N 6 �" ��
 �
�
���� ΛN 6 �
� ��
 
	��
� �" 3������
� 3
� >3���
?
�

�� �� �
7
���� �
 %��� �

 ���� 	
�
� �33��3����
 �����
� ��
 >
�3������ �������	���
? �"
��
 ���
� ���' ��
�
��
� �� � ��
��
		� 3��7�
 %���
 ��
���� �� ���
�

� �� � 3��������6

�
� ��� ���������� � �������� ��A����� #���� �� �
��� ������� ����� <�������� �
 ��A����� ��<� ����������
���� ���� ���B ���� ����� �� ��� �C������� �
 � D���C������� ������E ����� �� ��� #���� �� �C������(
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	���������� �
 A,B �
 ��
 ���
 
�
�
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�

� ���
� =
�
 %
 %��� �
���
 ���� �
�	�� "��� � ����
 �
������
 3��
��3�
 "�� ��


�3������ �������	���
 �
 ��
 �3���� �" ��
 	�	�� 3���"� �" �������
���� ������ �
 3������

����
�� (�

 AE6 -B)� ����
 �
 ���
 �
�3
��� �	� 3���" "����%� ��
 ��
�

���
�� ��

�6 ���

�" ��
 3�����	������
� �" �	� ���
� �
@	��
 �3
���� ���

���
 �
� ��
 �33��

��� 
�� ���
�
�
�� 
/����
� 3���"�� <	� 3�
�

�����
 %��� ��
�

����
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�
 ��3
����
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�� �" ��
 ������
� HI��

���� ����	�	���
 J
� 	� 
�% "������� �
����	�
 �	� ���
�� ��� � ���

 3������
 �
�
�
�6
N 6 ��
 ��
7�	�����
� �" ���� ���
� ��
 
�
�

�� �" ��
 �
� XN = Z

ΛN 6 
@	�33
� %��� ��

�����
�
 ��3������ �
 	�
 η6 η = {η(x) ∈ Z : x ∈ ΛN}6 �� �

��
 ��
�
 ��
7�	�����
��
=
�
 %
 	�
� � �
�� ��
�

�

� ����' �� �
3�
�

� ��
 
	��
� �" A �
� B 3������
� �� �
���
 x �� ��
 ��
��
 Z ���	
� �������
 η(x)0 !" η(x) ≥ 06 ��

 ��
�
 ��
 η(x) A 3������
� ��
���
 x6 �
� �" η(x) ≤ 06 ��

 ��
�
 ��
 −η(x) B 3������
� �� ���
 x� I	
 �� ��
 "��� ���� ��

�%� ��3
� �" 3������
� ��

�� �� 
/��� �� ��
 ���
 ���
6 ���� 
������
 �� 	
�����	�	��

�
 "	���
� �
� Λ = [−1, 1]� H��
�� �
 Λ ��
 �

��
� �� u6 v�

.��

 � (
�� 

�
����� 3������
) ��
��
	�	� "	
����
6 γ : Λ → R6 �	�� ���� ‖γ‖∞ < +∞6
%
 �

��
 �� νN

γ ��
 3���	�� �
��	�
 �
 XN %��� H�����
 �����
��� ����
�3�
��
� �� ��


3��7�
 γ� ;��� �
�
� ����6 	
�
� νN
γ 6 ��
 ��
��� �������
� |η(x)| ��
 �
�
3

�

�6 ���


H�����
 �������	���
 %��� �
�
 N |γ(x/N)|6 �
� sign η(x) = sign γ(x/N) νN
γ  ����

;�
 (���
�
���
�) A + B → ∅ ���
� �� � ���
 �
�����


�	� *��'�� 3���
��6 ηN
t = ηt6

%��� ����
 �3��
 XN %���
 �


�����6 LN,t6 ���� �
 "	
����
�6 f 6 ��

LN,tf(η) ≡ N2
∑

x∈ΛN

η+(x)
[
pN

(
f(ηx,x−1) − f(η)

)
+ qN

(
f(ηx,x+1) − f(η)

)]
+ N2

∑
x∈ΛN

η−(x)
[
qN

(
f(ηx,x−1) − f(η)

)
+ pN

(
f(ηx,x+1) − f(η)

)]
+ N3λ+(t)

[
f(ηN,+) − f(η)

]
+ N3λ−(t)

[
f(η−N,−) − f(η)

]
.

(�)

=
�
 η+(x) = η(x) ∨ 06 η−(x) = |η(x) ∧ 0|6 �
� pN = ed/N/2 = 1/qn6 d ∈ R� ;�

��
7�	�����
�6 ηx,·6 %��� �

 3������
 ���
� "��� 3������
 x6 ��
 �
7

� ��

ηx,x±1(y) ≡

⎧⎪⎨
⎪⎩

η(y) "�� y /∈ {x, x ± 1},
η(x) − sign η(x) "�� y = x,

η(y) + sign η(x) "�� y = x ± 1,

(�)

ηx,±(y) ≡
{

η(y) "�� y 
= x,

η(x) ± 1 "�� y = x.
(+)
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�
�6 ��
��
	�	� "	
����
� �
 [0,∞) (��
�6 ��
�
 
/����
c > 0 �	�� ���� 1/c ≤ λ±(t) ≤ c "�� ��� t ∈ [0,∞))� <��
��
 ���� ��
 ���
 �
�����
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�" ��
 3���
�� �� �
�� �	
 �� 
�
 ��
���
� �
:
����
 ���
� λ±�

���	��
 ���
 ���� ed/N − 1 ∼ d/N �� � ���"�8 �� ���� �
 �33����
 ���
����
 �
 ��
 �%�
3�3	�����
� �
� ��	� �
3�
�

�� � ���"� ��%���� ��
 >3���
? (�" d > 0)� ���
 ���� ���� ��

���

��� �" ��
 ���"� ����
� %��� 1/N 8 ���� �����
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 3���
 %�	�� �
�� "������� �� �
 
@	����

�" 7��� ���
��

J
� T > 0 �
 � 7/
� ���
 %���
 ���	
 ��
� 
�� ���
�
 �
 ��
 3�3
�� �
 	�
 P d,λ
N,γ �� �

��


��
 3���������� �
��	�
 �
�	�
� �� ηN
t �
 ��
 3��� �3��
6 D([0, T ], XN)6 (��
 &'���'���

�3��
 �" �K��K� "	
����
� "��� [0, T ] �� XN)6 ��
 �
����� �
��	�
 �
�
� νN
γ � !" 
� ��
"	���


��
 ����
6 %
 %��� �������
���� �'�3 ���
 �" ��
 �
���
� �" P d,λ
N,γ�

;� ���3��"� ��
 �
���
�
� (�
� �
 ��
% �" ��
 7
�
���� �33�������
) %
 ��
���
� �
�� γ ∈
C̃(Λ)6 %�
�


C̃(Λ) =
{
γ ∈ C(Λ) : sup{u ∈ Λ : γ(u) < 0} ≤ inf{u ∈ Λ : γ(u) > 0}}. (�)

!" ���� �� ��
 ���
6 ��
 3���
�� ηt ������ �
 �
� 

�
� �
��
� ��� �
�����
� �
�6 ΣN ⊂ XN 6

ΣN ≡ {
η : max{x : η(x) < 0} < min{x : η(x) > 0}}. (2)

�
 ���� ��
���
� �
 �	/������ %
�'�� �����
���� ���
�� J
� H(u, t) �
 � ��
��
	�	�
"	
����
 �
 ��
 �
� Λ × [0, T ]� �
 ���
���
� %���
 Ht(·) "�� H(·, t) �� ��'
 ��
 
������

���
 ���3���� ;�
 %
�'�� �����
���� ���
� �� �


���
� ��

LH
N,tf(η) ≡ N2

∑
x∈ΛN

η+(x)
[
pNeHt((x−1)/N)−Ht(x/N)

(
f(ηx,x−1) − f(η)

)
+ qNeHt((x+1)/N)−Ht(x/N)

(
f(ηx,x+1) − f(η)

)]

+ N2
∑

x∈ΛN

η−(x)
[
qNe−Ht((x−1)/N)+Ht(x/N)

(
f(ηx,x−1) − f(η)

)
+ pNe−Ht((x+1)/N)+Ht(x/N)

(
f(ηx,x+1) − f(η)

)]
+ N3λ+(t)[f(ηN,+) − f(η)] + N3λ−(t)[f(η−N,−) − f(η)].

(�)

;�
 ����
�3�
��
� �
��	�
 �
 D([0, T ], XN) �� �

��
� �� P H,d,λ
N,γ 6 %��� νN

γ �� �
����� ��� 
����	���
�

��� � ���
� �
��	�
�6 ν6 �
 Λ6 �
� �
��	����
 "	
����
�6 f 6 %
 �
� 〈ν, f〉 ≡ ∫
Λ

f(u) ν(du)�
�
 %���
 M "�� ��
 �3��
 �" 3����6 μ = (μ+, μ−)6 %�
�
 μ+ �
� μ− ��
 
�
 

�����
 ���
�
�
��	�
� �
 Λ ���� �����"�

u ∈ supp μ+ �
� v ∈ supp μ− =⇒ v ≤ u. (-)
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 �3��
 M �� 
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� %��� ��
 ��3����� ���� ��'
� � �
@	

�
6 μn6 ��
�
��
 �� μ6
�9 ���� 〈μ+

n , f〉 → 〈μ+, f〉 �
� 〈μ−
n , f〉 → 〈μ−, f〉 ���� "�� ��� f ∈ C(Λ)� ;�
 �3��


M �� ��
 ���3�
���
 �" ��
 �3��
 �" ���

� ���
� �
��	�
� �
 Λ ���� �����"� (-) %���
�
�3
�� �� ��
 ��
���
�
� ��3����� (�
 ���� ���
 μ+ �
� μ− ���	�� �
 �
�
�3�
�
� �� ��

��
�
���� �
���3������
 �" � ���

� �
��	�
 �� ��� 3������
 �
� 

�����
 3���)� ;�
 �3��

M �� ����
� ���
 ���� �3��
6 ��
�
 μ+ �
� μ− ��
 ���� ���
 �
 ���� �� ��
 (�� ����
�

) 3��
� �
 ��
 �
�
��
����
 �" ��
�� �	33����� �
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7

 〈μ, f〉 ≡ 〈μ+, f〉 − 〈μ−, f〉 �
�
〈|μ|, f〉 ≡ 〈μ+, f〉 + 〈μ−, f〉� �
 	�
 M0 ⊂ M �� �

��
 ��
 �
� �" μL� �	�� ���� ���� μ+

�
� μ− ��
 �����	�
�� ��
��
	�	� %��� �
�3
�� �� ��
 J
�
��	
 �
��	�
� ;�
 
�
�

�� �"
M0 ��
 ���

� �
��	�
�� ���
 ���� M0 �� 
�� � ����
� �	��
� �" M�

��
����6 �
� 	� �
7

 � ��36 πN : ΣN → M6 ����	��

πN(η; du) ≡ N−2
∑

x∈ΛN

η(x)δx/N (du). (E)

�
 �����
�� ����
����
 πN(ηN
s ) �� πN

s �

��+� ��� ���� �����	����
 �
 ����� �� �
����	�
 
������
� ���� ��
 �
@	��
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7


��
 ���
 "	
����
�� �" ��
 ����
 �
������
 3��
��3�
 %
 ��
 ���
� �� 3�
�

� �� ��
 

� �"
���� �
����
� $� 	�	����6 ��
�
 ��
 �%� �����
�� ��3
� �" ����
 �
������
�6 � >������ 3���?6
�����
� "��� ��
 ����
 �
������
� �" ��
 �
����� 3���	�� �
��	�
6 �
� � >��
���� �

?�

;�
 ������ 3��� �� ����
� 
��� �� 	
�
����
�6 �	� � ����� ���3�������
 ����
� "��� ��
 "���
���� %
 %��' %��� >���

�? H�����
 �������	���
�� ��/ γ ∈ C̃(Λ) �
� �
7

 M(γ) ⊂ M ��

M(γ) ≡ {
μ ∈ M : supp μ± ⊂ {u : γ(u) ≷ 0}}. (,)

;�
 �
� M(γ) �� ����
� �	��
� �" M� ��� 
��� γ ∈ C̃(Λ) %
 �
7

 hγ : M → R ��

hγ(μ) ≡
{〈

du, |g(u)| log
∣∣∣ g(u)
γ(u)

∣∣∣〉 + 〈du, |γ| − |g|〉, �" μ ∈ M0 ∩M(γ), μ(du) = g(u)du,

+∞, ���
�%��
.
(��)

!� �� '
�%
 "��� ���� hγ(μ) ��
 �
 ���� �
7

� 	��
� ��
 "����%�
� ��������
�� "���	��� J
�
γ′ ∈ C(Λ)� �
 �
7

 hγ′|γ : M → R ��

hγ′|γ(μ) ≡
〈
|μ|, log

∣∣∣γ′

γ

∣∣∣〉 + 〈du, |γ| − |γ′|〉. (��)

;�



hγ(μ) = sup
γ′∈C(Λ)

hγ′|γ(μ), �" μ ∈ M(γ), (��)

�
� hγ(μ) = +∞ ���
�%��
� &�
�
 hγ′|γ �� ��
��
	�	� �
 ��
 ��
���
�
� ��3����� �
� M(γ)
�� ����
�6 ��
 "	
����
�� hγ �� ��%
� �
�� ��
��
	�	� �
 M� !� ��6 ��%
�
�6 
�� ��
�
/�

J
� 	� 
�% �	�
 �� ��
 ��
���� 3��� �" ��
 ���
 "	
����
��� J
� H ∈ C2,1
0 (Λ × [0, T ])6 ��


�3��
 �" "	
����
� ���� ���
 ��
��
	�	� �
�������
 �" ��
 �
��
� ���
� �
 ��
 �3��
 �������




�

�
� �" ��
 7��� ���
� �
 ��
 ���
 �������
 �
� ���� �����"� H(±1, t) = 0 "�� ��� t ∈ [0, T ]�
�
 �
7

 ��
 "	
����
��� �H 6 JH 6 I0 : D([0, T ],M) → R ��

�H(π) = 〈πT , Ht〉 − 〈π0, H0〉 −
∫ T

0

〈πt,
1
2
ΔHt + ∂tHt〉 dt

+
∑

α=±1

∫ T

0

λα(t)(∂uHt)(α) dt + d

∫ T

0

〈|πt|, ∂uHt〉 dt,

JH(π) = �H(π) −
∫ T

0

〈|πt|, 1
2
(∂uHt)

2〉 dt,

I0(π) = sup
{
JH(π) : H ∈ C2,1

0 (Λ × [0, T ])
}
.

(�+)

=
�
6 λα6 α = ±16 ���
�� "�� λ+ �� λ−6 �
� Ht "�� H(·, t)6 �� ����
� ;�
 ��3����� ����
%
 	�
 ��'
� ��
 "	
����
�� JH ��
��
	�	� �
� I0 ��%
� �
�� ��
��
	�	� �
 D([0, T ],M)�
;�
 "	
����
�� I0 �� ���� 
�� ��
�
/�

H	���
� ���� 3�
�
� ���
��
�6 %
 
�% �
7

6 "�� ��� γ ∈ C̃(Λ) ��
 ���
 "	
����
6 Iγ :
D([0, T ],M) → R6 ��

Iγ(π) = I0(π) + hγ(π0). (��)

��
����6 �
� A ⊂ D([0, T ],M) �
 ��
 �
� �" ��� πt = ρ(u, t)du �	�� ���� ��
�� �

���� ρ(u, t)
�� "�� ���
 H ∈ C2,1

0 (Λ × [0, T ]) �
� γ ∈ C̃(Λ) � 	
�@	
 %
�' ���	���
 �" ��
 ����
�

∂tρ(u, t) =
1

2
Δρ(u, t) + ∂u

(|ρ(u, t)|(d − ∂uH(u, t))
)
,

ρ(u, 0) = γ(u),

ρ(±1, t) = ±2λ±(t).

(�2)

;�
 	
�@	


�� �" ��
 ���	���
 �" ����
� (�2) ��
 �
 
��������
� 
����� "��� .��
%���L�
�
���� !� �	M�
� �� 3���


����� �
�
 ��� ρ1, ρ2 �� �
� ��������� �� ����
 ���� ����� ������ C < ∞ ��������� ����
�� H� ���� ��	�

‖ρ1(·, t) − ρ2(·, t)‖2
2 ≤ 2(d2 + C)

∫ t

0

‖ρ1(·, s) − ρ2(·, s)‖2
2 ds. (��)

 ����
 !" ρ1, ρ2 ��
 ���	���
�6 ��

 ρ1 − ρ2 �����7
� C
�� ��	
���� ��
�����
�� =

�
∫ t

0

∫ 1

−1

(ρ1 − ρ2)∂s(ρ1 − ρ2) duds

= −1

2

∫ t

0

∫ 1

−1

(∂u(ρ1 − ρ2))
2 dsdu −

∫ t

0

∫ 1

−1

(|ρ1| − |ρ2|)(d − ∂uH)∂u(ρ1 − ρ2) dsdu. (�-)



�

N��
� 3������ �
�
������
6 ��
 �
"� ��
� ���
 
@	���

1

2

∫ t

0

∫ 1

−1

∂s (ρ1(s, u) − ρ2(s, u))2 dsdu =
1

2
‖ρ1(·, t) − ρ2(·, t)‖2

2 . (�E)

;� ��	
� ��
 ����� ��
� ���
6 ���3�
��
� ��
 �@	��
 %
 �
� ��
 �
�
���
� �� 
�� ����
�
���


1

2
(d − ∂uH(s, u))2 (|ρ1(s, u)| − |ρ2(s, u)|)2 ≤ 1

2
(d2 + C) (ρ1(s, u) − ρ2(s, u))2 , (�,)

%�
�
 C = ‖∂uH‖2
∞� ���� �
�
 ��
 �����
� 
������
 �� �����	�� �

�
 ��
 
�% ����
 �	� ���
 ��
��
�0

������� �
�
 !�� T > 0 	�� �����	� ���"�� γ ∈ C̃(Λ)
 ��� ��#����� �� ��	����� Qd,λ
N,γ ≡

P d,λ
N,γ◦(πN)−1 ��D([0, T ],M) �	���"�� 	 �$ 
��� �	�� ��������	� Iγ 	�� ����� N2
 %	�����
��� �	�� ������ ��� C ⊂ D([0, T ],M) 	�� ��� �	�� ���� ��� O ⊂ D([0, T ],M)�

lim sup
N→∞

1

N2
log Qd,λ

N,γ[C] ≤ − inf
π∈C

Iγ(π),

lim sup
N→∞

1

N2
log Qd,λ

N,γ[O] ≥ − inf
π∈O∩A

Iγ(π).

(��)

���	��
 �� �
 �
��
�
 ���� ��
 �
��������
 �� ��
 �
� A ∩ O �
 ��
 ��%
� ��	
� �� 
��


�
�����6 ��%
�
� ��
�
 ��
 ���
 "	
����
�� Iγ �� 
�� ��
�
/ %
 �� 
�� '
�% ��% �� �
��

�� �	��

;�
 ����
 �
������
 
������
 ��3��
� ��
 "����%�
� ��% �" ����
 
	��
���

������� �
�
 ��� γ �� 	� �����	� ������� ���"��� γ ∈ C̃(Λ)� 	�� ��� ρ(u, t) �� ��� ���#��

�	� �������� �� ��� ������ (�2) 
��� H ≡ 0
 ���� ��� 	�� t ∈ [0, T ] ��� ��#����� ��
�	���� ��	����� πN

t ∈ M ���&����� �� ����	������ �� ��� ��	���� πt(du) = ρ(u, t)du ��
��� �������� �� ��� ��� M


�� ����
	�� �� �������������
��	�
� ���������

;� 3���
 ���� ��
��
�� �� �� ��
�

�

� �� �
����	�
 �%� �������
�� 3���
��
� %�
�
 �
��
�

 ��3
 �" 3������
� �� 3�
�

�� ;�
 �����
�� A + B → ∅ ���
� �� ��

 ��
���	��
� ��

��	3��
� �" ����
� �
 	�
 η
(+)
t �
� η

(−)
t �� �

��
 ��
�
 3���
��
��

;�
 7��� �

6 η
(+)
t 6 �� �


���
� �� LN,t (�
�3� �� LH

N,t �" � %
�'�� �����
���� �����
� ��

��
���
�
�) %��� λ−(t) ≡ 0� ;� �
7

 η
(−)
t %
 7��� �
� λ+(t) ≡ 0 �
 ��
 �


����� LN,t�

;�
 �


���
� 3���
��6 ��� η̄t6 ����� ��%��� 
�
 3������
 �" ��
 �
����� ��
7�	�����
 �� ����


�
 3������
� �
6 ��
�
"��
6 �
7

 η
(−)
t ≡ −η̄t� �
 	�
 P

(±)
N,γ = P

d,λ,(±)
N,γ �� �

��
 ��


�������	���
 �" ��
�
 3���
��
� �
 D([0, T ], XN)6 ��
 �
����� �������	���
 �
�
� νN
|γ1l{γ≷0}|�



�

J
� 	� 
�% ��
���	�� ��
 ��	3��
�� &�
�
 ��
 "����� �


����� �" �� %�	�� 
�� �
 ���
� 

3��

�6 %
 ���
 �
�� � �
����6 �	� ������	�6 �
����3���
� O�
���
� �%� 3���
��
� η
(+)
t 6 η

(−)
t

�� �
7

� ����
 �
 � �����
 3���������� �3��
� $������
����6 �
� 
�
�� 3������
 �" ����
3���
��
� ����� � ���' %�

 �� 

�
�� ΛN (��
� 
�
�� 3������
 �
 ��
 �
����� ��
7�	�����

�
� 
�
�� 

%�� �
:
��
� 3������
 ��
 ���'
�)� I	��
� ��
 ��
�����6 %�

 � ���'
�

3������
 "��� η
(+)
t �

�� � ���'
� 3������
 "��� η

(−)
t 6 ���� ��
�� ���'� ��
 
���
� �
���
 

��

�	��� �	� ��
 3������
� ���� �
 ΛN 6 ��
� �� 
�� �

������
 
��� ���
�� �
 	�
 η
(±•)
t (x)6

�
�3� η
(±◦)
t (x)6 �� �

��
 ��
 
	��
�� �" ���'
�6 �
�3� 
�
 ���'
�6 3������
� �" ��3
 +6 ��

− �� x6 t� N��
� ��
 �
����	�
� 
������
 �� �� 
��� �� �

 ���� ��
 3���
��

η̃t(x) ≡ η
(+•)
t (x) − η

(−•)
t (x) = η

(+)
t (x) − η

(+◦)
t (x) − (

η
(−)
t (x) − η

(−◦)
t (x)

)
(��)

��� ��
 ���
 ��% �� ηt(x)�

�
 	�
 ���� ��	3��
� "�
@	

���� $� ��� 7��� �33�������
 %
 3���
 �

 (�
��
����) �
����

����� �
�
 !�� 	�� T > 0� d� γ 	�� λ

lim
a→∞

1

a
lim sup

N→∞

1

N2
log Qd,λ

N,γ

[
sup
t≤T

〈|πN
t |, 1〉 ≥ a

]
= −∞. (��)

 ����
 �� �
7
����
 �" πN
t �
� (��)

〈|πN
t |, 1〉 = N−2

∑
x∈ΛN

|ηt(x)| ≤ N−2
∑

x∈ΛN

{η(+)
t (x) + η

(−)
t (x)}. (�+)

!� �� ��
�
"��
 �	M��

� �� 3���
 (��) "�� 
��� N−2
∑

η
(+)
t (x)� J
� AN = [0, T ] ∩ N−1

Z

�
� �
� IN (t) �

��
� ��
 
	��
� �" �
:
��
� 3������
� �
 ��
 ����
� η(+) �	��
� ��
 ���

�
�
���� [t, t + N−1]� ;�



P λ
N

[
sup
t≤T

N−2
∑

x∈ΛN

η
(+)
t (x) ≥ a

]

≤ P
‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

∑
x∈ΛN

η
(+)
t (x) ≥ aN2

2

]
+ P

‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

IN(t) ≥ aN2

2

]
. (��)

�
 7��� ��
���� ��
 �
��
� �
��� &�
�
 ��
 �
:
����
 ���
 %�� ���
 ��
���
�6 IN(t)6
t ∈ AN 6 ��
 ������ H�����
 ��
��� �������
� %��� �
�
 N2‖λ‖∞� ;�
�
"��


P
‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

IN(t) ≥ aN2

2

]
≤ NTP

[
Π(‖λ‖∞N2) ≥ aN2

2

]
. (�2)

(=
�
 �
� �
��% %
 	�
 Π(m) �� �

��
 � H�����
 ��
��� �������
 %��� �
�
 m�) !� ��
��

 
��� �� ���% 	��
� ��
 3��3
���
� �" ��
 H�����
 ��
��� �������
 (���
�� ��
 "���
���� ��
 ���
 "	
����
 �" ��
 H�����
 �������	���
 �
��
��
� "���
� ���
 ��

����) ����

lim
a→∞

1

a
lim sup

N→∞

1

N2
log P

‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

IN(t) ≥ aN2

2

]
= −∞. (��)



�

;� ��
���� ��
 7��� �
�� �
 (��) %
 �����
 
�
�� η
(+)
t (x) �
�� �%� 3����6 η

(+)
t (x) = ηi

t(x) +
η0

t (x)6 %�
�
 η0
t (x) �� ��
 
	��
� �" 3������
� "��� ��
 �
����� ��
7�	�����
 η0 ���� ��


�����
� �� t6 x6 �
� ηi
t(x) �� ��
 
	��
� �" 3������
� ��'����� ���
� �� ��
 ���
 3���
� ;�


��
����	���
 �" �
����� 3������
�6
∑

x η0
t (x)6 �
��
��
� %��� t� *��
��
�6

∑
x η0

0(x) ��� ��

H�����
 �������	���
 %��� �
�
 ��	
�
� �� C(γ)N2� ;�
�
"��
6

lim
a→∞

1

a
lim sup

N→∞

1

N2
log P

‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

N−2
∑

x∈ΛN

η0
t (x) ≥ a

4

]
= −∞. (�-)

��� ��
 �
:
��
� 3������
� %
 ���


P
‖λ‖∞
N

[
sup
t∈AN

N−2
∑

x∈ΛN

ηi
t(x) ≥ a

4

]
≤ NP

‖λ‖∞
N

[
N−2

∑
x∈ΛN

ηi
T (x) ≥ a

4

]
. (�E)

!� �� ��
�
"��
 �	M��

� �� ���%

lim
a→∞

1

a
lim sup

N→∞

1

N2
log P

‖λ‖∞
N

[
N−2

∑
x∈ΛN

ηi
T (x) ≥ a

4

]
= −∞. (�,)

;�
 3���������� �
 ��
 ���� ���3��� 
@	��� ��

P

[ Π(‖λ‖∞TN3)∑
i=1

Yi ≥ aN2

4

]
, (+�)

%�
�
 Yi = Y N
i ��
 ������ �
�
�	��� ��
��� �������
� %��� P[Yi = 1] �
�
� 
@	�� �� ��


3���������� ���� � 3������
 
/3��
� �� ��
 ���"� d �
� �
:
��
� �
�� ΛN �� � ���
 	
�"�����
�������	�
� �
 [0, T ] ��
� 
�� 
/�� ΛN �
"��
 ���
 T � O�
���
� 
�% �

 3������
 �����
� ��
���
 N �� ���
 0 �
 ��
 ����
� %��� ���"� (Pd)6 �
�3� %����	� ���"� (P0)� J
� τ = τN �
 ���

/�� ���
 "��� ΛN � ;�

6 ��
 ��
��� �������
� Yi �����"�

E[exp(ωYi)] = T−1

∫ T

0

1+(eω−1)Pd(τ > t) dt ≤ 1+T−1c(d)(eω−1)

∫ T

0

P
0(τ > t) dt. (+�)

!
 ���� �

@	����� %
 	�
� ��
 "��� ���� �
 ΛN ��
 G���
 ��'���� �
�������
 �
�%



�������	���
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 3������
 %��� �
� %����	� ��
 ���"� �� 
����� ���3	�
�
(	��
�6 
���6 H��3������
 ��� �
 3��
 +�� �" A-B)6 �
� �� ��	
�
� �� � ��
���
�� !
�

�6

dP
d

dP0
(T ) = exp

{
TN2

(
cosh

d

N
− 1

)
+

d

N
J
}

, (+�)

%�
�
 J �� ��
 ��9
�

�
 �
�%


 ��
 
	��
� �" ��
 :	�3� �� ��
 ����� �
� �� ��
 �
"�6
%���� �� ��%��� �����
� ���
 2N + 1 (���
�%��
 ��
 3������
 
/��� ΛN)�

;�
 3���������� P
0(τ > t) �� �����
� ���
 ��
 3���������� ���� � ��
��
	�	� ���
 ���3�


��
��� %��' %��� :	�3�
� ���
 1 �����
� �� 0 ��
� 
�� ��� ��
 

�����
 ���" ��

 �
"��
 ���

N2t� ;��� 3���������� �
���
�6 �� �� %
�� '
�%
6 �� (N2t)−1/2� ;�
�
"��
6 (+�) �� ��	
�
�
�� 1+CN−1(eω −1)� $ ��������"��%��� �33�������
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����� �
�
 ��� Π(m) �� 	  ������ �	���� &	��	��� 
��� ��	� m 	�� Yi 	 ��#����� ��
�
�
�
 �	���� &	��	���� ����������� �� Π(m) �	�������� E[eωYi ] = f(ω) ����

E

[
exp

(
ω

Π(m)∑
i=1

Yi

)]
= exp

(
m(f(ω) − 1)

)
. (++)

J
��� ��� �� ��

 ��
�
@	

�
 �" (��)6 (��)6 (�-) �
� (�,)� �

���� J
��� ��� "����%� �
 
��� ��������� ���� %
 


� ���
��

��������� �
�
 ��� Aδ = {(t, s) ∈ [0, T ]2 : 0 ≤ t − s ≤ δ}
 ���� ��� 	�� a > 0


lim
δ→0

lim sup
N→∞

1

N2
log Qd,λ

N,γ

[
sup

(t,s)∈Aδ

∫ t

s

〈|πN
τ |, 1〉 dτ ≥ a

]
= −∞. (+�)

+� ��������������	

 ���	�
��

<

 �" ��
 ���
 ��
3� �
 3����
� ��
 ����
 �
������
� "��� ��
 �������
���� ����� �� �
�� ����
� �	3
� 
/3�


���� 
������
6 %���� ����%� ��
 �
3���
�

� �" ����� "	
����
� ��
"	
����
� �" ��
 
�3������ �

���� πN

t �
� 
/�
�
�� 3����
�
�� �" ��
 3���
��� &�
�
 �
 �	�
���
� ��
 �	�	�� �
�
������
 �
�%


 ��
 3������
� �� �
�����
�� %
�'6 ��
 �
�� 
�
 �������
3��� ���
� "��� ��
 ��	
���� 
9
���� $� %
 %��� �

 ���
�6 %
 


� �� ��
���� �
������
�
�" ηt(±N)/2N "��� ±λ±(t)� ;� ���� 

� %
 3���


��� ��	�	�� �
�
 ��� G ∈ C([0, T ]) 	�� ��"��

W±
G =

∫ T

0

G(t)
(ηt(±N)

2N
∓ λ±(t)

)
dt. (+2)

���� ��� 	�� δ > 0 	�� G "���

lim sup
N→∞

1

N2
log P d

N [|W±
G | > δ] = −∞. (+�)

���	��
 ;� �	� '
�%�
��
6 ����
 �
������
� "��� ��
 �������
���� ����� "�� � ����
� %���
���
 �
3

�

� ��	
���� ��
�����
 %
�
 

�
� ��	��
� ������	���� !� %�� 
�� 
���

� "�� 	�
��% �� �


�����
 ��
 	�	�� �3
����� �
����� 	�
� �� 3���
 ��
 �	3
� 
/3�


���� 
������

"�� ��
���
� ��	
���� ��
�����
 �� ��
 ���
 �
3

�

� ���
� ;�
 ���
 ���3�������
 ��
��
�
 ��
 "��� ���� ��
 3���
�� ��� 
� 
��	��� (
@	������	�) �
��	�
 ���� ��
 �
��
 �� � �����
"�� ��
���	���
� ��� �
@	��
� "	
����
�� �
���� �3��
�� ;��� �� %�� %
 	�
 ��9
�

� �
�����
�� 3���
 ��
 3��3������
� ;�
� ��%
�
� �
�� �33�� �
 �	� ���
 �
� 	�
 �	����
������ ��

"��� ���� ��
 3������
� ��
 ������ 
�
 �
�
�����
��

 ����
 ;� ���3��"� ��
 
������
 %
 3���
 ����� (+�) �
�� "�� W+
G � �
 	�
 ��
 ��	3��
�

�
�%


 ��
 �%� ����
�� %��� �
�� �

 ��3
 �" 3������
� ���� �� �
����	�
� �
 &
����
 ��



�


I
7

 λ(+)(t) = λ+(t)6 λ(−) = λ(+◦) = λ(−◦) ≡ 06 �
� "�� ι ∈ {+,−, +◦,−◦}

W
(ι)
G =

∫ T

0

G(t)
(η

(ι)
t (N)

2N
− λ(ι)(t)

)
dt. (+-)

���� (��)6 �� ��
 �
 �


 
����� ���� ��
 ����� �" ��
 3��3������
 �� ��3��
� ��

lim sup
N→∞

1

N2
log P d

N [|W (ι)
G | ≥ δ/4] = −∞, "�� ��� ι ∈ {+,−, +◦,−◦}. (+E)

!
 ��
 ����
� %��� ���"� d 
= 0 �� �� �
�����
�� ��������"��%��� �� ��
���� η
(+)
t (N) �
�

η
(−)
t (N)� �	���
�6 ��
�
 η

(−◦)
t (x) ≤ η

(−)
t (x) "�� ��� x �
� t6 ��
 
������
 "�� ι = −◦ ��


�
 �
�	�
� "��� ��
 �

 "�� ι = −� =�%
�
�6 �� �� 
�� ��
�� ��% �� ��
���� η
(+◦)
t (N) �


��
 3�
�

�
 �" ��
 ���"�� ;��� �
���
� ������� %�

 ��
 ����
� %����	� ���"� (d = 0)
�� ��
���
�
�6 ��
�
 �
 ���� ���
 ��
 ��	3��
� ��
 �
 ���

���


�0 ��

 �%� ���'
�
3������
� �" ��
 �33����
 ��3
� �

�6 ��
� �
���
 
�
 ���'
� �
� ����
��
 ���
��
�� ;���
�� 3������
 �
�� "�� d = 0 �
��	�
 ��
 �
�����	�� ��
����� �" ���� ��3
� �" 3������
� �� ��


���
� N��
� ���� ����
�
� ��	3��
� %
 ���
 ��%��� η
(+◦)
t = η

(−◦)
t �
� ��
�
"��
 "�� d = 0 ��



������
 "�� ι = +◦ ���� "����%� "��� ��
 �

 "�� ι = −� ;� 3���
 ����� (+E) %
6 ��
�
"��
6



� �� ���% ���� (�) ��
 �
3����
� �" ��
 ����
� %��� ���"� �� ��
 ����
� %����	� ���"� ��
3
�����
�6 (�) ��
 ����
� %����	� ���"� �����7
� (+E)�

;� 3���
 (�) %
 ���3	�
 ��
 G���
 ��'���� �
�������
 �" ���� �������	���
�� !� �� 
���
�� 7
� ����

dP
d,(+)
N

dP
0,(+)
N

(η) = exp
{
N4

(
cosh

( d

N

)
− 1

)∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds + J+

l (ηt)d/N − J+
r (ηt)d/N

}
,

dP
d,(−)
N

dP
0,(−)
N

(η) = exp
{
N4

(
cosh

( d

N

)
− 1

)∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds + J−

r (ηt)d/N − J−
l (ηt)d/N

}
,

(+,)

%�
�
 J+
r (ηt)6 (J+

l (ηt)) �� ��
 
	��
� �" :	�3� �" + 3������
� �� ��
 ����� (�
"�) �
 ηt

	3 �� ���
 T � &�������� %
 �
7

 J−
r (ηt)6 J−

l (ηt)� &
���
� R+
T = J+

l (ηt) − J+
r (ηt) �
�

R−
T = J−

r (ηt) − J−
l (ηt) %
 �
� "�� ι ∈ {+,−}
dP

d,(ι)
N

dP
0,(ι)
N

(η) = exp{Rι
T dN−1} exp

{
c(d)N2

∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds

}
. (��)

;�
 "����%�
� �
���6 %���
 3���" ��
 �
 "�	
� ���
� �
 ���� �
����
6 ��
����� R+
T 6 R−

T �

����� �
�
 !�� 	�� ��������� γ� λ+� 	�� �&��� d ∈ R ����� �� 	 �������� f = fγ,d,λ

�	�������� limK→∞ f(K) = ∞� ���� ��	�

lim sup
N→∞

1

N2
log P d

N [Rι
T > KN3] = −f(K), ι ∈ {+,−}. (��)

!
 ��
 ����
� %����	� ���"� ��
 
������
� "�� η(±◦) "����% "��� ��
 
������
 "�� η(−) �� %

���
 ���
��� �
���'
�� ;�
�
"��
6 �� 3���
 ����� (�) �� �� �	M��

� �� ���%



��

����� �
�
 !�� ι ∈ {+,−}� G ∈ C([0, T ]) 	�� δ > 0

lim sup
N→∞

1

N2
log P 0

N [|W (ι)
G | ≥ δ/4] = −∞. (��)

�
 7��� 	�
 ��
 ���� �%� �
���� �� 7
��� ��
 3���" �" H��3������
 +��� �
 �
7

 RT ��
RT ≡ max R+

T , R−
T � ;�

 "�� �
� K > 0 �
� ��� N ����
 

�	��

P d
N

[|W (ι)
G | ≥ δ/4

] ≤ P d
N

[
|W (ι)

G | ≥ δ/4, RT ≤ KN3,

∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds ≤ K

]

+ P d
N [RT > KN3] + P d

N

[ ∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds > K

]
.

(�+)

;��� �� �� J
���� ��� �
� +�� ��	
�
� ��

≤ E0
N

[
dP d

N

dP 0
N

1l
{
|W (ι)

G | ≥ δ/4, RT ≤ KN3,

∫ T

0

〈|πN
s |, 1〉ds ≤ K

}]
+ e−f(K)N2/2

≤ ec(d)KN2

P 0
N,γ

[|W (ι)
G | ≥ δ/4

]
+ e−f(K)N2/2.

(��)

;�
 ����� (+E) �
� ��
�
"��
 H��3������
 +�� ��

 "����%� 
����� ��'�
� 7��� N → ∞6 	��
�
J
��� +�+6 �
� 7
���� ��'�
� K ����������� ����
� �

 ���� �� ����	 (
)
 �����	� ���� �" �


������ %
 ��
���
� �
�� R+
T � �
 �
���3��
 ��

�
�� �%� 3����6 R+
T = R0

T + Ri
T 6 %�
�
 R0

T �� ��
 3��� �" R+
T ���� �� �	
 �� 3������
� 3�
�

�

�
 ����
� �� ���
 t = 06 �
� Ri
T �� �	
 �� 3������
� �
:
��
� ���
��

;�
 
	��
� �" 3������
� 
/����
� �� t = 0 ��� ��
 H�����
 �������	���
 %��� �
�
 CγN
2(1+

o(1))� !
 ΛN ��
 ��9
�

�
 �
�%


 ��
 
	��
�� �" ��
3� �" �

 3������
 �� ��
 ����� �
�
��
 �
"� �� �� ���� 2N + 1� ;�
�
"��
6 �� �� 
��� �� �
� 	��
� ����
 �
������
 	33
� ��	
�
"�� ��
 H�����
 ��
��� �������
 ����

P d
N,γ

[
R0

T > KN3/2
] ≤ e−fγ(K)N2

, (�2)

%��� fγ(K) ���
���
� �� K → ∞�

$
� 3������
 �
:
��
� �� ΛN �� ���
 N ��
����	�
� �� RT 
���
� �� 0 �" �� 
/���� ΛN �� N
�
"��
 ���
 T 6 �� �� �� ���� 2N + 1 �" �� 
/��� �� −N �� �" �� ����� �
 ΛN 	3 �� ���
 T �
;�
�
"��


P d
N [Ri

T > KN3/2] ≤ P

[ Π(Cλ+N3)∑
i=1

Yi > KN2/8

]
+ P d

N

[ ∑
x∈ΛN

ηi
T (x) ≥ KN2/8

]
, (��)

%�
�
 ηi
T (x) �� ��
 
	��
� �" ��
 �
:
��
� 3������
� �� x6 T �� �
 ��
 3���" �" J
��� ���6

�
� Yi = Y N
i ��
 ������ �
�
�	��� ��
��� �������
� �	�� ���� P[Yi = 1] �� 
@	�� �� ��


3���������� ���� � 3������
 �
:
��
� �� N 
/��� �� −N (�
 ��
 ����
� %��� ���"�)� ;���
3���������� ��
 �
 ��	
�
� "��� ����
 �� Cd/N � $
 
��� 3���" �" ���� ����� �� �
"� �� ��




��

�
��
�� !� �� ��

 3������
 �� 	�
 O�
����
�L� �

@	����� �
� J
��� ��� �� ��	
� ��
 7���
�
�� �
 ��
 3�
���	� ���3��� ��

P

[ Π(Cλ+N3)∑
i=1

Yi ≥ KN2/8

]
≤ e−fλ+,d(K)N2

, (�-)

%��� ���
���
� fλ+,d� ;�
 ��	
� "�� ��
 �
��
� �
�� "����%� "��� (�,)� ;��� 7
���
� ��

3���" �" J
��� +��� �

 ���� �� ����	 (
(
 �
 %�
� �� ���% ���� "�� ��� �
����� 3��7�
� γ6 ��� �
:
����
 �
�

�� 
��
� λ �
� 
�
�� δ > 0

P 0
N,γ

[∣∣∣∣
∫ T

0

G(t)
{η+

t (N)

2N
− λ+(t)

}
dt ≥ δ

∣∣∣∣
]
≤ e−KN2

,

P 0
N,γ

[ ∫ T

0

G(t)
η−

t (N)

2N
dt ≥ δ

]
≤ e−KN2

(�E)

"�� ��� K > 0 �
� N ����
 

�	��� ��� ��'
 �" ��
���� %
 3���
 �
�� ��
 7��� �

@	�����6
��
 �
��
� �

 ��
 �
 3���
� 	��
� �
�� ������� �
������ �����	� ���� �" �


������ %

�����
 G �� �
 �
 �
������� "	
����
6 G(t) = 1l[t1, t2](t) "�� 0 < t1 < t2 ≤ T �

�
 ����
 ��
�� �
3����
�� ��
 �
����� �
� ��
 �
:
��
� 3������
�� J
� x1, . . . , xk �
 ��

3������
� �" ��
 3������
� �
�
� �
 ΛN �� ���
 t = 0� =
�
 k ��� H�����
 �������	���

%��� �
�
 N

∑
x∈ΛN

γ(x/N)� J
� "	���
� s1, . . . , sl �
 ��
 ���
� %�

 ��
 ���
� 3������
�

��
 �
:
��
�6 l ��� ����
 H�����
 �������	���
 %��� �
�
 N3
∫ T

0
λ(t) dt� �
 	�
 �i(x, t)6

i ≤ k + l6 �� �

��
 ��
 ���
 �3

� �� �
����� 3������
 i �� ��
 �
:
��
� 3������
 i − k �� x
�
"��
 ��
 ���
 t� ;�

 "�� G ����

 �� ����
 %
 ��
 %���


1

2N

∫ T

0

G(t)η+
t (N) dt =

1

2N

k+l∑
i=1

�i(N, t2) − �i(N, t1). (�,)

�
 	�
 �N(x, t; x0, t0) �� �

��
 ��
 ��
��� �������
� %��� ���
 ��% �� ��
 ����� ���

�� x6 t �" ��
 ��
��
	�	� ���
 
�
 ���
�
���
� ���3�
 ��
��� %��' ���� �� �����
� �� x06
t0 �
� '���
� �
 
/�� "��� ΛN � ��� �%� ��
��� �������
� X6 Y %
 %���
 X � Y �"
P [X ≥ u] ≤ P [Y ≥ u] "�� ��� u ∈ R�

�
 7��� 
������
 ��
 ��
����	���
 �" ��
 �
����� 3������
� �� ��
 ����� ��
� ���
 �" (�,)�
<��
��
 ���� "�� ��
�
 3������
�

�i(N, t2) − �i(N, t1) ≤ �i(N, T ) � N−2�N(N, TN2; N, 0) � N−2�N(N,∞; N, 0). (2�)

;�
 �
��
� �

@	����� "����%� "��� ��
 �
���3������
 �
 ��
 7��� ����� �" N � !� �� 
��� ��
�

 ���� �N(N,∞; N, 0) �� 
/3�


������ �������	�
� %��� �
�
 2(1− 1/N)� ;�
�
"��
6 ��

��
����	���
 �" ��
 �
����� 3������
� �����7
� (�

���
� �� ei ������ �
�
 �

 
/3�


�����)

1

2N

k∑
i=0

�i(N, t2) − �i(N, t1) � N−3

Π[C(γ)N2]∑
i=0

ei. (2�)



��

N��
� O�
����
�L� �

@	����� �
� J
��� ��� %
 �
�

P 0
N,γ

[ 1

2N

k∑
i=1

�i(N, t2)−�i(N, t1) ≥ δ
]
≤ exp(−δωN3+cC(γ)N2(1−ω)−1) � e−KN2

. (2�)

�
 "	���
� ��
�� ��
 �
:
��
� 3������
�� �
 7��� 3���
 ���� ��
 ��
����	���
 �" ����
 %���
�
:
����
 ���
� sk < t1−(N)−1/2 �
� ���� �" ����
 %��� sk ≥ t1−(N)−1/2 �"�
� sk +(N)−1/2

�� 

�������
� J
�

EN ≡ 1

2N

l∑
i=1

�i(N, t2) − �i

(
N, t1 ∨ (si + (N)−1/2)

)
. (2+)

!� �� 
��� �� �

 ����

EN ≤ 1

2N

l∑
i=1

�i(N,∞) − �i

(
N, t1 ∨ (si + (N)−1/2)

)

� 1

2N3

l∑
i=1

�N(N,∞; N, 0)− �N(N, N3/2; N, 0) ≡ 1

2N3

l∑
i=1

Yi. (2�)

I
���3���
� �
 ��
 7��� ��� �" N �"�
� N3/26 �� ��
 �
 �


 ���� YiL� ���
 ��
 ���
 ��% ��
Zi�N(N,∞; N, 0)6 %�
�
 Zi ��
 ������6 �
�
�	��� ��
��� �������
� %��� �	��
�� 3����������
rN 
@	�� �� ��
 3���������� ���� ��
 
�
 ���
�
���
� ��
��� %��' �
 ΛN �����
� �� N
�	����
� 	3 �� ���
 N3/2 �
� ��

 �
�	�
� �� N � ;�
 3���������� rN �

�� �� 0 �� N
�
��
��
�� !
�

�6 
���6

rN ≤ P[&G� �
���
� N − N3/8 �
"��
 ���
�]

+ P[&G� �	����
� ���
 N3/2 �
 ��/ �" ��C
 N3/8],
(22)

�
� ��
 ���� �
��� �
 ��
 ����� ��
� ���
 ��
�
��
 �� 0 �� ��
 �
 3���
� 
������ $ ���
����
�33�������
 �" O�
����
�L� �

@	����� �
� J
��� ��� ���
�

PN,γ[En ≥ δ] ≤ exp{−2ωN3 + C(λ)rNN3((1 − 2ω)−1 − 1)} � e−KN2

. (2�)

;�
 �
�� 
�
 

�������
 ��
����	���
 ���
� "��� ��
 3������
� �
:
��
� �
 ��
 ���
 �
�
����
[t1, t2]� $� ��
 �
 �


 "��� ��
 �
�	�� �" ��
 3�
���	� 3������3�6 ��� ��
�
 ��
����	���

���	�� �����
��
 "��� 7��� (N)−1/2 ���
 	
��� �" ��
�� ��"
� �
 
������
 �
�� ��
 ��
����	 
���
 �" ����
 %��� si ∈ [t1, t2 − (N)−1/2] ≡ IN � ;�
 3���" �" ��
 "��� ���� 3������
� %���
si ∈ [t1 − (N)−1/2, t1] �
� si ∈ [t2 − (N)−1/2, t2] ��
 �
 ���� 

��
��
� (�
��	�
 ��
�
 �� ���



��

�����
 �" ��
�) �� �
"� �� ��
 �
��
�� �
 %�
� �� 
������


FN ≡ 1

2N

l∑
i=1

1l{si ∈ [t1, t2 − (N)−1/2]}(�i(N, si + (N)−1/2) − �i(N, si)
)

law
=

1

2N3

Π
(

N3
R
IN

λ(t) dt
)∑

i=1

Y N
i ,

(2-)

%�
�
 Y N
i ��
 ���� ���
 ������ %��� ��
 ���
 ��% �� �N(N, N3/2; N, 0)� O�
����6 Y N

i � Y N+1
i

�
� Y N
i �� ����3��������� 
/3�


������ �������	�
� %��� �
�
 2� !
 3�����	���6 ��
 J�3���


���
�"��� �" Y N
i ��
�
��
� �� (1−2ω)−1 	
�"����� �
 �
� ���3��� �
�
����� $ ������� ����


�
������
 ���	�

� ��

 ���
�

PN,γ

[∣∣∣FN −
∫ t2

t1

λ(t) dt
∣∣∣ ≥ δ

]
≤ e−KN2

(2E)

"�� ��� K > 0 �
� N ����
 

�	��� ;�
 3���" �" ��
 �
��� ��

 "����%� "��� ��
 ����
�

@	����� ���
��
� %��� (2�) �
� (2�)� �

�� ��� ����� �����

���� !���� ��� ��� ��� ����
 ;�
 3���" �" ��
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� ��	
� �� 
��

������ ��

���
 �� �
 AEB� ��� H ∈ C2,1

0 (Λ × [0, T ]) %
 ��
���
� ��
 
/3�


���� �����
���
 MH
N (t)

�
7

� ��

MH
N (t) =

dQN,γ

dQH
N,γ

= exp
{
− N2

[
〈πN

t , Ht〉 − 〈πN
0 , H0〉

− N−2

∫ t

0

e−N2〈πN
s ,Hs〉(∂s + LN,s)e

N2〈πN
s ,Hs〉 ds

]}
.

(2,)

$ ���
���� �	� ����
� �

���� ����	�����
 ���%� ����

MH
N (T ) = exp

{
− N2

[
〈πN

T , HT 〉 − 〈πN
0 , H0〉 −

∫ T

0

〈πN
t , (∂t + 1

2
ΔN)Ht〉 dt

−
∫ T

0

〈|πN
t |, 1

2
(∇NHt)

2〉 dt + d

∫ T

0

〈|πN
t |,∇NHt〉 dt

+
∑

α=±1

α

∫ T

0

ηt(αN)

2N
∇NHt(α) dt + OH(N−1)C(πN)

]}

= exp
{ − N2

[
JH(πN) + V H

N (ηN) + C(πN)OH(N−1)
]}

,

(��)

%�
�
 %
 	�
 ∇N �
� ΔN �� �

��
 ��
 �����
�
 �
�������
6 �
�3� J�3���
 �3
����� %���
�
�� ��C
 N−16

V H
N (η) ≡

∑
α=±1

∫ T

0

(
α

ηt(αN)

2N
− λα(t)

)
∂uHt(α) dt, (��)



��

C(π) =
∫ T

0
〈|πt|, 1〉 dt �
� |OH(N−1)| ≤ C(H)N−1� ��� ��� δ > 0 %
 �
7

 ��
 �
�

BH
N,δ ≡ {η ∈ D([0, T ], XN) : |V H

N (η)| ≤ δ}. (��)

�� H��3������
 +��

lim sup
N→∞

1

N2
log PN,γ[(B

H
N,δ)

c] = −∞. (�+)

J
� O ⊂ D([0, T ],M) �
 � �3

 �
� �	�� ���� C(O) ≡ supπ∈O C(π) < ∞� N��
� O ⊂
(O ∩ BH

N,δ) ∪ (BH
N,δ)

c �
� (�+) %
 �
�

lim sup
n→∞

1

N2
log QN,γ [O] = lim sup

n→∞

1

N2
log QN,γ [O ∩ BH,δ]. (��)

;�
 3���������� �
 ��
 ����� ��
� ���
 ��
 �
 %����

 ��

QN,γ [O ∩ BH,δ] = EH
N,γ′

[
MH

N (T )
dνN

γ

dνN
γ′

1l{O ∩ BH,δ}
]

≤ sup
π∈O

exp{N2(−JH(π) − hγ′|γ(π0) + O(δ) + C(π)C(γ, γ′, H)N−1)},
(�2)

%�
�
 ��
 γ′ �
3

�

�
 �" ��
 
���� �
�� ���
� "��� ��
 �33��/������
 �" ��
 dνN
γ /dνN

γ′

�� exp(−N2hγ′|γ)� J
���
� N → ∞ �
� �3������
� ��
� H 6 δ �
� γ′ %
 �
�

lim sup
N→∞

1

N2
log QN,γ[O] ≤ inf

H,γ′,δ
sup
π∈O

{ − JH(π) − hγ′|γ(π0) + O(δ) + C(O)C(γ, γ′, H)N−1
}
.

(��)
&�
�
 JH �
� hγ′|γ ��
 ��%
� �
�� ��
��
	�	� %
 ��
 	�
 
��� J
��� $��+�+� "��� A-B�
;�
�
"��
 "�� 
��� ���3��� �
� K ⊂ D([0, T ],M)

lim sup
N→∞

1

N2
log QN,γ [K] ≤ sup

π∈K
inf

H,γ′,δ

{ − JH(π) − hγ′|γ(π0) + O(δ) + C(K)C(γ, γ′, H)N−1
}
.

(�-)
;�
 �
��� ���	�� �
 �33��
� %��� � �����
 ��� �" ���
 �" ��
 
���� �
�� C(O)� !� �� ��%
�
�

��� �� �

 ���� "�� �
� ���3��� �
� K6 ��
 ��
���
� C(K) = supπ∈K C(π) < ∞ �
�
��
�
"��
 �

 ��
 ���
� ���� �
� %��� �3

 �
�� O %��� C(O) < (1 + δ)C(K)�

���� "# �����	�� �	�������
 ;� 3��� "��� ���3��� �� ����
� �
�� �

 ���	�� 3���
 ��


/3�


���� �����

�� �" ��
 �
@	

�
 QN � ;�
 3���" �
 3��
� �-�P�-+ �" A-B ��
 �
 
�����
���3�
� �� �	� ���
� �
 �
�� �'
��� ��
 ��9
�

�
��

�����6 %
 


� �� ���% ���� "�� 
�
�� ��
��
	�	� "	
����
 H : Λ → R �
� 
�
�� ε > 0

lim
δ→0

lim sup
N→∞

1

N2
log QN

[
sup

|t−s|≤δ

∣∣〈πN
t , H〉 − 〈πN

s , H〉∣∣ > ε
]

= −∞. (�E)

�
 ���


QN

[
sup

|t−s|≤δ

∣∣〈πN
t , H〉 − 〈πN

s , H〉∣∣ > ε
]
≤

δ−1T∑
i=0

QN

[
sup
τ≤2δ

∣∣〈πN
δi , H〉 − 〈πN

δi+τ , H〉∣∣ > ε/2
]
. (�,)
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�
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6 �� �� �	M��

� �� 3���
 � ��	
� (	
�"��� �
 i) �" ��3
 (�E) "�� ��� �	���
�� �

(�,)� ��� ��� s > 0 �
� a > 0 %
 �
7

 �����
���
� (��������� �� �
 (2,))

MaH
N (t; s) = exp

{
N2

[
a〈πN

t , H〉 − a〈πN
0 , H〉

− N−2

∫ t

s

e−N2〈πN
τ ,aH〉(∂τ + LN,τ )e

N2〈πN
τ ,aH〉 dτ

]}
.

(-�)

�
 	�
 At,s(a) �� �

��
 ��
 �
�
���� �
���
 �" ��
 
/3�


����� !
 ���
� �� 3���
 ��

�
@	��
� ��	
� �� �� 

�	�� �� 3���
 � ����
�

� �" ��3
 (�E) (%��� aε �
��
�� �" ε)
"�� N−2 log MaH

N (t; s) �
� "�� N−2At,s(a) 	
�"����� "�� s ∈ [0, T ] ∩ δZ� &�
�
 MaH
N (·; s)

��
 �
�
 �

 3������
 �����
���
�6 ��
� ��
 �
 ��
��
� 	��
� O�
����
�L� 
/3�


����
�

@	����� �� �
 A-B� N��
� ��
 ���
 ���3	�����
 �� �
 (��)6 %
 ���
��
 ���� N−2At,s(a) ��
��	
�
� ��

C(a, H)
{∫ t

s

〈|πN
τ |, 1〉 +

ητ (N) + ητ (−N)

2N
dτ

}
(-�)

;�
�
"��
 ��
 
������
 "�� N−2At,s(a) "����%� "��� O�������� ��+ �
� H��3������
 +��� ;���
3���
� (�E)� ;�
 3���" �" ��
 
/3�


���� �����

�� ��
 �
 ��

 ��
��
	
� 
/����� �� �

A-B8 �
�� ���
�
 �� ���� J
��� ��� ���	�� �
3���
 ��
 ��	
� ηt(x) ≤ 1 %���� �� ����� "��
��
 
/��	���
 3���
��
� ��
��
� ��
�
�

��+� ����� �� ��� ��
 �� ����� ���$���
 J
� ρ(u, t) �
 ��
 	
�@	
 ���	���
 �" ��
 ����
�
(�2) %��� H ≡ 0� (N
�@	


�� �� �	���
�

� �� J
��� ����) ;� 3���
 ��
 ��% �" ����


	��
�� �� �� �	M��

� �� ���% ���� ρ(u, t) dx �� ��
 	
�@	
 
�
�

� �" D([0, T ],M) �	��
���� Iγ �� 
@	�� �� 0�

;� ���� 

� %
 �
7

 "�� � ���

 �����	�
�� ��
��
	�	� 3��� π �
 D([0, T ],M) ��
 �


�
3���	�� 〈·, ·〉π �
 C2,1(Λ × [0, T ]) ��

〈G, H〉π =

∫ T

0

〈|πt|, ∂uG ∂uH〉 dt. (-�)

!" N (π) �

��
� ��
 '
�

� �" ���� �


� 3���	��6 %
 �
7

 H1(π) �� ��
 ���3�
���
 �"
C2,1(Λ × [0, T ])|N (π) %��� �
�3
�� �� ��
 ����
�3�
��
� 
���� !� ��
 �
 ��

 3���
� �� �

A-B6 33� �-�6 ���� ��
�
 
/���� Fπ ∈ H1 �	�� ���� "�� ��� G ∈ H1

�G(π) = 〈G, Fπ〉π, JG(π) = 〈G, Fπ〉π − 1

2
〈G, G〉π, (-+)

�
�

Iγ(π) = hγ(π) +
1

2
〈Fπ, Fπ〉π. (-�)

&�6 Iγ ��
 �
 0 �
�� �" π0(du) = γ(u)du �
� Fπ ≡ 06 %���� �
 �	�
� ��3��
� ���� �G(π) = 0
"�� 
�
�� G �
� ��
�
"��
 π ��� � �

���� ���� �� ��
 ���	���
 �" (�2) %��� H ≡ 0�
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2��� ��
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�
��	
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� ��
 �������� �" ��
 �	3
� 
/3�


���� 
������
 (H��3� 
�����
 +��) �� ��
�
 ����
���

����� %
�
 !�� 	�� H ∈ C2,1
0 (Λ × [0, T ])� G ∈ C([0, T ]) 	�� δ > 0

lim sup
N→∞

1

N2
log P d,H

N [|W±
G | > δ] = −∞. (-2)

 ����
 ;�
 3���������� �
 @	
����
 ��
 �
 %����

 ��

P d,H
N [|W±

G | > δ] = Ed
N

[dP d,H
N

dP d
N

1l{|W±
G | > δ}

]
. (-�)

�� =Q��
� �

@	����� ���� �� ��	
�
� ��

Ed
N

[(dP d,H
N

dP d
N

)2]1/2(
P d

N [|W±
G | > δ]

)1/2
. (--)

!" %
 ���% ���� ��
 7��� "����� �� ��	
�
� �� eCHN2
"�� ���
 CH 
�� �
3

��
� �
 N 6

��

 ��
 3���" �� 
����� 7
���
� 	��
� H��3������
 +���

;� ����
�
 ���� %
 	�
 ��
 
/3����� 
/3�
����
 "�� ��
 G���
 ��'���� �
�������
 (��)6

Ed
N

[(dP d,H
N

dP d
N

)2]
≤ Ed

N

[
exp

{
2N2C(H)C(πN) + 2N2C(H)

∫ T

0

∑
α=±1

|ηt(αN)|
2N

dt

}]

≤
(

Ed
N

[
exp{4N2C(H)C(πN)}]Ed

N

[
exp

{
4N2C(H)

∫ T

0

∑
α=±1

|ηt(αN)|
2N

dt

}])1/2

(-E)

����
 �� =Q��
� �

@	������ ;�
 ���� "������ ��
 �
 ��	
�
� �� ecN2
� ��� 7��� �

 ��

�� 

�	�� �� 	�
 J
��� ��� (
��
�� ��
 "��� ���� QN [supt〈|πN
t |, 1〉 ≥ a] ≤ e−f(a)N2

"��
f(a) �	�� ���� f(a)/a → ∞) ���
��
� %��� J�3���
 �������
 ��3
 �" ���	�

�� ;�
 ���

���	�

� �33��
� "�� ��
 �
��
� �
��6 H��3������
 +�� ���
� 

�	�� ��
���� �" �" 3����������
���� |ηt(αN)| �
���
� ����
� �

�
�
� 
@	�33
� %��� ��
 �	3
� 
/3�


���� 
������
 %
 ��
 3���

� �� �
 ��
 3���" �" ��

	33
� ��	
�� ���
��6 (�2) �
���
�

QH
N,γ[O ∩ BG,δ] = EG

N,γ′

[
MG

N (T )MH
N (T )−1

dνN
γ

dνN
γ′

1l{O ∩ BG,δ}
]
. (-,)

�	���
� ��
3� ���� ���
 � ����
 �
������
 	33
� ��	
�0 ��� �
� ����
� �
� C

lim sup
N→∞

1

N2
log QH

N,γ[C] ≤ − inf
π∈C

sup
G∈C2,1

0 (Λ×[0,T ])

{
JG(π) − JH(π) + hγ(π0)

}
. (E�)
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N��
� ��
 "���	�� (-+) �� �� 
�� ��M�	�� �� �

 ���� ��
 ����� ��
� ���
 �" ��
 ���� ���3���

@	���

− inf
π∈C

{
hγ(π0) + 〈Fπ − H, Fπ − H〉π

}
. (E�)

;�
 ��
����
� �" ���� "	
����
�� ��	� �����"� �G(π) = 〈G, H〉π "�� ��� G ∈ C2,1
0 (Λ × [0, T ])
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�
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