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Asymptotische Input—Output—Linearisierung und
Storgroflenkompensation in nichtlinearen
Reaktionssystemen

Wolfdietrich Miiller
WeierstraB-Institut fiir Angewandte Analysis und Stochastik, Berlin

Abstract. Entsprechend einem von E.D. Gilles und Mitarbeitern am Institut fir Sy-
stemdynamik und Regelungstechnik der Universitit Stuttgart vorgeschlagenen Kon-
zept wird eine reproduzierbare Qualitit der Endprodukte in komplexen verfahrens-
technischen Produktionsprozessen mit Hilfe einer Prozeffiihrung gewahrleistet, die .
in einer hierarchischen Struktur nach zentral vorgegebenen Kriterien durch lokale
Feedback—Steuerungen in den Teilprozessen eine Linearisierung des Input-Output—
Verhaltens der Teilprozesse erzwingt. Da in der Regel nicht alle Zustandsgrdfen einer
Messung zugénglich sind, kann diese Strategie nur asymptotisch realisiert werden,
und zwar mit Hilfe eines Beobachters, der Schitzungen fiir die nicht me8baren Zu-
standsgrofen berechnet. Neue, von H.W. Knobloch und Mitarbeitern an der Univer-
sitdt Wiirzburg gewonnene Ergebnisse zur Theorie nichtlinearer Beobachter gestatten
nun einerseits grofere Freiheiten bei der Konstruktion des Beobachters und bieten
andererseits zusitzlich die Mdglichkeit, gewisse Klassen von Stértermen in den Pro-
zefigleichungen zu identifizieren und damit ihrem EinfluB entgegenzuwirken. An Hand
eines konkreten Modellproblems aus der chemischen Verfahrenstechnik, einer exother-
men Folgereaktion 4 — B — C in einem kontinuierlich durchflossenen Riihrkessel-
reaktor, werden die verschiedenen Méglichkeiten dieses Zugangs im Detail diskutiert
sowie Strategien zur effektiven Konstruktion der nichtlinearen Beobachter vorgeschla-
gen.

AMS subject classification: 93D15; 93A13, 93A25, 93B07, 93B11, 93B18,
' 93B29, 93B30, 93C10, 93C15, 93C73, 93C83, 93C95; 92E20

1 Einfiihrung

In der chemischen Verfahrenstechnik haben in den letzten Jahren Fragen der Sicherung
einer reproduzierbaren Qualitdt eine groBe Bedeutung gewonnen [6]. Zur Steuerung kom-
plexer Reaktionssysteme werden hierarchisch strukturierte Prozeffiihrungskonzepte vor-
geschlagen, bei denen eine iibergeordnete Koordinationsebene aus globalen Kriterien ab-
geleitete Qualitdtskennziffern fiir die Einzelprozesse vorgibt, wahrend auf der unteren,
prozefinahen Ebene durch geeignete lokale Regelungen ein diesen vorgegebenen Kenn-
ziffern entsprechendes Sollverhalten der einzelnen ProzeBstufen realisiert werden muS.
Im Rahmen eines solchen Konzepts steuert die Koordinationsebene den “Qualititsstrom”
durch die Gesamtanlage; ein wesentliches Ziel beim Entwurf der lokalen Regelungen fiir die
Einzelprozesse ist es daher, zu erreichen, da8 das Ubertragungsverhalten der (in der Re-
gel hochgradig nichtlinearen) Einzelprozesse beziiglich dieses Qualitatsstromes moglichst
einfach wird. Hilfsmittel hierzu bieten die Methoden der nichtlinearen Kontrolltheorie [9]:
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Unter relativ allgemeinen Voraussetzungen ist es méglich, durch Einfiihrung einer (sta-
tischen oder dynamischen) Zustands-Riickkopplung die Dynamik des Teilprozesses so zu
verdndern, daf sein Input-Output—Verhalten beziiglich des Qualitdtsstromes linear wird
und daB ein durch die Koordinationsebene vorgegebenes Sollverhalten exakt realisiert
werden kann. :

Leider ist dieses theoretisch sehr schéne Ergebnis fiir eine praktische Losung des Steue-
rungsproblems noch nicht ausreichend: Erstens ist der aktuelle Zustand eines realen Pro-
zesses meist nicht vollstindig bekannt, denn in der Regel sind nicht alle Komponenten des
Zustandsvektors einer Messung zuginglich; zweitens mufl immer damit gerechnet werden,
daB durch von auBen einwirkende Stérungen das Verhalten des realen Prozesses von dem
des mathematischen Modells abweicht. v

Dem ersten dieser beiden Probleme, der Tatsache, daf8 nicht alle Zustandskomponenten
einer Messung zuginglich sind und daf8 somit die zur Realisierung einer Zustands—Riick-
kopplung erforderlichen Informationen nicht vollstindig zur Verfiigung stehen, begegnet
man mit der Konstruktion eines sogenannten “Beobachters”. Dieser berechnet Schitzun-
gen fiir die nicht direkt meBbaren Zustandskomponenten, die unter gewissen Vorausset-
zungen mit wachsender Zeit gegen die wahren Werte dieser Komponenten konvergieren;
damit kann dann die gewiinschte Zustands-Riickkopplung zumindest asymptotisch rea-
lisiert werden. Es sind eine Vielzahl von Methoden zur Konstruktion derartiger Beob-
achter bekannt (siehe etwa den VDI-Fortschrittsbericht [1]), dabei wird der Beobachter-
entwurf oft rechnergestiitzt unter Verwendung von Computer—-Algebra— und “symbolic
computation”—Systemen durchgefiihrt. So verwendet das am Institut fiir Systemdyna-
mik und Regelungstechnik der Universitdt Stuttgart entwickelte System MACNON (2]
die Routinen des Systems MACSYMA, wihrend die an der University of California in
Davis/CA entwickelte “Nonlinear Systems Toolbox” [12] das System MATLAB benutzt.

Ein mathematisch streng begriindeter Zugang zur Konstruktion nichtlinearer Beob-
achter auf der Basis der Theorie der Integralmannigfaltigkeiten wurde in den letzten
Jahren von H. W. Knobloch und Mitarbeitern an der Universitit Wiirzburg entwickelt;
eine zusammenfassende Darstellung findet sich in den Kapiteln 3 und 4 des DMV-
Ergebnisberichtes [11]. Hierbei wurden fiir gewisse Klassen von Systemen konkrete hin-
reichende Bedingungen dafiir hergeleitet, daB fiir ganze Scharen von Ldsungen der nicht-
linearen Prozefgleichungen die durch den Beobachter berechneten Schitzungen fiir die
einer Messung nicht zugénglichen Zustandskomponenten gegen die richtigen Werte kon-
vergieren.

Dariiber hinaus gestattet der in [11] gegebene Zugang auch die Gewinnung von Aus-
sagen zum zweiten der beiden oben angesprochenen Probleme, nimlich dem der Un-
terdriickung des Einflusses unbekannter, von aufien auf das System einwirkender Stérun-
gen. Hierbei werden Situationen betrachtet, wo die dynamische Struktur der Stérungen
bekannt ist, d. h., es wird angenommen, daf die StérgréB8en ebenfalls Losungen eines
Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen, des sogenannten Exo-Systems, sind. Un-
bekannt hingegen sind die Anfangswerte und damit die gesamten zeitlichen Verldufe der
Stérgréfen in der jeweiligen konkreten Realisierung des Prozesses. Auf den nichtlinearen
Beobachter kommen damit zwei zusitzliche Aufgaben zu: er mufl die Stérungen identifi-
zieren und gleichzeitig ihre Auswirkungen kompensieren.

Ziel der vorliegenden Untersuchungen war es, anhand eines konkreten — in Abstim-
mung mit der Arbeitsgruppe von Professor Gilles am Institut fiir Systemdynamik und



Regelungstechnik der Universitédt Stuttgart ausgewahlten — Beispielproblems aus der che-
mischen Verfahrenstechnik die Leistungsfahigkeit dieses Zugangs aufzuzeigen. Betrachtet
wurde eine exotherme Folgereaktion A — B — (' in einem kontinuierlich durchflos-
senen Riihrkesselreaktor. Die mathematische Beschreibung des Reaktionssystems wurde
dem Preprint [7] entnommen, ebenso die Zahlenwerte fiir die im System auftretenden
chemischen und physikalischen Konstanten und sonstigen Parameter, und auch die Sze-
narien einiger der Simulationsrechnungen, {iber die im folgenden detaillierter berichtet
wird, orientieren sich an Daten aus [7].

Der Bericht ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 2 wird zunichst eine allgemeine
Klasse nichtlinearer Steuerungssysteme n-ter Ordnung eingefiihrt und dann das Glei-
chungssystem des Riihrkesselreaktors — als Beispielproblem fiir die weiteren Untersu-
chungen — vollstindig beschrieben. In den folgenden Abschnitten wird dann jeweils die
Vorgehensweise zunidchst flir das allgemeine System n-ter Ordnung erliutert und an-
schlieflend fiir das konkrete Beispielproblem diskutiert und mit Hilfe der Resultate ver-
schiedenartiger Simulationsrechnungen illustriert. Dabei behandelt Abschnitt 3 die exakte
Input—Output-Linearisierung durch Zustands-Riickkopplung, Abschnitt 4 die asympto-
tische Input—-Output-Linearisierung unter Verwendung eines nichtlinearen Beobachters
auf der Basis des in [11] beschriebenen Zugangs und Abschnitt 5 die auf diesem Zugang
beruhenden Moglichkeiten der zusédtzlichen Stérgrofenkompensation. Zu einigen der auf-
gefithrten Simulationsrechnungen wurde das Programmsystem dstool [8] benutzt, bei an-
deren wurde zur numerischen Integration der Systemgleichungen die Subroutine I12SSE1,
ein Programm zur Losung eines steifen expliziten Differentialgleichungssystems mit einem
modifizierten Gear—Verfahren, aus dem Programmpaket NUMATH-2 verwendet, Teile der
Fortran-Programme wurden mit Hilfe des “symbolic computation”-Systems Maple V [4]
erzeugt.

2 Das Steuerungssystem

2.1. Als mathematische Beschreibung eines Teilprozesses betrachten wir zunichst — mit
der in [7] gewdhlten Bezeichnungsweise — ein nichtlineares SISO-Steuerungssystem (SISO
= single input single output) der Gestalt

5= f(@)+ 9@y, y=ha), w=qa). BNCE)

Dabei bezeichnet z den n-dimensionalen Zustand des Systems, u die skalare Steuerung,
y den skalaren einer Messung zuginglichen Systemausgang und w den ebenfalls skalaren
zu regelnden System-Output. (Im Kontext der ProzeBfithrung zur Sicherung einer repro-
duzierbaren Qualitat eines komplexen Gesamtprozesses ist w in der Regel ein Ma8 fiir die
Qualitat des durch (2.1) beschriebenen Teilprozesses.) Die Funktionen f,g : R* — R"
und h,q : R™ — R werden als hinreichend glatt vorausgesetzt. Gesucht wird eine nichtli-
neare statische oder dynamische Riickfithrung der MeBgrdfle y, die.zusdtzlich von einem
neu einzufiihrenden Steuer-Input v abhingt, derart, daB fiir das geregelte System das
Input-Output—Verhalten w = w(v) linear wird.
Neben (2.1) betrachten wir, in Anlehnung an die in {7} gewéhlte Vorgehensweise, das
Prozefimodell ) '
T= f(ﬁ) + g(ﬁ)'&a ¥= h(ﬁ)7 W= Q(i) (2‘2)
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Wahrend man davon auszugehen hatte, daf im System (2.1) zwar die Werte der MefigréBe
y, nicht aber die des vollen Systemzustandes z bekannt waren, kann man annehmen, da8
(etwa im Sinne einer Echtzeit-Simulation) die Werte der Zustandsgréfie £ zu jedem Zeit-
punkt bekannt sind. Damit macht es Sinn, fiir das System (2.2) eine Zustandsriickfiihrung
zu konstruieren, die eine ezakte Linearisierung des Input—-Output-Verhaltens bewirkt.

Eine wesentliche Rolle hierbei spielt der Begriff des relativen Grades, der wie folgt
definiert ist [9]: Das System

&= f(z)+ (o), w=q) (2.3)

besitzt im Punkt ¢° den relativen Grad r, wenn gilt: £,L7 q(2°) # 0, LyL%q(z) = 0
fiir k < r — 1 und z € U(z°); dabei bezeichnet U(z°) eine Umgebung des Punktes z°
und Lsq(z) die Lie-Ableitung der skalaren Funktion g¢(z) lings des Vektorfeldes f(z):
Lsq(z) = (grad q(a), f(2)) = T, ZEfi(2), Lya(e) = Li(L5 a(z)), La(z) = g(z).

Im folgenden werden wir wiederholt die Abkiirzungen
oi(z) = L7q(z), ai(z) = LL7q(z) (24)

verwenden. Eine Input—Output-Linearisierung des Systems durch Zustands—-Riickfiihrung
ist nur in Bereichen des Zustandsraumes méglich, in denen das System einen relativen
Grad besitzt.

2.2. Als konkreter Reprisentant der Systemklasse (2.1) wird im folgenden ein spe-
zielles System aus der chemischen Verfahrenstechnik betrachtet, das die Kinetik einer
exothermen Folgereaktion A — B — (' in einem kontinuierlich durchflossenen Riihr-
kesselreaktor beschreibt [7]: Die ablaufenden Reaktionen sind dabei alle von erster Ord-
nung, alle drei Stoffe A, B, C haben dieselbe molare Masse, und die Gesamtmasse m im
Reaktor bleibt konstant. Mit der Kiihltemperatur als SteuergréBe soll der Massenbruch
des Stoffes B, der als Ausgangsgrofe nicht online me8bar ist, iiber die Messung der Re-
aktortemperatur geregelt werden. Die normierten Modellgleichungen (2.2) des Reaktors

“lauten .

z = - 1B — Z1) — K1Z1€Xp (T - 35

: 1, . . 1 . 1\\.

Ly = =(&28—23)+ k11 exp (171 (1 — ;—)) — KaZyexp (7]2 (l - -;—)) (2.5)
T T T3 .

3

; - A A A 1 ) 1 .
by = ; ($3E _ 583) — BZ3 + K11 21 exp (171 (1 - g‘)) + Nz;\za?z exp (”72 (1 - ;3:.;)) + Bi

3

Yy T3
w Z,.

Dabei sind &,, &; die Massenbriiche der Stoffe A, B, Z3 die dimensionslose Temperatur
und % die dimensionslose Kiihltemperatur. Die Normierung erfolgt mit der Temperatur
Ts am stationdren Punkt. Die Verweilzeit 7, die dimensionslosen Aktivierungsenergien 7,
72 bzw. die Reaktionsgeschwindigkeiten k;, £, und der Warmeiibergangskoeffizient 8 sind
konstante Parameter. Die Reaktionsenthalpien gehen in A, A; ein. Die Zustandsvariablen
des Zuflusses sind mit dem Index E gekennzeichnet.
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Tabelle 1. Zusammenstellung der Simulationsdaten

ProzeSmodellparameter: k1 = 0.02781[%
K2 = 0.00059 ry
m = 26.6319
M2 = 29.2951
Ay = 0.19974
A2 = 0.13316
B = 0.0045[L]
T = 100 [
ZufluB: 25 = [1.0 0.0 093212]
Stationdre Temperatur: Ts = 37549 [K]
Stationarer Punkt des Modells: 25 = [0.26444 0.69466 1.0]
i = 0.81227
Anfangsbedingungen des Modells: 32 = [ 0.26444 0.69466 1.0]
Anfangsbedingungen des Prozesses: zJ = [0.15 0.6 1.0]
; . —0.03780 0.0 —0.19590
Lineares Referenzmodell: A = 0.02781 —0.01059 0.18391
’ 0.00555 0.000078 0.02622
T k
b = [0.0 0.0 0.0045]
& = [00 1.0 0.0]
Sprunghdhe der StellgroBe v : Av = -0.05

Tabelle 1 enthilt eine Zusammenstellung der in [7] verwendeten Simulationsdaten;
diese Daten wurden — iiberall, wo nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — auch
den im folgenden beschriebenen Simulationsrechnungen zugrundegelegt. Die Festlegung
des stationdren Punktes (Zs,us) ergibt sich dabei eindeutig aus der Fixierung der sta-
tiondren Temperatur T's: wegen der Normierung &3s = 1 erhilt man Zg,Z25,us als
Losung des linearen Systems

1 ~ A A
0 = ; (31315‘ - 131) — K121
1 A ~ A A
0 = ;_' (.’EzE - 232) + K11 — KT
1

0 = ; (:%31-'7 - 573) — BZs + k1 Mi1Z1 + K2 A2,y + Bis.

Der relative Grad des Systems (2.5) beziiglich w 148t sich leicht bestimmen: wegen g(Z) =
(0,0,8)T und ¢(&) = £, erhilt man fiir die in (2.4) eingefiihrten Gréflen a;(#) = 0 und

ax(Z) = % [nlnlzle exp (7)1 (1 - %)) — KoM e:fp (172 <l - %))] , (2.6)

T3 3
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speziell

- ag(2s) = B(kamis — Kamadas); (2.7)

mit den Zahlenwerten von Tab. 1 ergibt sich ay(Zg) = 0.000827 > 0, damit hat das
System im Punkt &g — und aus Stetigkeitsgriinden auch in einer gewissen Umgebung
dieses Punktes — den relativen Grad r = 2.

Allgemein 148t sich die Bedingung a, # 0 geometrisch wie folgt veranschaulichen: Im
(21, 2, ¢3)-Zustandsraum — von dem wegen der Bedeutung der eingehenden Gré8en nur
der Bereich ‘

2,20, 2,20, 23>0, z;+z;<1 (2.8)

relevant ist — wird die Fliche ay(z) = 0 gegeben durch

2= (zs)my mit y(za) = 2 exp(m —72) (1 - —1—) , (2.9)

Kan2 T3
in jeder Ebene z3 = const beschreibt (2.9) eine Gerade durch den Punkt z; = z, = 0
mit positivem Anstieg y(z3) > 0. Fiir z3 — 0 néhert sich die Gerade im Fall 7, < 72 der
za—Achse, im Fall 7, > 7, der z;—Achse; in beiden Fillen schwenkt sie mit wachsendem
z3 monoton in Richtung der Grenzlage mit Anstieg 7o = 2B exp(m — 7n2). In der durch
Tab. 1 gegebenen Situation ist 7; < 72 und v, = 2.988; die Fliche ay(z) = 0 ist folg-
lich eine Schraubenfliche durch die z3—Achse, die fiir z3 = 0 die z;—Achse enthélt und
sich fiir wachsendes z3 der Ebene z; = 2.988 z; ndhert. Das Gebiet ay(z) > 0, das auch
den stationdren Arbeitspunkt #s enthilt, liegt “rechts” von dieser Schraubenfliche (es
besteht aus den Punkten mit z; < (z3) 1), und die Flache bildet, wie wir sehen wer-
den, eine natiirliche Barriere, iiber die hinaus das Verfahren der exakten Input—-Output-
Linearisierung nicht angewendet werden kann.

3 Exakte Input—Output-Linearisierung

3.1. Das Verfahren zur exakten Linearisierung des Input—Output—Verhaltens eines Sy-
stems (2.3) mit relativem Grad r ist wohlbekannt [9]: Man fithrt die Funktion ¢(z) und
ihre ersten 7 — 1 Lie-Ableitungen als neue Koordinaten ein, z; = oy(z), 1 = 1,...,r (vgl.
(2.4)). In diesen neuen Koordinaten haben die ersten r Gleichungen des Systems (2.3) die

Gestalt v
2.1 = 29

by = 2z (3.1)
z, = orp(z) + or(2)u.
Setzt man nun
or+1(z) + ar(z)u = v, (3.2)

wobei v einen beliebig vorgebbaren neuen System-Input bezeichnet, und beachtet, daB
z; = w ist, so sieht man, daB (3.1) kurz in der Form

»w(f) =y



geschrieben werden kann. Damit ist der gewiinschte lineare Zusammenhang zwischen In-
put v und Output w hergestellt: man erhilt w aus v durch r-maliges Integrieren. In allen
Punkten z, wo (2.3) den relativen Grad r hat, ist nach Definition a.(z) # 0, (3.2) kann
dort also nach u aufgeldst werden:

1
u= ol am(e) 4ol (53)
Dies ist die gesuchte Zustandsriickfiihrung, die die exakte Input—Output-Linearisierung
des Systems (2.3) bewirkt — hier iibrigens dargestellt als Funktion der “alten” Zustands-
koordinaten z. Und tatsichlich ist es bei konkreten Anwendungen in der Regel nicht
erforderlich, die Darstellung des Systems in den neuen Koordinaten z; = z;(z) explizit
auszurechnen; es geniigt, (3.3) in (2.3) einzusetzen. Man hat lediglich noch zu iiberpriifen,
ob die Nulldynamik, d. h. die (von v unabhéngige) Dynamik in der durch w = 0 beschrie-
benen (n—r)-dimensionalen Lésungsmannigfaltigkeit im n-dimensionalen Zustandsraum,
asymptotisch stabil ist [9]. '
Auf dem gleichen Wege kann man erreichen, daB das Input~Output-Verhalten eines
Prozefimodells

3= f(8)+9(8)d, & =q(8) | (34)
(das so transformiert wurde, daB es fiir & = 0 den stationdren Punkt & = 0, ¥ = 0 besitzt)
mit dem eines beliebig vorgegebenen linearen Referenzmodells

Z=Ai+bv, w=c% (3.5)

mit relativem Grad 7 > r {ibereinstimmt: analog zu (3.1) erhélt man die transformierten
Gleichungen

.
a A

21 = 29
. (3.6)
b= Geal8) + a8
und
Zi = 2z
(3.7
Z, = Gra(Z) + aey;
dabei ist
5i(8) = L7a(3),  6i(8) = L,L5(8) (3:8)
und
5i(8) = TA™ 3, & = cTA™. (3.9)
Erzwingt man hier
Gr31(8) + & (2)0 = Gr1a(8) + Gov (3.10)



fiir alle £ > 0 (das heit, setzt man

&r(m) [ 0‘,.+1($) + 0’,.+1($) + a,.v] (311)
und stimmt auferdem die Anfangswerte der Trajektorien &(t), Z(t) richtig aufeinander
ab), so gilt 1W(t) = w(t) fir alle t > 0, das lineare Input—Output—Verhalten w(v) von (3.5)
ibertragt sich auf W(v). Im Gegensatz zur statischen Zustandsriickfithrung (3.3) ist (3.11)
eine dynamische Zustandsriickfithrung: der Term &,.1(2) ergibt sich gemaB (3.9) aus dem
Zustand Z des linearen Referenzmodells, der folglich wahrend der Slmulatlonsrechnung
fiir das ProzeBmodell (3. 4) laufend mit berechnet werden muf.

In 7] wird gezeigt, wie an dieser Stelle der Rechenaufwand reduziert werden kann:
Durch Vergleich der Beobachtbarkeitsnormalformen der Systeme (3.4) und (3.5) wird ein
System von nur n — r linearen Differentialgleichungen gewonnen, das (statt des vollen
n—dimensionalen Systems (3.5)) zusammen mit (3.4) gelést werden mu8, um die Gréfle
Fr+1(8) in (3.11) zu bestimmen.

3.2. Will man das eben beschriebene Verfahren der Anpassung des Input-Output-
Verhaltens an ein lineares Referenzmodell fiir das ProzeBmodell (2.5) des Rithrkesselreak-
tors durchfiihren, so ist es zunichst erforderlich, durch die Koordinatentransformation

(<43

s (3.12)

§=t—ds, D=1-—

zu einem System iiberzugehen, das den Punkt f = 0,9 = 0 als Gleichgewichtspunkt
besitzt. Dieses System hat die Gestalt

E=f()+b5, =46 (3.13)
mit f(€) = (f1(€), f2(€), f2(€)), b = (0,0,8)7 und

A = % (818 — 815 — &) — k115 + &) exp (Th (1 - 5,351+ £3>> ;
f(8) = 71_ (225 — #2s — &) + ma(d1s + 1) exp (m (1 $351+ £3>)
—ka(#2s + &) exp (772 (1 - 35.351+ é)) , (3.14)
P = 3 (onm = 25— &) ~ loss-+ &)+ mabis + B (1 (1 - =)
+rado(B2s + &) exp (nz (1 — &)) + Bils.
Fiir die einfache Input-Output-Linearisierung gemi8 (3.3) ist dann
b= e [ 5a(d) o] (3.15)

Ch(f)



zu setzen. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen az;(€) = 8f,(€)/8é; (1=1,2,3),

o 1
agn = ex 1-— = ,
(©) e (Th ( T3s + 53))

a52(€) = ~—-%—~l€2exp (nz (1—0 = )) (3.16)

Zas + &
azs(é) = z;_wi+£3—)2 ['91771(5:15 + é1)exp (711 (1 — 33351+ £3>>
~ kama(22s + &) exp (772 (1 — - L ))J
%35 + &3
ist hier (vgl. (2.6) und (3.12))
&(€) = B ax(é) (3.17)
und (vgl. (3.8) fir = q(€) = &)
53(8) = an(é)f(€) + a2(é) fo(€) + aza(€)f2(é). . ' (3.18)
Setzt man (3.15) mit diesen Werten in (3.13) ein, so entsteht das Sysfem
& = Al
& = f(f) (3.19)
b = —lman(@ A0 - an(© A0+
023(5)

(dieses System hangt nicht von f3 ab !). Die Nulldynamik von (3.19) ergibt sich fiir v = 0
und &, = 0, das heiflt, sie verlduft in der durch

=0, f2(f)=0 (3.20)

beschriebenen eindimensionalen Mannigfaltigkeit. Durch (3.20) wird eindeutig eine (nicht-
lineare) Funktion €3 = £3(£;) mit £3(0) = 0 definiert; setzt man diese in die erste Gleichung
von (3.19) ein, so erhélt man fiir die Nulldynamik d1e Gleichung

£ = fi(6,0,&(&)).

Man rechnet leicht nach, daB diese Gleichung die Gestalt

.
-

& = /\051 + O(f?)

mit

1 .
Ao = — = — &y (1 _ s ) (3.21)
T K1MT1s — K2M2T2s

hat. Die Nulldynamik ist also stabil, solange Ag < 0 gilt; mit den Zahlen aus Tab. 1 erhilt

man
Xo = —0.00819. (3.22)



Die Linearisierung des ungesteuerten Systems (3.13) im stationiren Punkt é = 0 hat die
Gestalt

E=AE+bD (3.23)
mit
. —% — K1 0 —K1MZis
A= K1 -1k KiTWT15 — K2NaTas . (3.24)
A1K1 )\252 —% — B+ MKimTis + A2k2n2Zas

Setzt man die in Tab. 1 gegebenen Zahlenwerte ein, so entsteht gerade die ebenfalls in
Tab. 1 angefithrte Matrix A. Die Eigenwerte dieser Matrix berechnen sich zu

/\1( = —0.01105, A;3= —0.00556 £ 0.00711z, (3.25)

die Nullésung des Systems (3.23) mit ¥ = 0 ist also asymptotisch stabil. (Damit sind,
nach bekannten Sitzen iiber Stabilitit nach der ersten Néherung, auch die Nullésung des
nichtlinearen Systems (3.13) mit 4 = 0 und der stationdre Punkt £ = &5 des Systems
(2.5) bei Anwendung der konstanten Steuerung #(¢) = s lokal asymptotisch stabil.)

Es bietet sich daher an, (3.23) als lineares Referenzmodell fiir (3.13) zu verwenden.
(3.23) hat beziiglich w = £, den relativen Grad # = 2, denn mit &7 = (0,1,0), 57 = (0,0, 8)
ergibt sich & = &7 =0, &, = TAb = B(k1m1s — &2172:1:25) > 0 (vgl. (2 7)). Es gilt also
7 =7 = 2 in einer Umgebung von € = 0. Die zugehérige Zustandsriickfiihrung fiir (3.13)
ergibt sich aus (3.11) zu

b =9(€,63,v) = PR [— 63(8) + &3 + &gv). (3.26)

Hierbei ist wieder (&) durch (3.17), 63(&) durch (3.18) gegeben. Der Term &3 steht fiir
03(§ (¢)) = & A%(t), er kann entweder aus dem jeweils aktuellen Wert der Zustandsgréfe
£(t) des mitzusimulierenden Referenzmodells (3.23) berechnet oder aber, nach dem in [7]
gegebenen Rezept, aus einer zusitzlichen skalaren Differentialgleichung berechnet werden.
Diese Differentialgleichung hat die Gestalt

Gy = — 016} + 0253 + a353] + aav, (3.27)

d~abei bezeichnen a;, ay, as die Koeflizienten des charakteristischen Polynoms der Matrix
A, ;
det(AI — A) = X + a3)? + az)\ + a4, (3.28)

und fiir 67, 73 sind die entsprechenden Werte &1(¢ ), &4(£), genommen im jeweils aktuellen
Punkt der Trajektorie £(t) des nichtlinearen Modellsystems (3.13), einzusetzen; damit
erhalt (3.27) die Form

3 = — lar€s + a2 fo(€) + as53] + Gav. (3.29)

Fiir die Herleitung dieser Gleichung sei auf [7] verwiesen. Die dort angegebene Festlegung
fiir den Anfangswert, 53(0) = 0, ist naheliegend, aber nicht zwingend: Auch fiir andere 53—
Anfangswerte wird ein fiir alle Zeiten ¢ exaktes Folgeverhalten 1(t) = w@(t), d. h. éx(t) =
£2(t), realisiert, allerdings zu einer jeweils anderen Trajektorie £(t) des Referenzsystems.
Die Forderung w(t) = w(t) fir t > 0 impliziert 4,(0) = 61(0), also

£(0) = éz(o), (3.30)
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und &,(0) = 6,(0), also (vgl. (3.23), (3.14))
f€1§1(0) - ( + "52) 52(0) + (Kamz1s — '*‘-27723725)53(0) fa(€ (0)); (3.31)

exaktes Folgeverhalten der Trajektorie é (t) wird immer dann realisiert, wenn der Anfangs-
punkt £(0) der Trajektorie des linearen Referenzsystems den Bedmgungen (3.30), (3.31)
geniigt. Es kann also etwa £;(0) beliebig gewshlt und das zugehdrige £3(0) aus (3.31)
bestimmt werden. Der zugehérige Anfangswert 53(0) ergibt sich jeweils zu

53(0) = k1 f1(€(0)) — ( + ’92) F2(€(0)) + (kimz1s — Kam2225) f2(€(0)), (3.32)

dies ist der Wert der Lie-Ableitung von &3(¢) beziiglich des nichtlinearen Vektorfeldes f
im jeweiligen Punkt £(0).

Da aber, wie am Ende von Abschnitt 2 schon erwdhnt, das Verfahren der exakten
Input-Output-Linearisierung tiberhaupt nur arbeitet, solange die Trajektorie des nichtli-
nearen Systems vollstindig im “Gebiet ay(z) < 0” verlduft, kann diese zusitzliche Freiheit
gelegentlich von Nutzen sein.

Wir illustrieren dies anhand einer genaueren Analyse des input—output-linearisierten
Systems. Dieses besteht aus dem ProzeSmodell (3.13), (3.14), der Riickfiihrungsgleichung
(3.26) und der zusétzlichen Differentialgleichung (3.29), hat also insgesamt die Gestalt

& = A

& = R

& = A+ 2(5)[ 63(8) + & + Gzv] (3.33)
Ge = —lmés+ asfa(é) + as53] + Gav

(wobei f1, f, in (3.14), & in (3.17), &3 in (3.18), a1, 02,05 in (3.28) und &, & in (3.9)
erklirt wurden. Ubrigens gilt wegen (3.18), (8.16) die schon in (3.19) benutzte Identitat

(€ [—%d@ﬁ@)—wd@ﬁ@ﬂ

B

[~ () = —
&(£) (5 )
das heift, auch System (3.33) ist unabhéngig von der speziellen Gestalt von F3(€)!). Dabei

nehmen wir im folgenden an, daB alle eingehenden Parameter die in Tab. 1 gegebenen

Werte haben.
In [7] wurde die Reaktion des Systems (3.33) auf einen sprungférmigen Verlauf der in
(3.26) eingefiihrten Steuergrofe v,

firt <0,
o(t) = { v = const fiir¢ > 0, (3.34)

untersucht. Wir betrachten diese Situation etwas genauer. Fiir ¢ — oo strebt das System
gegen einen stationdren Zustand ({r,53r) (dessen Lage von der Grofle des Sprunges v
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abhiingt). Wegen der Stationaritat dieses Punktes gilt 53y = 0 und fo(ér) = 0, damit
reduziert sich Gleichung (3.29) auf

0=—- [dlézT + a3G37] + Gav. (3.35)

Andererseits strebt auch das lineare Referenzmodell f =Af+bv gegen einen stationdren
Punkt é7, es gilt ér = —A~'bv und speziell &7 = ((aade + @3)/a1)v (mi}: den GréBen &;
aus (3.9) und a; aus (3.28)). Wegen der exakten Modellfolge haben wir £, = or, also

s a30y + &
bor = 3—;—%, (3.36)

und damit erhalten wir aus (3.35)
Gyp = —Gav. (3.37)

Wegen 0 < &; <1 und (3.12) muB —&,5 < fz < 1— 25 gelten, damit ergibt sich als erste
Einschrénkung fiir v

VUmin S v S VYmax (338)
mit
v ! z S v ' (1 I s)
min = — = "Z25, Vmax = ——F < (L — 22
a3a; + a3 azas + o

Mit den Zahlen aus Tab. 1 bekommen wir fiir (3.36), (3.37)
for = 748960, &l = —0.000827v

und»fﬁr (3.38)
—0.09275 < v < 0.04078. (3.39)

Die Werte élT; 5311 héngen nichtlinear von v ab und kdénnen nur ndherungsweise nume-
risch berechnet werden. Ein gutes Hilfsmittel hierzu ist das Simulationssystem dstool
[8]: neben zahlreichen anderen Optionen bietet dstool die Mdglichkeit, nach Eingabe
der Systemgleichungen einfach durch “Anklicken” eines Meniiknopfes nach stationdren
Lésungen zu suchen. Die Suche zeigte: Zusédtzlich zu der erwarteten stabilen Gleich-
5eW1chtslage (ET,UaT) besitzt das System (3.33) noch einen Sattelpunkt (fU, G3y) mit
o = &ar, G5y = F3p (gemaB (3.36), (3.37)), aber bio < i, &su > €ar, speziell fiir v =0
neben (ér,337) = (0,0,0,0) den Punkt (£, 353y) = (—0.1966,0,0.0638, 0).

Es zeigte sich weiter, daB diese beiden stationiren Punkte nicht fiir alle Werte v aus
dem Intervall (3.38) existieren. Wir veranschaulichen die Ergebnisse im £-Zustandsraum,
d. h., wir nehmen die Transformation (3.12) zuriick: £ = ¢ + 5. Relevant ist dort der
Bereich (2.8). Abb. 1 zeigt die Lage der stationdren Punkte in der (%;,%;)-Phasenebene
und gleichzeitig in einer (£3, &;)-Ebene. Fiir v = 0 gilt &7 = &g, &y = &5 + {v. Fir nega-
tive v—Werte aus (3.38) gibt es keine Probleme, fiir v — vy, gilt 27 — (1,0,0), &v —
(0,0, +00). Geht man hingegen von v = 0 in Richtung positiver v—~Werte, so sieht man, da8
die Punkte £7 und Zy sich einander mehr und mehr nihern und fiir v &~ 0.007899 zusam-
menfallen und zu einer Singularitit héherer Ordnung (saddle-node) verschmelzen. Fir
v > 0.0079 gelang es nicht, stationdre Punkte des Systems (3.33) im Bereich (2.8) zu fin-
den. Diese Tatsache hat {ibrigens nichts mit der am Ende von Abschnitt 2 angesprochenen
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Abb. 1. Stationdre Punkte (stabile Gleichgewichtslage &7: Dreieck; Sattelpunkt 2y: Kreuz)
fiir (von unten nach oben) v = —0.0927, —0.09, —0.0845, —0.075, —0.05, —0.025, 0, 0.005, 0.0075, 0.007899.
Teilbild a: (21, z2)-Ebene, z; =0...1,z3 =0...1.
Teilbild b: (23, z2)-Ebene, z3 = 0.7...1.3, z2 = 0...1.

Beschriankung auf den Teilbereich a;(z) > 0 zu tun: alle gefundenen stationdren Punkte,
auch der fiir v = 0.007899 sich ergebende Punkt &r = &y = (0.1389,0.7538,1.0312),
liegen echt im Innern dieses Teilbereiches.

Der Versuch, die Systemantwort auf einen SteuergréBensprung v zu berechnen, kann
also offenbar nur fiir v-Werte aus dem Bereich

—0.09275 < v < 0.007899 (3.40)

erfolgreich sein. Tatsdchlich ist aber auch die Existenz einer stabilen Gleichgewichtslage
(7, 037) noch nicht hinreichend fiir ihre Erreichbarkeit vom Punkt (£s,0) aus mit Hilfe
einer Steuerung der Form (3.34). Testrechnungen zeigen: Nur fiir

— 0.07547535 < v < 0.007899 (3.41)

erreicht die vom Punkt (£g,0) ausgehende Trajektorie fiir ¢ — oo den Punkt (&7,537).
Fiir v = —0.07547536 hingegen beriihrt die Trajektorie zum Zeitpunkt ¢ = 256.5 die
Flache &;(%) = 0, und an dieser Stelle bricht die Simulationsrechnung zusammen. (Aus
(3.26) sieht man, daB aus einem konstanten Steuer-Input v eine fiir &(£) — 0 un-
beschriankt anwachsende Steuerungseinwirkung ¥ im System (3.13) resultiert. Insofern
ist, wie schon am Ende von Abschnitt 2 bemerkt, die Fliche &3(&) = 0 die natiirliche
Grenze fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens der exakten Input-Output-Linearisierung.
Fiir v = —0.07457535 nahert sich {ibrigens die Trajektorie dieser Grenze bis auf einen
Minimalabstand &;(2) = 3.3 % 107° zur Zeit t = 256.9 und entfernt sich dann wieder von
ihr, im Startpunkt ist &;(%s) = 8.27  107%, im Zielpunkt &y(2r) = 1.88 ¥ 107%.)

Es ist miiBig, dariiber zu diskutieren, wie “sicher” die letzten Ziffern der unteren
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Schranke fiir v in (3.41) sind; ein anderes Integrationsverfahren brichte andere Ziffern.
Entscheidend ist die Tatsache, dal eine solche Schranke offenbar existiert.

Weitere Testrechnungen zeigen aber, dal man diese Schranke doch tiberschreiten kann,
wenn man nicht im Punkt (s, 0), sondern in einem Punkt (&g, o) mit geeignet gewahltem
o # 0 startet. Als optimal erweist sich die Wahl o = 63; fiir

— 0.084530 < v £0.007899 (3.42)

erreicht die vom Punkt (£s,53s) ausgehende Trajektorie fiir ¢ — co den Punkt (&7, 53p)-
Fiir v = —0.084531 bricht die Simulationsrechnung zum Zeitpunkt ¢t = 424.05 zusammen,
weil die Trajektorie die Fliche &,(&) = 0 erreicht hat. '

Abb. 2.

Approximation des Gebiets (3.43):
horizontal: v = —0.0927...0.04078 ot b
(vgl. (3.39)),

vertikal: o = —0.0002...0.0002.

Die markierten Punkte (sie entsprechen
den v-Werten aus Abb. 1) wurden be-
rechnet und durch einen Polygonzug
verbunden. Die schrige Gerade ist die
Gerade o = §3,(v) (vgl. (3.37)).

Fir v = —0.084531 gelang es nicht, einen o—Wert zu finden, fiir den eine durchgehende
Trajektorie existiert. Dagegen gibt es offenbar fiir jedes v aus (3.42) Zahlen o;,, omax
derart, daB jede Trajektorie, die in einem Punkt (&g, 0) mit

omin(v) < ¢ < omax(v) (3.43)

startet, den Punkt (£7,G3r) erreicht. In Abb. 2 wurde das Gebiet dieser zuldssigen o—
Punkte ndherungsweise durch ein Polygon approximiert.

" Abb. 3 zeigt fiir v = —0.05, Abb. 4 fiir v = —0.0845 jeweils den zeitlichen Verlauf eini-
ger moglicher Ubergangstrajektorien aus dem Bereich (3.43). Dabei sind die Kurven &,(t)
Trajektorien eines linearen Systems (sie sind nach Konstruktion identisch mit den Z,—
Komponenten gewisser Trajektorien Z(t) des Systems (3.23)), wihrend die Bilder fiir die
Verlaufe £3(t) deutlich erkennen lassen, daf8 hier nichtlineare Zusammenhénge zugrunde-
liegen, und auch das “Abreiflen” der Schar bei weiterer VergréBerung oder Verkleinerung
des Parameters o plausibel machen.

4 Asymptotische Input—Output—Linearisierung

4.1. Wie schon in der Einfiilhrung bemerkt wurde, kann das Verfahren der exakten
Linearisierung auf den realen nichtlinearen Prozef (2.1) nicht angewendet werden, weil
nicht alle Komponenten der ZustandsgréBe = einer Messung zuginglich sind und nur der
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Abb. 3. Ubergangstrajektorien fiir v = —0.05
fiir (von oben nach unten) 53 = 9.689-5, 8.0-5, 4.137-5 (= &35(—0.05)), 0.0, —5.724-5.
Teilbild a: z3(¢), ¢ =0...1000, z3 =0...1; Teilbild b: 23(¢),¢=0...1000, z3 = 0.7...1.1.

Abb. 4. Ubergangstrajektorien fiir v = —0.0845
fiir (von oben nach unten) 3 = 7.5-5, 6.99-5 (= &37(—0.0845)), 6.5-5.
Teilbild a: z3(t), t =0...1000, z3 = 0...1; Teilbild b: z3(t), ¢t = 0...1000, 23 = 0.7...1.1.

Wert der skalaren MeBgréfie y = h(z) zu jedem Zeitpunkt bekannt ist. Zusatzlich zu (2.1)
wird daher das nichtlineare Prozefmodell (2.2) betrachtet und in geeigneter Weise als
“Beobachter” an das System (2.1) angekoppelt. Wir zitieren hier den in [11] beschriebenen
Zugang, zunidchst noch ohne Beriicksichtigung externer Storungen (diese werden wir in
Abschnitt 5 in die Betrachtungen einbeziehen).
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Sei Xo C R" eine Menge von zuldssigen Anfangswerten und X, eine Menge von
Zielwerten fiir das ProzeSmodell (2.2). Es wird angenommen, da ein (statisches oder
dynamisches, moglicherweise zeitabhingiges) Riickfiihrungsgesetz

1 = u(t, z,v) (4.1)
bekannt ist, derart, daB fiir das durch Einsetzen von (4.1) in (2.2) entstehende System
2= f(8) + (&)t 3,v), §=HhE), b=q() (42)

jede Trajektorie & = &(t, £9) mit & € X, die Zielmenge erreicht (d. h., limy_o (¢, &0) €
Xo) und daB dabei fiir das System (4.2) die exakte Input-Output-Linearisierung (lineare
Abhéngigkeit fiir @ = w(v) bzw. Modellfolge mit linearem Modell (3.23)) realisiert wird.

Dieses Riickfiihrungsgesetz wird auch in die Gleichung des realen Prozesses (2.1) ein-
gesetzt, und gleichzeitig wird das Systemmodell (4.3), ergédnzt durch einen additiven Kor-
rekturterm, der die Differenz der MeBgrofilen von Proze und Modell berficksichtigt, als
nichtlinearer Beobachter hinzugefiigt, d. h., es wird das gekoppelte System

2 = f() + 9(2)i(, 2,v)

. (4.3)
b= £(3) + 9(8)alt, &,v) + K(t,8)(h(3) — h(x)

betrachtet; dabei wird zugelassen, daf die “Verstirkungsmatrix” K (im hier betrachteten
Fall eines skalaren Systemausgangs h(z) ist K ein Vektor) méglicherweise von ¢ und vom
Zustand & des Beobachters abhingt.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird die Differenz der ZustandsgréB8en,

A=z -z, ' (4.4)
anstelle von & als neue zweite Variable eingefiihrt, (4.3) erhélt damit die Gestalt

z = f(z)+g(z)iu(t,z+ A,v)
A = flz+A)-f(z)+(g(c+A) - g(z)) it, = + A,v) (4.5)
+K(t,z + A)(A(z + A) — h(z)).

Dies ist ein (im allgemeinen nichtautonomes) System im R?®, es besitzt den Unterraum
A=0 (4.6)

als n—dimensionale Intégra.lma.nnig‘faltigkeit; die Dynamik in dieser Mannigfaltigkeit wird
beschrieben durch

T = f(:l:) + g(:c)ﬁ,(t, :I},'U), (47)
also gerade durch die (gesuchte) exakte Input-Output-Linearisierung des nichtlinearen
Prozesses (2.1). ‘

Zur Ausnutzung dieses Sachverhaltes werden in [11] zunédchst verschiedene Resultate
iiber Integralmannigfaltigkeiten bereitgestellt und anschlieBend daraus Aussagen tiber Sy-
steme vom Typ (4.5) abgeleitet. Wir skizzieren hier grob die fiir diesen Bericht relevanten
Ergebnisse und verweisen fiir Details auf [11], Chapter 4 und Appendix B.
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Betrachtet wird ein Differentialgleichungssystem der Gestalt
T = F(t,z,vy)
. (48)
v =G(t,z,y)

(die hier benutzten Symbole haben mit den bisher eingefiihrten nichts zu tun!). Mit Hilfe
einer glatten Abbildung « — s(z) wird eine Menge von Anfangswerten definiert,

Mo = {(0,%0) : Yo = s(20), To € Wo}, (4.9)

es wird die Menge der Lésungen von (4.8) mit Anfangswerten in M, betrachtet, und es
werden Bedingungen angegeben, die sichern, daf diese Menge eine schlichte Integralman-
nigfaltigkeit ist und mit Hilfe einer glatten Abbildung (t,z) — S(¢, z) dargestellt werden
kann, ’

M ={(z,y,t): y = S(t,z), ¢ = z(¢,Z0,¥0), (z0,Y0) € Mo}, (4.10)

sowie daB M exponentiell attraktiv ist und asymptotische Phase besitzt. Dazu wird zu
(4.8) das System der linearisierten Variationsgleichungen lings einer in M verlaufenden
Trajektorie p(t) = p(t, o, y0) = (z(¢, Zo, ¥o), ¥(¢, Zo, ¥0)), (%0, Y0) € Mo, betrachtet,

£ = Fut,p(2) €+ Fy(t, p(t)) 7,

. (4.11)
1 = Gu(t,p(t) €+ Gy(t, p(t))n,

und es wird gefordert, daB Konstanten a, B, 11, V2, F, G, § existieren, mit denen die
folgenden Voraussetzungen erfillt sind:

(V1) Die Fundamentalmatrixlésung (t,7) des Teilsystems

é = Fx(t,p(t))f (4'12)

geniigt der Abschédtzung

B(t,7)] < me¢) fir0 <t < 7 (4.13)

(V2) Die Fundamentalmatrixlésung ¥(¢,7) des Teilsystems

1= Gy(t,p())n (4.14)

geniigt der Abschidtzung

[T(t,7)| < voe P fir 0 < 7 < ¢ (4.15)

(V3) Bs gilt |36, 20| < F, 1Galt s0)I| < G fie £ 2 0, (0,30) € Mo
(V4) Es gilt ||sz(z)]] < S fiir z € Wh.
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Geniigen diese Konstanten dann zuséitzlich den Ungleichungen
B>a B>0 (4.16)

und

+8| <1, (4.17)

, 2F [ 2G
’Y], V2 ﬁ —a ﬁ —a
dann ist die durch (4.10) beschriebene Integralmannigfaltigkeit exponentiell attraktiv

(d. h., fiir den Abstand einer in einer Umgebung der Mannigfaltigkeit startenden Losung
p(t) zu M, 6(t) = dist(p(t), M), gilt eine Abschitzung der Form

[6(8)] < 70 16(0)] ™" (4.18)

mit B’ > 0) und besitzt asymptotische Phase (d. h., zu jeder in einer Umgebung der
Mannigfaltigkeit startenden Lésung p(t), p(0) ¢ Mo, gibt es eine “asymptotisch glei-
che” Lésung auf der Mannigfaltigkeit, p(¢) C M, derart, daB auch fiir den Abstand
8(t) = |p(t) — p(¢)| eine Abschitzung der Form (4.18) gilt).

Betrachten wir nun diese Bedingungen im Falle der Input-Output-Linearisierung, also
speziell fiir die Gleichungen (4.5), so sehen wir, da8 die Integralmannigfaltigkeit M hier
eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit (4.6) ist, ndmlich die Menge aller Losungen mit An-
fangswerten in My = {(z0,0) : zo € Wy, Ag = 0}. Die Variationsgleichungen (4.11)
sind also ldngs Lésungen p(t) = (z(2), A(t)) mit A(t) = 0 zu untersuchen. Léngs solcher
Lésungen gilt aber in den Bezeichnungen von (4.11) G, = 0, das heifit, die Vorausset-
zung (V3) ist mit G = 0 erfiillt. AuBerdem ist hier s(z) = 0, das heiit, (V4) ist mit
S = 0 erfiillt. Damit ist aber (4.17) trivialerweise immer erfiillt und (V3), (V4) werden
- gegenstandslos. Es bleiben die Forderungen (V1), (V2) und die Ungleichung (4.16), dabei
haben die Gleichungen (4.12), (4.14) jetzt die Gestalt

€= [(f + 9W)olamae) &, (4.19)
1= [fz + gzt + K(t,2)hz]e=a(e) 7- (4.20)

Besonders iibersichtlich gestaltet sich die Situation in dem (auch beim Reaktorsystem
(2.5) vorliegenden) Spezialfall g(z) = b = const. Dann ist g, = 0, und damit héngt das
n-Teilsystem (4.20) nicht mehr von % ab. Zu einer fest gewahlten Riickfithrung % gibt es
dann sicher ein o > 0 derart, daf§ die Fundamentalmatrixlésung ®(¢,7) des Systems

€ = [fao + bilalomar € (4.21)

gleichméBig fiir alle Lésungen z(t) mit zo € W, die Abschitzung (4.13) erfiillt; man wahle
dann ein 8 mit 8 > a und bestimme die Verstirkungsmatrix K = K(¢,z) so, da8 die
Fundamentalmatrixlésung ¥(¢,7) des Systems

gleichma8ig fiir alle Lésungen z(t) mit zq € W, der Abschatzung (4.15) geniigt. Wenn dies
gelingt, ist gesichert, daB die Mannigfaltigkeit M exponentiell attraktiv ist — und dies
impliziert, daB die gewiinschte Dynamik (4.7) der exakten Input-Output-Linearisierung
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asymptotisch approximiert wird, sofern nur die Anfangsabweichung |A(0)| hinreichend
klein ist.

4.2. Wir betrachten die Situation im Fall der Reaktorgleichungen (2.5). Aus der For-
derung nach exakter Angleichung des Input-Output-Verhaltens des ProzeBmodells an
das des linearen Systems (3.23), (3.24) ergab sich die dynamische Zustandsriickfiihrung
(3.26) mit (3.27) und damit insgesamt das System (3.33). Um das komplette System
(4.3) aufzuschreiben, haben wir erstens auch in (2.5) zu neuen Koordinaten ¢ = ¢ — zg
iiberzugehen, zweitens in (2.5) fiir die Steuerung den Term (3.26) einzusetzen, drittens
die €-Gleichungen in (3.33) durch zusitzliche Korrekturterme K; i, E)(R(E) = h(£)) zu
erganzen. Beachten wir hierbei, daf8 A({) = ¢ gilt, so erhalten wir insgesamt das System

6f1 = fl(f)

& = L

fs = fa(€) +B9(¢, 53, v) |

03 = —la1&a + a2 fa(€) + 0363 + éav (4.23)
& = £ + Kt €)(és — &)

gz = falé) +K2(t:£)(£3—53)

& = f(6)+piE,55,v) + Ks(t,&)(& — &)

(wobei f1, fa, fa in (3.14), 8(¢, 53, v) in (3.26), a1, 02,03 in (3.28) und &g, &3 in (3.9) erklart
wurden). Analog zu (4.4) wird der Fehler

A=¢—¢ (4.24)

als neue zweite Variable eingefiihrt; im so entstehenden System der Form (4.5) ist dann
die Gleichung fiir 53 mit in den z—Anteil einzuordnen. Das System (4.21) ist folglich
vierdimensional, es hat die Gestalt

¢ = (A(§, 9))e=etro=s39 (4.25)
die Matrix A(¢, o) berechnet sich aus partiellen Ableitungen nach den ¢; und nach o,
(fl )& 0 (fl)fa 0
Ago)=| e (f2)e (F2)es 0 : (4.26)

(fa+B0)y (fs+B0)e (fs+PB0)e B/c2(€)
—ay(f2)e, —a1—ax(fa)e, —aife)s  —as

Mit Hilfe eines Maple-Programms wurden die Eigenwerte A, Az, A3, Ay der Matrix
A(z,0), z = &g + £, in Abhéngigkeit von z, o analysiert. Es zeigte sich folgendes:
e Langs der Kurve
C ={(z,0): z = 2r(v), 0 = 53p(v), vaus (3.41)} (4.27)

d. h. in den stationdren Zielpunkten fiir konstante Steuerungen aus dem Intervall
(3.41), sind die Eigenwerte Aq, A, A3 konstant und haben die Werte (3.25). (Dies
‘entspricht der Tatsache, dafl die Zustandsriickfiithrung jeweils so ausgelegt wird, dal
das Input-Output—Verhalten der durch d1e Werte (3.25) vorgegebenen Dynamlk
folgt.)
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® Der Eigenwert )4, der die Nulldynamik des Systems beschreibt, hat fiir v = v;, =
—0.09275 den Wert Ay = —0.1 und wichst mit wachsendem v monoton an, fiirv =0
hat er den Wert (3.22), fiir v — 0.007899 strebt Ay — 0, damit ist die Grenze des Be-
reiches erreicht, fiir den das Verfahren der Input—-Output-Linearisierung anwendbar
ist.

o Fiir Punkte in einer “schlauchférmigen” Umgebung der Kurve C im z-Raum, d. h.
fir |z — £7(v)| £ p mit hinreichend kleinem p, bleiben die Eigenwerte in der Nach-
barschaft dieser Werte.

Das bedeutet: Fiir Startwerte (z,53) € C erfiilllt die Fundamentalmatrixlésung des
Systems (4.25) die Abschitzung (4.13) mit @ = 0.01106. Die zugehdrigen Ldsungen
(z(t),53(t)) sind stationdr, die Koeflizientenmatrix in (4.25) ist also konstant. Fiir be-
nachbarte Startwerte, die nicht auf C liegen, ist diese Matrix zeitlich verdnderlich, damit
wird die Gewinnung exakter Stabilititsaussagen schwieriger; zusdtzlich zu Abschdtzun-
gen fiir die Eigenwerte \; der Matrix A(t) = A(z(t),53(¢)) fiir alle £ > 0 bendtigt man
Aussagen dariiber, dafl A(t) in gewissem Sinne langsam veridnderlich ist. Hinreichende
Zusatzbedingungen sind nach [10]

sup ||A’(¢)|| hinreichend klein
0<t< o

oder

LTIt < oo

oder

L1t
hmzfo 114'(s)||ds = 0.

t—co
Léngs Losungen, die in einer hinreichend kleinen Umgebung von C verlaufen, sind aber

aus Stetigkeitsgriinden derartige Bedingungen sicher erfiillt. Man kann also sicher eine
Menge von Startwerten

Wo = {(20,00) : loio — 2iz(v)] < i (5 = 1,2,8), |00 — 537(0)] < ps, vaus (3.41)}

so finden, daB die Fundamentalmatrixlésung des Systems (4.25) gleichmaBig fiir alle
(z0,00) € Wy die Abschitzung (4.13) mit

a =0.0115 (4.28)

erfiillt.
Das System (4.22) ist hier dreidimensional. Wegen A(z) = z3 gilt AL = (0,0,1), das
System (4.22) hat also die Gestalt

1 = (B(&))e=eryn : (4.29)

mit .
_ (f)a 0 (fi)e+K1

B(f) = (fz)fx (f2)t'z (f2)€a +K,; |,
(fs)e (fa)e (fa)es + K

- (4.30)

20



und es steht die Aufgabe, die Koeffizienten K, K3, K3 (gegebenenfalls abhingig von ¢, ¢)
so zu bestimmen, daB die Fundamentalmatrixlésung des Systems (4.29) gleichmisig fiir
alle Lésungen mit Startwerten ¢ = zo — &5, o € Wo = {z0 : |zi — zir(v)| < pi (2 =
1,2 3), vaus (3.41) }, eine Abschdtzung (4.15) mit 8 > @, also beispielsweise mit

B =0.012 (4.31)

erfiillt. Naherungsweise 1a8t sich diese Forderung dadurch erfiillen, daB man fiir aus-
gewdhlte £ die Zahlen Kj; nach der bekannten Ackermann-Formel (siehe etwa [1], Anhang
B) so bestimmt, da8l die Eigenwerte von B(¢) vorgegebene Werte X; mit A; < 8 (1 = 1,2, 3)
annehmen, speziell kann man

M=X=X=) A<-p (4.32)

realisieren. Im Zusammenhang mit der (auch in {7] betrachteten) Aufgabe der Approxima-
tion der input—output-linearisierten I”J,bergangs des Systems aus dem stationiren Zustand
zs in einen neuen stationdren Zustand zr infolge einer Steuerung vom Typ (3.34) bieten
sich hierzu drei verschiedene Strategien an:

(a) man berechnet die Zahlen K; einmalig im Punkt Zg, dem Arbeitspunkt des Pro-
zeBmodells vor Beginn der Steuerung (d. h. fiir £ = 0), und verwendet diese Werte
léngs der gesamten Rechnung;

(b) man bestimmt zu (3.34) den neuen stationéren Arbeitspunkt £7 des ProzeBmodells
nach Ablauf der Steuerung, berechnet dort (d. h. fiir { = fT = &7 — &g) die Zahlen
K; und verwendet diese Werte ldngs der gesamten Rechnung;

(c) man nimmt die Zahlen K; als zeitlich veranderhch an und bestimmt ihre Werte K; =
K; (f (t)) laufend im jeweils aktuellen Punkt ¢ (t) der Trajektorie des ProzeSimodells.

~ Diese drei Strategien wurden bei der numerischen Simulation einer Vielzahl von Sy-
stemantworten auf Steuerungen vom Typ (3.34) getestet. Es zeigte sich, daB die Ergebnisse
sich oft nicht signifikant unterschieden, daBl aber — wie zu erwarten war — die Strategie
(c) sich am flexibelsten erwies und beispielsweise Steuerungen in der Umgebung der in
Abb. 4 dargestellten Trajektorien fiir v = —0.0845 {iberhaupt nur mit Hilfe der Strategie
(c) zu realisieren waren. Fiir die nachfolgenden Rechnungen wurde daher ausschliefllich
diese Strategie benutzt; die dazu in jedem Zeitschritt erforderlichen zusétzlichen Rech-
nungen wurden mit Hilfe eines Unterprogramms ausgefiihrt, dessen Fortran-Code direkt
durch das System Maple erzeugt wurde. Als Anfangsbedingung fiir das “korrigierte” Pro-
zeBmodell in (4.23) — dessen Gleichungen sich von (3.33) durch die additiven Korrektur-
terme K; (53-53) unterscheiden — wurde dabei grundsatzlich der stationire Arbeitspunkt
&o = &g, d. h. {o = 0, gewahlt. Durch Vorgabe anderer Anfangsbedingungen o # 0 fiir -
den realen Prozef ergaben sich dann bei der numerischen Simulation unterschiedliche Tra-
jektorien £(t), £(t), und das asymptotische Verhalten der Differenz £(t) — £(t) fiir t — o0
konnte analysiert werden.

In Tabelle 2 sind einige Werte solcher Verglelchsrechnungen fiir vier spezielle Tra-
jektorien aufgelistet. Dabei ist Trajektorie 1 die auch in [7] berechnete Trajektorie zum
SteuergréBensprung v = —0.05 mit &, = &g als Anfangsbedingung des ProzeBmodells und
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zo = (0.15,0.6,1.0) (vgl. Tabelle 1) als Anfangspunkt des realen Prozesses. Dies entspricht
wegen (3.12) dem Wert ¢, = (—0.114, —0.095,0); Trajektorie 1 ist damit ein Beispiel fiir
eine Rechnung mit “grofer” Abweichung des realen Anfangswertes vom stationdren Ar-
beitspunkt. Hingegen gehéren die Trajektorien 2 — 4 im gleichen Kontext zu den Anfangs-
bedingungen &, = (0.001,0,0), & = (0,0.001,0) bzw. & = (0,0,0.001) und sind damit als
“Stérungsrechnungen” in einer kleinen Umgebung des input—output-linearisierten Uber-
gangs &s — & zZu interpretieren. Zu den aufgelisteten A-Werten wurden jeweils gemi8
Strategie (c) die Trajektorien von (4.23) berechnet und zum Zwecke einer vergleichenden
Bewertung die Groflen

=[G -EOd H= [ 16 - &l (4.33)

bestimmt (es zeigte sich, daB Beitrdge zu den Integralen fiir ¢t > 2000 vernachlissigt
werden konnten); §; ist also ein Maf fiir die Abweichung zwischen realem ProzeS und
nichtlinearem ProzeBmodell, §; bewertet die Giite der Anndherung an die vorgegebene
Ubergangstrajektorie des lmearen Modells (3.23). Ein “t” in der Tabelle bedeutet jeweils,
daB die Rechnung vorzeitig abbrach, weil die Trajektorie die Fliche az(f ) = 0 erreichte.

Tabelle 2. Ubergangstrajektorien zum SteuergréSensprung v = —0.05.
Anfangspunkte: Trajektorie 1: {; = (—0.114, —0.095, 0), Trajektorie 2: {;, = (0.001, 0, 0),
Trajektorie 3: £, = (0,0.001,0), Trajektorie 4: £, = (0,0,0.001). Bewertung gema8 (4.33)

Trajektorie 1 | Trajektorie 2 | Trajektorie 3 | Trajektorie 4
A 61 b2 6 6 b1 2 b1 b2
—0.007 t t 5,76 5.78 | 0.294 0.304 | 33.95 33.97
—0.008 | 112.2 113.2 (1.27 1.28 |0.129 0.137| 8.29 8.32
—0.009 | 35,7 53.8 (0.38 0.51 }0.096 0.109 | 2.27 3.20
—0.010 { 25.3 54.6 |[0.22 0.53 |0.091 0.107 | 1.16 3.29
-0.0111{ 21.2 52.5 {0.16 0.50 |0.089 0.105| 0.74 3.10
—0.012 | 17.1 526 |0.13 0.50 |0.086 0.104| 0.57 3.06
—0.013 | 15.1 55.4 |0.13 0.52 | 0.083 0.104| 0.56 3.14
-0.014 | 16.0 60.7 [0.14 0.55 | 0.080 0.104 | 0.62 3.26
—0.015| 19.5 68.1 {0.15 0.59 |0.077 0.105| 0.76 3.41
~0.016 | 25.4 78.3 [ 0.17 0.63 |0.075 0.105| 0.99 3.58
—0.017 | 35.1 93.1 |0.20 0.67 |0.072 0.106 | 1.24 3.78
—0.018 | 53.2 119.9 {0.23 0.71 |0.070 0.106 | 1.48 3.99
—0.019 t t 0.27 0.75 | 0.067 0.107 | 1.71 4.24

Ein Blick auf die erhaltenen Werte zeigt zweierlei: Einerseits konvergiert das Verfah-
ren offenbar sogar schon fiir gewisse A-Werte mit |A| < a (vgl. (4.28), andererseits ist es
— selbst fiir die Trajektorien der “Stérungsrechnung” — durchaus nicht so, daf sich fiir
wachsendes |A| > 8 (vgl. (4.31)) das Konvergenzverhalten laufend verbessert. Vielmehr
fiihrt trotz VergréBerung der Abklingrate das Uberschwingen der Lésungen (das wohlbe-
kannte “peaking phenomenon” [13]) dazu, da8 sich die Bewertungsgréfien (4.33) schnell
erheblich vergréfiern bzw. daB bei grofieren Abweichungen der Anfangswerte die Trajek-
torie aus dem Bereich &(f) > 0 ausbricht. Als optimal erweisen sich A-Werte in der
GréBenordnung von A = —0.012 ...-0.013. (Trajektorie 3 illustriert den Ausnahmefall,
wo — offenbar infolge der Tatsa.che, daB nur in {,-Richtung gestért wird — das “peaking
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phenomenon” nicht auftritt. Hier fithrten Simulationsrechnungen mit gréferen A~Werten
zZu einer weiteren Verklemerung von &y, bis hin zu X = 0, wo sich § = 0.000042 ergab. Al-
lerdings ist fiir diesen A-Wert das System schon extrem stexf der Feedback-Koeffizient K,
hat im Startpunkt den Wert 459000. Fiir noch gréBere A-Werte kapltuherte die Numerik
des Integrationsprogramms.)

Abb. 5. ﬁbergangstrajektorien zum Steuergréfensprung v = —0.05. Verlauf der Kurven =z5(t), 2,(t),
Za(t). Startwerte: £2(0) = £3(0) = 0.694, z3(0) = 0.6. Horizontal: ¢ = 0...2000, vertikal: z; = 0...1.
(a) A= —0.008, (b) A = —0.012, (c) A = —0.013, (d) A = —0.018.

Abb. 5 illustriert die Situation fiir Trajektorie 1: Sie zeigt den Verlauf der Kurven &,(2),
£3(t) und fg(t) fiir A = —0.008 (schlechte Konvergenz Wegen zu langsamen Abklingens der
Fehler), A = —0.012 (gute Konvergenz, §; minimal), A = —0.013 (gute Konvergenz,
& minimal) und A = —0.018 (schlechte Konvergenz wegen ﬁberschwingens). Allen vier
Teilbildern ist gemeinsam, daB zunichst die Kurven &;(t), é2(t) sich einander ndhern und
erst danach gemeinsam gegen die (in den vier Bildern identische) Kurve Ez(t) streben.

Tabelle 4. Ubergangstrajektorien
zum Steuergrofensprung v = —0.0845.
Anfangspunkt ¢ = (0.001, 0, 0)

Tabelle 3. Ubergangstrajektorien
zum SteuergrofBensprung v = —0.05.
Anfangspunkt £, = (—0.114, ~0.095,0.1)

A 81 8 by 8, 52
~0.00910 | t —0.01000 | t t
—0.00920 | 85.6 100.4 —0.01002 | 0.27  0.57
—0.00930 | 72.8  88.0 —0.01005 | 0.33 0.64
—0.00940 | 63.6 86.7 —0.01010 | 0.47 0.80
—0.00950 | 56.5 91.7 -0.01020 | 0.79 1.22
—0.01000 | 40.0 99.0 —0.01040 | 1.62 2.33
—0.01100 | 41.1 108.9 —0.01060 | 2.63 3.65
—0.01200 | 110.7 112.7 —0.01100 | 5.06 6.72
—0.01205 | 138.7 200.0 —0.01200 | 13.90 16.99
—0.01210 | t t —0.01300 | 1t t

Die Sensitivitit der Abhingigkeit von A erhoht sich noch, wenn man in den Anfangs-
werten grofiere Abweichungen in z3-Richtung zuléBt (z. B. {’3(0) = 0.1, vgl. Tabelle 3) oder
wenn man Uberginge mit gréfierem SteuergréBensprung betrachtet (z B. v = —0.0845,
Steuerung in der Umgebung der Referenztrajektorie von Abb. 4, vgl. Tabelle 4 ). Ande-
rerseits iibertrigt sich die am Ende von Abschnitt 3 diskutierte Freiheit in der Auswahl
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der anzusteuernden Referenztrajektorie durch geeignete Wahl des Anfangswertes &3(0) in
natiirlicher Weise auf das Problem der asymptotischen Modellfolge: Abb. 6 zeigt aufler
drei speziellen Ubergangstrajektorien #(t) aus Abb. 3 jeweils den Verlauf der zugehérigen
Kurven z(t), &(t) fiir A = —0.013 (der “mittlere” der drei Uberginge ist identisch mit
dem aus Abb. 5c).

Abb. 6.

Ubergangstrajektorien

zum Steuergréfensprung v = —0.05.
Verlauf der Kurven z3(t), £a(t), Z2(t)
fiir 53(0) = 1.08—4,4.137—5, —9.67—6;
X = -0.013.

Startwerte:

£2(0) = 35(0) = 0.694, z5(0) = 0.6.
Horizontal: t = 0...2000,

vertikal: 29 = 0...1.

Das Bild zeigt, daB es hierbei nicht eigentlich darum geht, unterschiedliche Referenz-
trajektorien Z(t) zu approximieren (zunachst nihern sich jeweils z(t) und Z(t), die gemein-
same Anndherung an Z(t) erfolgt erst zu einer Zeit, wo die verschiedenen Trajektorien Z(t)
ohnehin schon fast identisch sind), daB aber durch unterschiedliche Wahl von &3(0) der
Verlauf der Kurven z(t) und &(t) eben doch entscheidend beeinfluit werden kann.

5 Asymptotische Stérgrofienkompensation

5.1. Wie schon in der Einfithrung erwihnt, gestattet der in Abschnitt 4 beschriebene
Zugang zur asymptotischen Input—-Output-Linearisierung eine Ausweitung auf Systeme,
die zusétzlich von gewissen duBeren Stérungen abhingen. In Anlehnung an [11] betrachten
wir Systeme der Gestalt

T = f(m’d) + g(m) d)u: d= S(d), y= h(m)d): w= Q(wa d)) | (51)

wo z, y, w die gleiche Bedeutung haben wie in (2.1) und wo d € IR* eine zusatzliche
StérgréBe bezeichnet, deren dynamisches Verhalten durch die Gleichung

d = s(d), (5.2)

das sogenannte Ezosystem, beschrieben wird. Dabei wird angenommen, dafl das Exo-
system den Punkt d = 0 als stabile Gleichgewichtslage besitzt und daB Q C RR* eine
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beziiglich des durch (5.2) definierten Flusses positiv invariante Umgebung dieses Punk-
tes bezeichnet, und es wird vorausgesetzt, da das System (5.1), betrachtet als System

mit dem Zustand (z,d) und der AusgangsgréBe w, den wohldefinierten relativen Grad r
besitzt.

Neben dem durch (5.1) beschriebenen realen ProzeB wird das ProzeBmodell
i = f(&,d) + 9(2,d)d, d=s(d), §=h(&d), @=qsd) (5.3)

betrachtet, und es wird angenommen, daB dafiir ein (nun eventuell auch vom Wert der
StoérgroBe d abhdngendes, statisches oder dynamisches) Riickfiihrungsgesetz

& = a(t, &,d,v) o (54)

“bekannt ist, derart, daB fiir das durch Einsetzen von (5.4) in (5.3) entstehende riickge-
koppelte System jede Trajektorie & = (%, mo,do), d= d(t do) mit #o € Xo, do € Q eine
gewiinschte Zielmannigfaltigkeit (die hier als durch # = n(d) beschrieben angenommen
wird) erreicht und da8 hierbei die exakte Input—Output-Linearisierung (lineare Abhingig-
keit fiir b = (v) bzw. exakte Modellfolge zu vorgegebenem linearen Modell) realisiert
wird.

(5.1) und (5.3), (5.4) werden zu einem — zu (4.3) analogen — Gesamtsystem

f(wa d) + g(m, d) ﬁ(ta z, j,‘u)

d = s(d) |
5%" = f(fB d) + 9( ‘i) (ta z, szv) + Kl(t) z, &)(h(ﬁ: J) - h(m’ d)) (5'5)
d = s(d) + Ka(t, ,d)(h(2,d) — h(z,d))

gekoppelt, dabei wird jetzt zugelassen, dal die Verstarkungsmatrizen K, K, von ¢, vom
Zustand & des Beobachters und vom Zustand d des StérgréBenmodells abhingen.
Analog zu (4.4) werden die Differenzen

Ay=%—z, Ny=d—d | (5.6)
als neue Variable eingefiihrt, (5.5) erhélt damit die Gestalt
= f(z,d) +g(:z:,d)f/', U =14tz + Ay, d+ Ay, v)

&

d = s(d)

g = flz+A,d+A)— f(z,d) + (g(z + Ay, d+ Ag) — g(z,d) U (5.7)
+ Ki(t, 2 + Ay, d + A)(A(z + Ay, d + Az) — A(z, d))

d = s(d) + Ko(t, o+ Ar,d+ A)(h(z + Ay, d + As) — h(z, d)).

Dieses System besitzt die (n + k)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit

A:(ﬁz)so.‘ (5.8)

Um mit Hilfe der in Abschnitt 4 beschriebenen Resultate aus der Theorie der Integral-
mannigfaltigkeiten Bedingungen fiir die exponentielle Attraktivitit der Mannigfaltigkeit
(5.8) zu erhalten, hat man (vgl. [5]) jetzt die Systeme

i ( (f + ) (f+git)a )5 » (5.9)

0 84

25



= [( fe ';gx'a fd ':dgd{" ) + ( g;g:::zgg ) (h:;hd) ] n (5‘10)

langs Lésungen z = z(t), d = d(t) mit 290 € Wo, dg € © zu untersuchen und fiir sie -
Abschitzungen der Form (4.13) bzw. (4.15) nachzuweisen. '

und

5.2. Wir betrachten die Anwendung dieses Zugangs auf die Reaktorgleichungen (2.5).
In den aus [7] {ibernommenen Gleichungen sind allerdings keine Stérterme enthalten.
Um also demonstrieren zu kénnen, wie Stérgréfien identifiziert und kompensiert werden
kénnen, muBten wir zunichst solche Gréflen zusitzlich in die Gleichungen aufnehmen.
Derartige nachtrigliche Manipulationen an vorgegebenen, naturwissenschaftlich relevan-
ten Gleichungen sind im allgemeinen sicher fragwiirdig, erschienen aber in der vorliegenden
Situation legitim. Da es nicht sinnvoll erschien, physikalische oder chemische Konstanten
in den Gleichungen zu “stéren”, wurden verschiedenartige Stérungen in den Zuflufiterm
zg “eingebaut”. In einem ersten Szenarium wurde der Wert z15 = 1.0 (vgl.Tab. 1)' ersetzt
durch ‘
T1g = T1R : (511)

mit z;p < 1.0 (dies wiirde bedeuten, daB die in den Reaktor einflieBende Substanz nicht zu
100% aus dem Stoff A besteht, sondern — woméglich durch Riickstrom nach unvollstandi-
ger Trennung — auch Anteile des Stoffes C' enthélt). Dabei wurde zunéchst angenommen,
dafl der Wert z;5 konstant, aber unbekannt ist:

TiR = dl (512)

mit dem “Exosystem” .

Fiir die Simulationsrechnung bedeutet dies folgendes: Der (insgesamt unbekannte und nur
iiber die MeBgréfie {5 zu beobachtende) reale ProzeB “kennt” natiirlich den wahren Wert
von zig, das heit, die erste Gleichung in (4.23) lautet statt

. 1 ‘
§1=;(2‘13°‘$1S"§1)+---

jetzt
.1 |
b= ;((11 —z15 —€1)+ ... (5.14)

Hingegen ist im ProzeBmodell die Schitzung d; einzusetzen,

N e

51 = (31—3315—51)4----, (5.15)

auflerdem ist (4.23) durch die Exosystem-Gleichungen (5.13) und

dr = Ka(t,4,d) (& — &) (5.16)

zu ergénzen. Die GroBe dy(t) ist wegen (5.13) konstant (d. h., man kann auf eine “nume-
rische Simulation” fiir (5.13) verzichten und von vornherein in (5.14) den Wert d; = z1r
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einsetzen). Fiir dy(¢) kann man den Anfangswert beliebig wihlen (etwa dy(0) = 1.0), im
Laufe der Simulationsrechnung mu8 sich

di(t) » o1 fiir t— o (5.17)

ergeben.

Strategien zur Berechnung der K erhélt man aus der Betrachtung der Systeme (5.9),
(5.10). Dabei hat (5.9) hier die Gestalt

¢ = (4,0, ))e=¢(t),0=53().d=d(t) €, B (5.18)
mit
(fi)e 0 (fi)es 0 17
o (f2)€1 (f2)€2 (f2)es 0 0
A(E) g, d) = (f3 + :813)51 (f3 + :Bi})fz (f3 + ,3'0)& ,8/&2(5) 0 . (519)
—a2(f2)€1 —01 — g‘?(fi’)fz _G’Z(f?)fa —as 0
0 ' 0 0 0

Die Matrix (5.19) hat die gleichen Eigenwerte wie (4.26) und auferdem den (aus (5.13)
resultierenden) Eigenwert A; = 0, die Abschitzung (4.28) fiir o kann also iibernommen
werden. Das System (5.10) wird hier vierdimensional, es hat die Gestalt

1 = (B(€, d))e=¢(e), a=d(e) 1 (5.20)
mit
e e (B AT
», 26 2 )& 2 3+ 2
Bed =1 (£ (fs)ﬁ, (Fe+Ke 0 | (5:21)
0 K, 0 (

Gema8 Strategie (c) kann man die Werte K; = K;({ ( £(t),d(t)) im jeweils aktuellen Punkt
( (t) d(t)) der Trajektorie so bestimmen, daB die vier Eigenwerte der Matrix B(¢ (1), d(t))
immer den gleichen vorgegebenen Wert X haben. Testrechnungen analog zu den in Ta-
belle 2 dokumentierten, speziell fiir die “Trajektorie 1”7, hier aber zusétzlich fiir verschie-
dene Werte von zig, zeigten ein gegeniiber dort nur geringfiigig veridndertes Verhalten
“der BewertungsgréBen 61, 6, in Abhingigkeit von X: 6, erreichte sein Minimum fiir
X = —0.013 (z1r = 1.0) bzw. X = —0.014 (2,5 = 0.6), &, fiir X = —0.015 (z;z = 1.0) bzw.
A = —0.018 (z1r = 0.6).

Abb. 7 zeigt Trajektorien, die mit A = —0.013 berechnet wurden, fiir die Parameter-
werte z;p = 1.0, 0.75, 0.56, und zwar sind im gleichen Diagramm oben die Kurven dl( )
(die sich gema8 (5 17) auf den jeweiligen Wert z;g einpegeln) und darunter die zugehéri-
gen Kurven z,(t) und &,(t) dargestellt. (Fiir z,p < 0.559 bricht die Simulationsrechnung
vorzeitig ab, weil die Trajektorie die Flache ay(z) = 0 erreicht. Hingegen ist beispielsweise
fiir A = —0.015 auch z;5 = 0.55 noch zulissig.)

Interessant ist, daf hier — bedingt durch die “Freigabe” des urspriinglich konstanten
Parameters ¢,z — auch im Spezialfall z;5 = 1.0 ein Ubergang mit geringerem Fehler
realisiert wird als in Tab. 2 aufgelistet (fiir A = —0.013 ist hier §; = 11.32, &, = 34.81). In
Abb. 8 sind zur Illustration dieses Sachverhaltes noch einmal die zu 1z = 1.0 gehdrigen
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Abb. 7. Abb. 8.

f]berga.ngstrajektorien Ubergangstrajektorien

zum Steuergrdfensprung v = —0.05. zum SteuergroBensprung v = —0.05.
Verlauf der Kurven dy(t), z2(t), 32(t) Verlauf der Kurven z(t), 2(t)

fiir 15 = 1.0,0.75,0.56, A = —0.013. fir ;5 = 1.0, A = —0.013 aus Abb. 7
Startwerte: und der Kurven z(t), £2(t), Z2(t)
ﬁz(O) = 52(0) = 0.694, zg(O) = 0.6. aus Abb. 5c.

Horizontal: ¢ = 0...2000, Horizontal: £ = 0...2000,

vertikal: z = 0...1und d;y = 0...1. vertikal: z2 = 0...1.

Kurven z,(t), £5(t) aus Abb. 7 und die Kurven z,(t), £2(2), £2(t) aus Abb. 5c gemeinsam
dargestellt.

In einem weiteren Szenario wurde der Wert z,5 = 1.0 unverdndert gelassen, aber der
Wert zag = 0.93212 (vgl. Tab. 1) ersetzt durch

T3E = T3R- (522)

Dies bedeutet, daB die in den Reaktor einflieBende Substanz nicht die in Tab. 1 angegebene
Temperatur Tr = z35Ts = 350°K, sondern eine davon abweichende Temperatur Tz =
z3pTs hat. Nimmt man wieder an, dal der Wert z3g zwar unbekannt,

T3gp = dy, - (5.23)

aber konstant ist, so hat das Exosystem wieder die Gestalt (5.13), und auch alle wei-
teren Uberlegungen laufen nahezu synchron zum Szenario 1: Statt der Gleichungen fiir
&1, & sind jetzt die Gleichungen fiir £3, é analog zu (5.14), (5.15) abzuédndern, Gleichung
(5.13) kann unverdndert iibernommen werden. Auch die Abschitzung (4.28) fiir a gilt
unverindert. Die Matrix B(¢, d) (vgl. (5.20)) dndert sich nur geringfiigig, sie hat jetzt die
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Géstalt
(e 0 (fide+Kr O

| (B (e (Rle+Ke 0
B = (£ (he (We+Kr 1 | (5.24)
0 0 K, 0

Versucht man wieder, in gleicher Weise wie in Szenario 1, durch Testrechnungen einen
optimalen A-Wert fiir die Berechnung der Koeffizienten K; nach der Ackermann-Formel
- zu finden, so zeigt es sich, daf hier die Situation relativ sensibel vom Wert von zsp abhingt
(wie ja auch schon in Abschnitt 4 die Zahlen 6, §; empfindlicher auf eine z3-Anderung
reagierten als auf eine z;—~Anderung — vgl. die Spalten fiir Trajektorie 2 und Trajektorie
4 in Tab. 2 und insbesondere auch die Zahlen in Tab. 3 !) Speziell fiir Trajektorie 1 erhalt
- man zwar fiir z3p = z3g ( = 0.93212) fast die gleichen Zahlen wie in der entsprechenden
Spalte von Tabelle 2, aber schon fiir z3g = 0.7 schrumpft das Intervall der brauchbaren

A-Werte empfindlich zusammen, siehe Tabelle 5, und fiir 3z = 0.35 fithren nur noch
A-Werte aus dem Intervall (—0.013,—0.01255) zu konvergenten Approximationen, vgl.
Tabelle 6 und Abb. 9, wo aufler der zu approximierenden Ubergangstrajektorie Ea(2)
die Kurven z,(t), ,(¢) fiir A = -0.0126, —0.0128, -0.013 aufgetragen sind. Allerdings sind
diese Uberginge (bei denen iibrigens die z;-Komponente des modifizierten ProzeSmodells
kurzzeitig den Bereich (2.8) verldBt, fir A = —0.0126 hat sie ihr Maximum bei £;(206) =
1.63) ohnehin héchstens von akademischem Interesse: dem Wert zap = 0.35 entspricht

eine ZufluBtemperatur Tg = 131°K, also rund —142°C.

Tabelle 5. Ubergangstrajektorien Tabelle 6. Ubergangstrajektorien
zum SteuergréBensprung v = —0.05. zum Steuergrofensprung v = —0.05.
Anfangspunkt & = (—0.114, —0.095, 0) Anfangspunkt £, = (—0.114, —0.095, 0)
3R = 0.7 3R = 0.35

2 61 b3 2 61 53
—0.0100 | 218.9 410.3 —0.01254 t t
—0.0110 § 123.0 339.0 —0.01255 | 55.4 359.4
—0.0120 | 54.3 269.7 —0.01260 | 38.6 342.9
—0.0126 | 13.2 218.5 —0.01265 | 33.1 343.7
—0.0130 | 35.0 176.9 —0.01270 | 39.3 303.1
—0.0136 | 110.2 115.5 —0.01280 | 87.5 256.1
—0.0137 | 128.0 130.8 —0.01290 | 151.6 199.3
~0.0138 | 148.9 153.9 —0.01300 | 286.4 289.1
—0.0139 1 t —0.01310 t t

Abb. 10 zeigt die mit X = —0.013 berechneten Ubergangstrajektorien x,(t), 25(t) fiir
die Parameterwerte zar = 0.7, 0.93212 (= z3z), 0.97, dabei sind, wie in Abb. 7, gleich-
zeitig oben die zugehdrigen Kurven d,(¢) mit eingetragen. Fiir zz3p > 0.98 bricht die
Simulationsrechnung vorzeitig ab, weil die Trajektorie die Flache ay(z) = 0 erreicht.

Um zu demonstrieren, dafl dieser Zugang zur StérgréBenkompensation durchaus nicht
auf die Identifikation konstanter Stérungen beschrinkt ist, wurde in einem dritten Szenario
angenommen, dafl der Wert z3g periodisch (mit bekannter Periode w, aber unbekannter
Amplitude a und Phase §) um einen (unbekannten) mittleren Wert z35s schwankt,

z3r(t) = zapm + a cos(wt + 8). (5.25)
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Abb. 9.

ﬁbergangstrajektorien

zum Steuergréfensprung v = —0.05.
T3R = 0.35.

Verlauf der Kurven 3,(t), z2(t), 22(t)
fiir A = —0.0126, —0.0128, —0.013.
Startwerte:

£2(0) = 35(0) = 0.694, z;(0) = 0.6.
Horizontal: £ = 0...2000,

vertikal: 23 = 0...1.

Es ist dann

Abb. 10.

Ubergangstrajektorien

zum Steuergrdfensprung v = —0.05.
A= -0.013. X

Verlauf der Kurven d;(t), z3(t), 2(t)
fiir z3gr = 0.7, 0.93212, 0.97
Startwerte:

£5(0) = £;(0) = 0.694, z2(0) = 0.6.
Horizontal: ¢ = 0...2000,

vertikal: 23 =0...1und d; =0...1.

T3p = dl + dz, (526)
und die Stérungen d;, d, werden beschrieben durch das Exosystem
Cil = 0 '
Ci3 = -—wdz.
Damit wird das System (5.9) hier siebendimensional, es hat die Gestalt (5.18) mit der
Matrix
[ (A)a 0 (f1)es 0 0 0 0)
B (Ba (e 0 0 0 0
_ (fs+B0)e  (fs+BD)e (fs+P0)e B/&a(§) 1/ 1/7 0
All,0,d) = | —mfo)e —a1—afe)y —af)y —aa 0O 0 O
0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 w
\ 0 0 0 0 0 —-w 0
(5.28)
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Neben den Eigenwerten von (4.26) hat diese Matrix die drei zusitzlichen Eigenwerte
As = 0, Ag,7 = *+iw, somit kann auch hier die Abschitzung (4.28) iibernommen werden.
Das System (5.10) wird sechsdimensional, es hat die Gestalt (5.20) mit

’ (fi)a 0 (fi)e + K1 0 0
: (f2)e (f)e (fa)u+K: O O
B(¢,d) = (fS)& (fs)e: (fa)e, + Kz 1/t 1/T

E cocoocooo

3 A (5.29)
o o s 0 o
0 0 Ks 0 -w 0

Wie bei den vorher betrachteten Szenarien kann man geméB Strategie (c) die Werte
fiir die Feedback-Koeffizienten K;(t) = K;(é(t ),d(t)) zu einem geeignet gewihlten Wert

i

Abb. 11. Abb. 12.

Ubergangstrajektorien Ubergangstrajektorien

zum SteuergréfBensprung v = —0.05. zum Steuergréfensprung v = —0.05.

z3pm =0.8,a=0.1, § =0, w = 0.02. z3pm =0.8,2=0.1, 6 =0, w=0.05.

Verlauf der Kurven z3g(t), 23r(t), 22(t), 22(t) Verlauf der Kurven z3g(t), £3r(t), z2(t), £2(t)
fiir A = -0.013,—0.015,—0.018. fiir A = —0.016,—0.0171, —0.018.

Startwerte: Startwerte:

52(0) = 52(0) = 0.694, 2}2(0) = 0.6. . 52(0) = 52(0) = 0.694, 22(0) = 0.6.
Horizontal: ¢t = 0...2000, Horizontal: £ = 0...2000,

vertikal: 20 = 0...1 und z3p =0...1. vertikal: 29 = 0...1 und z3g =0...1.
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X nach der Ackermann-Formel berechnen. Dabei zeigt es sich, daB zusammen mit é (2)
auch die Koeffizienten K;(t) fiir wachsendes ¢ gegen stationdre Grenzwerte streben, d. h.,
da8B sie in diesem Falle nicht explizit von den Stérgrofen d(t) abhingen (die ihrerseits das
w-periodische Stérregime (5.25) approximieren). Optimale A-Werte kénnen wieder durch
Testrechnungen ermittelt werden, sie und auch die Sensitivitdt der Bewertungsgréfen
hingen von den in (5.25) eingehenden Parametern zap, @, § und w ab. Die Abbildungen
11 und 12 zeigen fiir 33 = 0.8, a = 0.1, 8 = 0 die Ubergangstrajektorien z,(t), £2(t) und
(dariiber) die Stérgrofen z3g(t) (periodisch!) und #3g(¢). In Abb. 11 ist w = 0.02 gewéhlt,
die dargestellten Uberginge gehoren zu den Werten A = —0.013 (langsame Konvergenz,
groBer Fehler), A = —0.015 (optimal) und A = —0.018 (schnelle Konvergenz, aber groSier
Fehler durch “peaking”). In Abb. 12 wurde die Frequenz der Stérung auf w = 0.05 erhdht,
die dargestellten Uberginge entsprechen den Werten X = —0.016, X = —0.0171 (optimal)
und X = —0.018. Man erkennt, daB insbesondere die Approximation des schneller oszillie-
renden Storterms grofere Schwierigkeiten bereitet. Fiir noch gréfere w—Werte verkleinert
sich das Intervall der brauchbaren A-Werte weiter, gleichzeitig wichst der optimale A~
Wert an. Fiir w = 0.07 lag er bei X = —0.0182, fiir w = 0.08 bei A = —0.0186. Fiir w = 0.1
gelang es nicht, konvergente Uberginge zu realisieren.

SchlieBlich wurde als viertes Szenario der Fall einer periodischen Stérung mit unbe-
kannter Periode betrachtet. Es wurde angenommen, daf im Ansatz (5.25) die Amplitude
a, die Phase § und die Periode w unbekannt sind (hingegen wurde, um die Situation nicht
iibermaBig zu komplizieren, der Mittelwert z33s als bekannt angenommen). Es ist dann

T3p = ZTam + da, (5.30)

dabei wird die Stérung d, erzeugt durch das nichtlineare Exosystem

d']_ = 0
d'z = d1d3 (531)
ds = —dids.

Damit wird, wie bei Szenario 3, das System (5.9) wieder siebendimensional, es hat hier
die Gestalt (5.18) mit der Matrix

[ (A)a 0 (f1)es 0 0 0 0)
(fZ)& (f2)52 (f2)€a 0 0 0 0
_ (fs+PB0)e (fs+B0)e (fat+tPi)e B/aa(é) 0 1/7 0
Al oyd) = | —axfe)y —a1—afa)e —0o(fe)s -—as 0O 0 O
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ds 0 d

Lo 0 0 0 —dy —dy O

(5.32)

Diese Matrix hat neben den Eigenwerten von (4.26) die drei zusitzlichen Eigenwerte
As = 0, ez = +1dy. Da Ag, A7 fiir jeden Wert von d; rein imaginér sind, kann auch hier die
Abschétzung (4.28) iibernommen werden. Das System (5.10) ist wieder sechsdimensional,
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es hat die Gestalt (5.20) mit ,
(fi) O (fi)es + Ka

0 0 0
(fz)& (fZ)Ez (fz)e, + K, 0 0 0
B({) d) = (f:(;))& (f30)52 (fS)E}{j‘ K3 8 167‘ 8 (5.33)
0 0 Ks  d 0 d;
0 0 Kg —dy —d; 0

Versucht man wieder, wie bei den vorher betrachteten Szenarien, Werte fiir die Feedback—
Koeffizienten K; nach der Ackermann-Formel zu berechnen, so stellt man fest, daB Stra-
tegie (c) hier ungeeignet ist: Das fiir K; = --- = Kg = 0 sich ergebende ungesteuerte
System 7 = Byn mit

(fida 0 (fi)e O 0 0
(f)e (fo)e (fa)o O 0O O
By = Bo(f, d) = (fB)EJ. (f%)fz (f?))fs 8 16”' (O) (5‘34)

0 0 0 ds 0 dy
0 0 0 —d; —d; O

ist nicht mehr in jedem Punkt (¢,d) = (€(¢),d(t)), t > 0, der Trajektorie des ProzeBmo-
dells vollstindig beobachtbar. Fir die Kalmansche Beobachtbarkeitsmatrix

C

C’Bo
Qs = | (5.35)

CB""1
mit C = (0,0,1,0,0,0) ergibt sich (mit Maple [4]) ein Ausdruck der Gestalt
det @p = —dz di (c1(€) + c2(€)d} + ca(€)dy),

wobei die Werte der Koeffizienten ¢1(¢), c2(£), c3(§) noch vom jeweils aktuellen Trajekto-
rienpunkt ¢ = f(t) abhangen Die Determinante verschwindet folglich fiir d; = 0 (dies
stért nicht iibermiBig, weil eine periodische Stérung mit der Periode d; = w # 0 appro-
ximiert werden soll) und fiir d = 0 — und dies st6rt erheblich, weil die zu approximie-
rende periodische Lésung die Gestalt da(¢) = a cos(wt + ) hat und zu allen Zeitpunkten
iy = to + 2k /w, k =0,1,..., den Punkt d; = 0 erreicht. Die Ackermann-Formel ist nur
in Punkten mit det @ g # 0 anwendbar. Sie liefert speziell fiir den Feedback-Koeffizienten
K¢ einen Ausdruck der Form

&(€) + &(€)d3 + &(€)d;
etQa(6d)

das heift, in einer Umgebung von d; = 0 ein lokales Verhalten der Gestalt Kg ~ const/d,
(Polstelle mit Vorzeichenwechsel bei d; = 0). Somit ist die Anwendung der Strategie (c)
— laufende Neuberechnung der Werte K; = K;(£(t),d(t)) im jeweils aktuellen Punkt
(€(¢),d(t)) der Trajektorie des ProzeBmodells — hier nicht méglich.

Ks(é) d) = -
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Fiir Beispielrechnungen wurde daher auf Strategie (a) zuriickgegriffen. Optimale A~
Werte wurden wieder durch Testrechnungen ermittelt. Es zeigte sich, daB, wie schon
in Szenario 3, die Giite der Approximation wesentlich von den Werten der zu approxi-
mierenden Parameter a, §, w abhingt; zusdtzlich hatte auch die Wahl der Startwerte
d1(0), d3(0), d3(0) fiir die Tra.Jektorle im Exosystemmodell einen erheblichen Einflu8.

Abb. 13 zeigt, wie Abb. 11, Ubergangstrajektorien zu einer periodischen Stérung (5.25)
mite =01, =0, w =0. 02 Dabei ist jedoch der Wert von w im ProzeBmodell nicht
bekannt und wird erst im Lauf der Rechnung ermittelt (dl(t) — w flir t — o), hingegen
wird der Wert von z3ps hier als bekannt angenommen (der Ubergang von z3pr = 0.8 In
Abb. 11 zu z33r = 0.85 in Abb. 13 diente nur dazu, Uberschneldungen zwischen den &,—
und &3g-Kurven in Abb. 13 zu vermeiden, er ist auf den qualitativen Verlauf der Kurven
ohne EinfluB). Abb. 13 zeigt die Trajektorien z(2), £2(¢) und (oben) die StérgréBen z3p(t)
(periodisch!) und #3z(t), und zwar fiir A = —0.016 (langsame Ann&herung von £3g(t) an
z3r(t), als Folge starkes Oszillieren von z,(t), £2(t) gegen die — in der Abbildung nicht
dargestellte — Trajektorie Z,(t) des linearen Modells) und fiir A = —0.023 (schnelle
Anndherung von £3g(t) an z3gr(t), gute Konvergenz von z,(t) und &(t)).

Abb. 13.

ﬁbergangstra.jektorien

zum SteuergroBensprung v = —0.05.
z3pm = 0.85, a =0.1, § =0, w = 0.02.
Verlauf der Kurven

z3r(t), E3r(t), z2(t), £2(2)

fiir A = —0.016, —0.023,

Strategie (a).

Startwerte:

22(0) = £3(0) = 0.694, z3(0) = 0.6,
d1(0) = 0.01, da(0) = 0.05, d3(0) = 0.
Horizontal: t = 0...2000,

vertikal: 23 = 0...1 und z3p = 0...1.

6 Schlu3bemerkungen

Hauptanliegen der im vorliegenden Bericht dargestellten Rechnungen war es, die Lei-
stungsfahigkeit der in [11] dargestellten Methoden zur Konstruktion nichtlinearer Be-
obachter und zur StérgréBenkompensation im Fall des konkreten Problems der asym-
ptotischen Input-Output-Linearisierung des durch die Gleichungen (2.5) beschriebenen
nichtlinearen chemischen Reaktionssystems zu untersuchen. Dazu wurden nacheinander,
jeweils parallel fiir eine allgemeine Klasse nichtlinearer Steuerungssysteme n-ter Ord-
nung und fiir das konkrete System (2.5), die exakte Input-Output-Linearisierung durch
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Zustandsriickfiihrung, die asymptotische Input-Output-Linearisierung durch Output-
Feedback und Verwendung eines nichtlinearen Beobachters sowie, im gleichen Kontext,
die Identifikation und Kompensation von StérgroBen betrachtet. Beziiglich des Systems
(2.5) ergab sich unter anderem folgendes:

— Der Zustandsraum des Systems (2.5) ist dreidimensional, relevant fiir die Beschrei-
bung der Reaktorkinetik ist der Bereich (2.8). In den Punkten der Fliche ay(z) = 0 (vgl.
(2.6)) ist der relative Grad des Systems nicht definiert, in allen Punkten z mit ay(z) # 0
hat das System (2.5) den wohldefinierten relativen Grad r = 2. Die geometrische Gestalt
der Flache ay(z) = 0 wird beschrieben.

— Der stationdre Arbeitspunkt Zs des Systems (gemé&B Tabelle 1) liegt im Bereich
as(z) > 0. Er ist bereits ohne zusitzliche Steuerung asymptotisch stabil. Ziel der Steue-
rung ist nicht eine Anderung der Stabilititseigenschaften dieses Punktes, sondern vielmehr
eine Anderung der nichtlinearen Systemdynamik dahingehend, da8 in einer Umgebung von
&s (bei lokal unveridndertem Stabilitatsverhalten) die ZustandsgroBe z; (der zu regelnde
Output) linear von einem neu einzufithrendem Input v abhingt — bzw. dafl bei einer
sprunghaften Anderung dieses Inputs der Ubergang der z;-Komponente in den neuen
stationdren Wert langs einer (vorzugebenden) Trajektorie eines linearen Systems erfolgt.
Die Trajektorie dieses Ubergangs muB vollstindig im Innern des Bereiches ax(z) > 0
verlaufen.

— Dieses Ziel, die “exakte Input-Output-Linearisierung”, kann mit einer Zu-
standsriickfithrung erreicht werden, solange die SteuergréBe v im Intervall (3.42) liegt.
Es existiert jeweils eine einparametrige Schar von mdglichen Ubergangstrajektorien. Fiir
Abschétzungen der zugehérigen Parameterwerte o siehe Abb. 2. Die Wahl o = 0 ist i.a.
nicht optimal, gewisse Ubergénge sind nur mit ¢ # 0 zu realisieren, da nur dann Uber-
gangstrajektorien existieren, die vollstdndig im Innern des Bereiches ag(:z:) > 0 verlaufen.

— Ist wegen fehlender Kenntnis der Werte einzelner ZustandsgréB8en eine Zu-
standsriickfihrung nicht méglich, so kann das angestrebte Ziel der Input—-Output-
Linearisierung mit den in [11] dargestellten Methoden asymptotisch realisiert werden,
sofern die Abweichungen der Startwerte des ProzeBmodells von denen des realen Prozes-
ses hinreichend klein sind.

— Was bedeutet “hinreichend klein” im Fall eines konkreten gegebenen Systems? Die
in Abschnitt 4.1 zitierten Aussagen aus [11] basieren auf der Untersuchung der lineari-
sierten Variationsgleichungen lings Losungen in der Mannigfaltigkeit A = 0. Sie gelten
fiir gegebenenfalls “grofie” Mengen Wy von Anfangswerten zo des realen Systems, aber
nur fiir Trajektorien mit |A(0)| < k, k “hinreichend klein”. Fiir konkrete nichtlineare
Systeme lassen sich Zahlenwerte fiir x aus Schranken fiir die partiellen Ableitungen erster
und zweiter Ordnung der eingehenden Nichtlinearitdten berechnen. In der Diplomarbeit
von C. Braun [3] wurde dies im Fall eines speziellen zweidimensionalen Systems aus der
mathematischen Okonomie explizit durchgefiihrt. Wir haben hier auf derartige Rechnun-
gen verzichtet. Was schon in [3] festgestellt wurde, gilt auch hier: Die in dieser Weise
berechneten Werte fiir x sind so klein, daB sie fiir praktische Anwendungen in der Regel
nutzlos sind; Rechnungen zeigen aber, daB die in der angegebenen Weise konstruierten
nichtlinearen Beobachter oft auch dann noch konvergente Approximationen liefern, wenn
die Anfangsabweichungen |A(0)| um drei oder vier Zehnerpotenzen gré8er sind als die

Schranke x.
— So ergaben beispielsweise Testrechnungen, dal die zur Berechnung der “Trajekto-
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rie 17 aus Tabelle 2 (mit Startwert {(0) = (—0.114,—-0.095,0)) benutzte Vorgehensweise
(Strategie (c), A = —0.012, vgl. Abb. 5b) auch fiir Startwerte mit £;(0) € (—0.3,+0.29)
oder ¢; € (—0.7,40.3) oder {3 € (—0.14,+0.06), d.h. fiir einen groBen Teil des anwen-
dungsrelevanten Bereiches des é~Zustandsraumes, konvergente Approximationen liefert.

— Beschrinkungen fiir |A(0)| ergeben sich bei System (2.5) insbesondere aus der
Tatsache, dal die Trajektorien den Bereich a; > 0 nicht verlassen diirfen. Dies impliziert
insbesondere, da — wie in den Abschnitten 4 und 5 schon mehrfach betont wurde — es
in diesem Fall nicht sinnvoll ist, die Zahl B in (4.16) viel gréfler als a wéihlen zu wollen:
Durch zunehmendes “peaking” bei betragsmifig grofilen negativen Eigenwerten werden
die Chancen, im Bereich a; > 0 zu verbleiben, immer kleiner. (Bei dem in [3] betrachteten
System spielten derartige Uberlegungen keine Rolle, das dort betrachtete System hatte in
allen Punkten des Zustandsraumes den relativen Grad r = 2.)

— Das bisher Gesagte gilt in fast gleicher Weise auch fiir Stérgréfenidentifikation und
—-kompensation. Auch hier ergeben sich in der Regel groBe Bereiche fiir die zuldssigen
Anfangsabweichungen |A,(0)| (z.B. d1(0) € (0.56,1.0) in Szenario 1, d;(0) € (0.7,0.97) in
Szenario 2).

— Dabei kann die “Freigabe” von Systemparametern als zusatzliche Steuergrofen zu
Ubergangstrajektorien mit geringeren Fehlern fiihren, vgl. Abb. 8.

— Auch bei der Kompensation periodischer Stérungen mit unbekannter Periode (Sze-
nario 4) bleibt das Verfahren einsetzbar. Allerdings hingt hier die Gréfle der zuldssigen
Bereiche fiir |A4(0)|, |A2(0)| stark von den Werten der eingehenden Parameter ab.
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