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 C	�3�
� ���
 rnm ��

rnm = n(b1 + c11(n− 1) + c12m+ d1) +m(b2 + c21n+ c22(m− 1) + d2). )�*

6�
 ��& �# ���� 3���
�� ��
�����

� �
 :/
� �
����� ����
 (n,m) &��� �
 �

��
� �� Pn,m�
H
� B �

��
 ��
 ����� �
����7 C ��
 ���3
�����
 �����/7 �
� D ��
 �
��� �
����

B =
(
b1
b2

)
, C =

(
c11 c12
c21 c22

)
, D =

(
d1

d2

)
.

6��� �
:
����
 �# ��
 �&�!��3
 �������� 3���
�� &��� ��
������ �������
������� (B,C,D)
��	�� �
����� �
 
/�

�
� �� n!��3
 3�3	�����
�7 �� ��
���
��
� � n!���

���
�� �����
)�
�3� �
���* �
���� �
� � n× n!���

���
�� ���3
�����
 �����/� G�&
�
�7 �
 ���� 3�3
�7
�	� 	������
 ���� �� �� ���
� ��
 �
@	

���� �������� �# �	��
�� �
� ��
�� �	��
@	

� 
/!
��
����
 �� :/����
7 �
 ��<
�

� ���
 ����
�7 �� ���� ��
 ���	���

�	� ���	��

�
 �# ���


�� ���
 �����
�� ���3�� &��� �
 ���&
 �� ���
 

�������
 3�����������

,



�����
 ���� (X,Y ) �� ����
��
� �� (Z1, Z2)7 &�
�
 Zi7 i = 1, 27 �� � ������ �������� ���
��!
�
� 3���
�� &��� ��
������ �������
������� (bi, cii, di)7 �
� Z17 Z2 ��
 �
�
3

�

�� '�
�

&
 &��� ��&��� ���	�
 ���� c11c22 �= 07 ��
 ����� 3�3	�����
 ��D
 X+Y ��

�� �� �� �
:
���
=�,>�
%� � �
���(7 &
 3��
� �	� ���� &
 �
�� ��
���
� ��
��� �3�����
�� #�� ��
 ��(
 �# ���3������
�
� ��
 �
�
�
�� #�� 
/3����� #���	��
� %3��� #��� 
/3����� #���	��
7 ��
 ���� ����
�

� �
�
��� ���
�� �
 ��
 3�
�

� 3�3
� �
���
 ��	
 
�

 �# ���	��
� ����7 &�

 ����
� �����7 �

�
�����	�� �# �
� �# ��
 �&� ��3
� ��
 ���
 ����� �� � ��
��� 
	��
� �# �<�3��
�7 &�
�

��
�� )�����
* �������	���
 Z �
�
�� ��� �� �����#� E(log(Z)) <∞�

��& ��
 	
��
 �# ��
 �/
�

Ω1 := N × {0} �
� Ω2 := {0} × N

�� ���
�����
7 
/�
3� �
 ��
 ���
 &�

 d1 = d2 = c12 = c21 = 07 �
� �������
�� '�
�
 &

&��� ��&��� ���	�
 �
��& ���� d1 + d2 + c12 + c21 �= 07 N

� × N
� �� ���
��

�7 �
�

P(T <∞) = 1,

&�
�

T := TΩ1 ∧ TΩ2 ,

�
� #�� �
� �	��
� Γ �# N
27 TΓ �

��
� ��
 :��� �����
� ���
 �# Γ �� (X,Y )� %��� 
����


���� ��
 �����
 �� 
�� ���
�����
 #��� N
� × N

�7 �� ���� #�� �
� (n,m) �= (0, 0)7 Pn,m(TΩ1 =
TΩ2) = 0�
6�

 &
 ���� ��
���� )�# ��
 �	��
�* ��
 
�

� {TΩ2 < TΩ1}7 �
� ���������� )�# ��

�	��
�* ��
 
�

� {TΩ1 < TΩ2}�
6�
 3���������� �# :/����
 &��� �
 �

��
� �� u7 �
� ��
 �
����� #�
@	

�� �# ��
 �	��
�
�� p

u := P(TΩ2 < TΩ1), p :=
m

m+ n
.

"# d2 = 07 ��

 (0, 0) �� 
�� ���
�����
 #��� Ω27 �
� � ��������#��&��� �33�������
 �#
��
 ����
� +��(�� 3��3
��� �� TΩ2 �
� 6�
��
� ��� �
 =�,> ���& ����7 �
 ��
 
�

�
{TΩ2 < TΩ1}7 Y �� 3������
!�
�	��

� �
� ��
�
��
� �
 �������	���
 �� ξ7 &�
�
 ξ �� �
I�����
 �������
 �# 3����
�
� θ := b2/c22 ��
�����

� �
 �
�
� 
�
D
��

P(ξ = i) =

−θ

1 − 
−θ

θi

i!
i ≥ 1.

�����
 ���� E(ξ) = θ/(1−exp(−θ))7 �� ���� θ ��
 ��	���� �
 ��(

 �� ��
 �
�
 3�3	�����

��D
 )9������
� ��3�����;* �# ��
 ������
��� �������� ���
���
� 3���
���
'�
�
 � ������� ����
�

� #�� X ����� �
 ��
 
/��
����
 �# ��
 �	��
� �# d1 = 07 � 
��

#
��	�
 �# ��
 ���
 &�

 d1 �
� d2 ���� 
@	�� � �� ���� (X,Y ) ��
�
��
� �
 �������	���

��&���� (0, ξ(2)) &��� 3���������� u �
� ��&���� (ξ(1), 0) &��� 3���������� 1− u7 &�
�
 ξ(i)

�� � I�����
 �������
 �# 3����
�
� bi/cii ��
�����

� �
 �
�
� 
�
D
���

�
 �
#
� �� ��������� ��	��
���� �� ��
 ���
 �# ��
���
����	��� �
�&


 �
�����	��� �#
���� ��3
�7 ���� ��7

B = b1, C = c1, D = d1,

2



&�
�
 1 �� � �����/ &��� ��� ���3�


�� 
@	�� �� � �
� ���

���
� �� ��
� %��	��
� ����
��
 3�
�

�
 �# � �	��
� #��� ��
� 
�� ����#� ��
 ��
������ �������
������� (b1, c11, d1)
�# ��
 �
���

�7 &
 ��� #��	� �
 �
������
� #��� ��
 

	���� ���
 �� �� �� 
/3�
�� ��

�&�!��3
 �������
������� ��

B = b1+
(

0
λ

)
, C = c1−

(
0 0
δ δ

)
+
(

0 α
0 α

)
−
(

0 ε
ε 0

)
, D = d1−

(
0
σ

)
.

"
 &����7 �
������
� #��� ��
 

	���� ���
 ��
 � ��

�� �����
����
 �# :�
 
	��
����
�
)�������
* ��������� ���������� λ7 δ7 α7 ε7 σ7 ���� ��
 ����

 �� �
 3������
 &�

 ��
�
��
#
� �
 ����
���
 �� ��
 �	��
�� "
 ��
 �
@	
�7 &
 &��� �

 ���� �� �� �
�

� ��
�

�

�
�� ���
�� �
������
� �� ��
 

	���� ���
 &��� ��
 �
�3 �# �
�
����
 ��
B��

�� �
 �
��� �#

�� 
�������� )λ7 �� ��
 	�	�� �
��
� ���
��
� #�� ���&�� ���
 �
 �����
�
!���
 �
�
���
�����
���
��* 0 3������
 λ �
�
� �
��
��
� �	��
� ����� ���


�� ��
���� ��3����� )δ7 �� �
 �
#

�
* 0 3������
 δ �
�
� �
�	�
� ���3
�����
 �

��������
�# �	��
� �
�����	��� &����� ��
 ����� 3�3	�����
 ��D


,� 
������������� )α7 �� �
 ����
����
7 �� �����(* 0 3������
 α �
�
� ����
� ���3
�����

3�
��	�
 
/
��
� #��� �
� �	��
� �
�����	�� �
�� ��
 �
�� �# ��
 3�3	�����


2� ����
���� )ε7 �� �
 
/��	���
* 0 3������
 ε �
�
� �����
� �����!���3
�����
 �
�&



��<
�

� ���3��7 ���� &�	�� �
��7 �# �����
�7 �� ��
 
/��	���
 �# ��
 �
�� ��	
��
�
�



�� �	����
� )σ7 �� �
 �	������* 0 3������
 σ �
�
� �
�	�
� �	��
� �
��� ���
�

����� ��	��
����7 �
 
�
�

���� �����
���
 ���	�

� ���&� ���� ��
 :/����
 3����������

@	��� ��
 �
����� �	��
� #�
@	

��7 ���� ��7

u = p.

6�
 :��� ���� �# ���� 3�3
� �� �� 	
�
�� ��
 �
3

�

�
 �# u 	3�
 λ7 δ7 α7 ε7 σ7 &�

 ��
�
�
����
 #��� ��

"
 '
����
 ,7 &
 ��	�� ��
 :/����
 3���������� u �� � #	
����
 �# ��
 3����
�
�� �# ��

���
� �
� ��
 �
����� ��
�����
 (n,m)� �
 3���
 ���� u �� ��<
�

�����
 &��� �
�3
�� ��
��
 ���3�


�� �# B7 C �
� D7 �
� ���� (n + m)−1∇un,m7 �� ��	
�
� )#�� 
��� ���


���3�
 B7 C7 D*� 6�
 J��������� #��&��� 
@	����
� ���
����
 �
�� � �����
�
 �����
��

@	����
 �# ��
 ��3
 Δu(n,m) = 0 �	����
 Ω1 ∪Ω27 &��� ��	
���� ��
�����
 � �
 Ω17 �
�
� �
 Ω27 &�
�
 Δ �� � ��

�� �3
����� �
 ��	��� �
�
/
� �
@	

�
�� 6�

7 � 	
�@	


��
�
�	�� ����&� 	� �� �������
��D
 ��
 3������ �
�������
� �# u )�
 ��
 ��
������ 3����
�
��*
�
 ��
 ����
��� �# 

	�������7 �� ��
 �
�� �	���

�� ���	���
� v �# �����
�� 
@	����
� �# ��

��3
 Δv(n,m) = f(n,m) �	����
 Ω1 ∪ Ω27 &�
�
 f �� �	���

��7 �
� ��� D
�� ��	
����
��
�����
 �
 Ω1 ∪ Ω2�
6�
�
 �
�������
� ��
 �
�
�
���
� �� ��	��7 �� ��
� 3�����
 �
����� �� �� ��& ��
� ��
 :/����

3���������� �
����
 #��� p �� ��
 �
�
����
 ��
B��

�� �# ��
 �	��
� �
����
 #��� �� 6�

����
��� �# 

	������� �� ����
� ���� ��	�
����7 �� �33��
� �� ����
� �
�
����
7 �
 &���� ���

:/����
 
�

�� ��
 ����
� �
�
����
 �&

3� )��3�� :/����
*� "
 '
����
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����
� 9�
�(
�
�
����
;7 &
 ��	� &���


u = p+ v′.s + o(s), )�*

�



&�
�
 s �� ��
 �	������

���
�� �
�
����
 ��
B��

� )#
�������7 �
#

�
7 ����
����


��7 ���!
�����
7 �	������* �
� v �� ��
 ����
�3�
��
� �����

� �# ��
 :/����
 3����������

s :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ
δ
α
ε
σ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , v :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

vλ

vδ

vα

vε

vσ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

"
 3�����	���7 v �
�� �
3

�� �
 b, c, d7 �
� n,m� "� �� ��

 3���
� ���� #�� ι = λ, α, δ, σ7
��
 �����

� ��
B��

� vι �� �# ��
 #���

vι =
nm

(n+m)2
gι
n+m = p (1 − p) gι

n+m,

�
� ���� vε �� �# ��
 #���

vε =
nm(n−m)
(n+m)3

gε
n+m = p (1 − p) (1 − 2p) gε

n+m,

&�
�
 ��
 g;� �
�� �
3

� �
 ��
 �
���

�;� �������
������� b, c, d7 �
� �
 ��
 ���
� �����
�
���	�
���� ���� n+m� ��� ���� �
���
7 �
� �
��	�
 ��
� ��
 �	���3��
�� �# ��
 �	��
�;�
�
�
����
 ��
B��

��7 &
 ���� ��
� ��
 ���
�������� ���������� �# ��
 �
���

�7 �� �
 =�2>�
6�
 �
���
�
� �# '
����
 2 �� �
���
� �� ��
 ��	�� �# ��
 �
���������� ��
B��

���
��
����7 '
����
 � ��3�
�

�� ��
�
 �
�	��� �
 ���
�� �# ���3���
 ��
����� &�
�
 �	��
��
�33
�� �
 ����
 ���
����
� �
� ��
 
���
� :/
� �� 
����
��
� �
 �����
� ���
����
�7 	
���
��
 

/� �	��
� ����
�� 6��� ����&� �� #����& ��
 ���	
 �# ��
 �
���

� ����� (b, c, d) ��

���	���
��� ���
 ��
� �� �
 �&� #�����
�� �����7 &
 ��
���
� ��
 3���
�� �
 ��
 �	�����

���
����
 �
 ��
 ����� �# ���
 �	�����
� )'	��
����
 ���*� ?
 ���� 

& ���
����
7 �# d &��
3������
7 
/��
����
 &�	�� ���	� &��� ���� 3���������� �
#��
 �
� �	�����
 
�

�7 �� &

&��� ���	�
 ���� 3�3	�����
� ���
 D
�� 
��	��� �
��� ���
 )d = 0*� 6�
 ������
� 3���
�� ��
� +��(�� C	�3 3���
�� ��
� ��
 ����� �3��
7 ��
 ��!����
� ����� ������������ ������
� )6''*�
'
��
�7 &
 �33�� � ����� �# ����� C	�3� �� ��
 6'' �� �
�����
� ��
 �	�����
 (
�

� �
�
���
 �������
��� )'	��
����
 ��,*� 6��� ��
��� � ��<	���
 3���
�� ��
� ��
 ����� �3��
7
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�
 ��
 �
�
���
����� �
�� ����	
�� #�� ����
�����	 ��	�
���� ����
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� �#
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 :/����
 3����������7 �
� ��
 ��<	���
 �
�� ����	
�� #�� 
�����
 ������ "
 �
#
�
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 ��
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 ��!����
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@	����
 �# ���3���
 ��
�����;7 &
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� ���� �
����
 �� �����
� �
� 3����
� � �
��
���� 3��3������
�

����������� ��� ��� ��������� 	�
����
 ����
���
 ���
��� (Xt, Yt; t ≥ 0) �������� ��� ��	�
	����
 ����������

)�* ��� ��� ���� p ≥ 1� E(Xp
0 + Y p

0 ) < +∞� ���� supt≥0 E(Xp
t + Y p

t ) < +∞
)�*  �� (X̂n, Ŷn;n ∈ N) ������ ��� ���
��������� !����� 
���� ����
����� ���� (Xt, Yt; t ≥

0)� ��� T̂ ������ ��� ���� ������
 ���� �� Ω1 ∪ Ω2 �� (X̂, Ŷ )" ����� �� ���� ��������
a ��
� ����

En,m(T̂ ) < a(n+m) ��� En,m(T̂ 2) < a(n+m)2. ),*

!�������� ��� ���� b̄, c, d > 0� #$% ��	�� ��� ���� a ���� 
�� �� 
����� �������	� ���
�		 ���������� ��
� ���� b1 ∨ b2 ≤ b̄� c11 ∧ c22 ≥ c ��� max(d1, d2, c12, c21) ≥ d"

�



)�* &�� ��� p ∈ [1, 2] ��� n,m ∈ N� En,m(Xp
T + Y p

T ) < K� ����� ��� 
������� K 
��
�� 
����� �������	� ��� �		 ���������� ��
� ���� b1 ∨ b2 ≤ b̄� c11 ∧ c22 ≥ c ���
max(d1, d2, c12, c21) ≥ d ��� ���� b̄, c, d > 0"

����
� �
� '�
�
 (X,Y ) �� ����
��
� �� (Z,Z ′)7 &�
�
 Z �
� Z ′ ��
 �
�
3

�

�
������ �������� ���
���
� 3���
��
� &��� �����
 ��
������ �������
������� (b, c, 0) &�
�

b := b1 ∨ b2 �
� c := c11 ∧ c227 �� �	B�
� �� ���& ���� supt≥0 E(Zp

t ) < +∞�

H
� 	� �
:

 pk
t = P(Zt = k)� 6�
 ���(&��� J��������� 
@	����
 �
���

d

dt
E(Zp

t ) =
∑
k≥1

kpdp
k
t

dt
=
∑
k≥1

kp[b(k − 1)pk−1
t + c(k + 1)kpk+1

t − k(b+ c(k − 1))pk
t ]

=
∑
k≥1

[
b

((
1 +

1
k

)p

− 1
)

+ c(k − 1)
((

1 − 1
k

)p

− 1
)]

kp+1pk
t .

��&7 #�� �
� k > k07 &�
�
 k0 := [2b/c] + 17 c(k − 1) ≥ 2b� 6�
�
#��
7 #�� k > k07

b((1 + 1/k)p − 1) + c(k − 1)((1 − 1/k)p − 1) ≤ −b[3 − 2(1 − 1/k)p − (1 + 1/k)p]

&���� �� 
@	����

� �� −bp/k� 6�

7 

�����
� k0 �# 

�
�����7 &
 �����


d

dt
E(Zp

t ) ≤
k0∑

k=1

b(2p − 1)kp
0 −

∑
k≥k0+1

bp

2
kppk

t

≤ K − bp

2
E(Zp

t ),

&�
�
 ��
 ��
���
� K �
3

�� ���
�� �
 k0� 6��� ��<
�

���� �

@	����� ��
���

E(Zp
t ) ≤ 2K

bp
+
(

E(Zp
0 ) − 2K

bp

)
e−bpt/2,

&���� ���
� ��
 �
@	��
� 	
�#��� ��	
��

��� H
� Π = (πij)i,j∈N2 �

��
 ��
 ���
�����
 �����/ �# (X̂, Ŷ )0

πij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b1n/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n+ 1,m)
b2m/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n,m+ 1)

n(c11(n− 1) + c12m+ d1)
rnm

�# i = (n,m) �
� j = (n− 1,m)

m(c21n+ c22(m− 1) + d2)
rnm

�# i = (n,m) �
� j = (n,m− 1)

0 ���
�&��
7

)2*

&�
�
 rnm ��� �


 �
:

� �
 )�*�

'�
�
 d1 + d2 + c12 + c21 �= 07 �� #����&� #��� ��
 #���� ���� n(n − 1) +m(m − 1) ≥ (n +
m)2/2−(n+m) #�� �
� n,m ≥ 0 �
� π(2,0),(1,0), π(1,1),(0,1), π(1,1),(1,0), π(0,2),(0,1) ≥ d/(2b+d)
&�
�
 d := max(d1, d2, c12, c21)∧ c7 ���� ��
 3���
�� (X̂n + Ŷn;n ∈ N) �� ����
��
� �� ��

+��(�� ����
 (Ẑn;n ∈ N) �
 N

∗ &��� �
����� ����
 k = X0 + Y0 �
� ���
�����
 3����������
�

pij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

b/[b+ c(i/2 − 1)] �# i ≥ 3 �
� j = i+ 1
c(i/2 − 1)/[b + c(i/2 − 1)] �# i ≥ 3 �
� j = i− 1
2b/(2b + d) �# i = 2 �
� j = 3
d/(2b + d) �# i = 2 �
� j = 1
0 ���
�&��
�

-



H
� 	� �

��
 �� Pk ��� ��&� 6�
�
#��
7 T̂ �� ����
��
� �� Ŝ := inf{n ≥ 0, Ẑn = 1} �
� ��
�	B�
� �� 3���
 ���� Ek(Ŝ) ≤ ak �
� Ek(Ŝ2) ≤ ak2 #�� ���
 a > 0�

H
� (Ũn;n ≥ 0) �
 ��
 �����
�
!���
 ��
��� &��( �
 Z &��� ����� ���
�����
 3����������
1/3 �
� �
#� ���
�����
 3���������� 2/3� 6�
 ��& �# Ũ ��
�����
�� �
 Ũ0 = k �� �

��
� ��
P̃k� H
� τ �
 ��
 :��� �����
� ���
 �# � �� Ũ � ��� �
� k ≥ 07 �

 ��
 ���3	�
 
/3�������
)�

 
��� ������ =��>* ����

Ẽk(τ) = 3k �
� Ẽk(τ2) = 3k(3k + 8).

��&7 �
� k0 �
 ����
 

�	�� �� ���
 c(k0/2− 1) > 2b� 6�

 ���
��
 ���� �
� 
/�	����
 �#
Ẑ ����
 k0 + 1 �� �������������� ����
��
� �� �
 
/�	����
 �# ��
 ��
��� &��( Ũ ����

k0 + 1� ?
 ��
 �

 ��
�7 �� �� � ���3�
 
/
����
 �� ��
�( ���� ���� ����
����
 

�����
Ek0(Ŝ

2) < +∞ )�
� Ek0(Ŝ) < +∞*� ?
 ��
 ���
� ��
�7 ���� ����
����
 ���� ��3��
�
���� #�� �
� k ≥ k07

Ek(Ŝ) ≤ Ek0(Ŝ) + Ẽk−k0(τ) = Ek0(Ŝ) + 3(k − k0).

�
�
Ek(Ŝ2) ≤ 2Ek0(Ŝ

2) + 2Ẽk−k0(τ
2) = 2Ek0(Ŝ

2) + 3(k − k0)(3(k − k0) + 8),

&���� 

�� ��
 3���# �# ),*�

��� ���� ��
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������
 �� ����
7 ��
�
 T̂ �� ��
 
	��
� �# C	�3� �# ��
 3���
��
(X,Y ) ���� ���	��
� �
 ��
 ���
 �
�
���� [0, T ]7 XT ≤ X0 + T̂ �
� YT ≤ Y0 + T̂ � G

�

En,m(Xp

T + Y p
T ) ≤ 2En,m((n +m+ T̂ )p) &���� �� :
��
 �� ),*� �

� �
���
�� ������
�
��

��� � ����	
�
 �
	����� 
��
����

K
���� ���� ��
 :/����
 3���������� �� ��
 3���������� ���� ��
 ��������
 �������� ���
���
�
3���
�� ���� �/�� Ω1 �
#��
 �/�� Ω2� G
�
7 &
 �������
��D
 �� ���
(� �� � �����
�
 �����
��

@	����
 )����
�3�
��
� �� J��������� #��&��� 
@	����
�*�

����������� ��� ��� ������� �������	��� un,m �� ��� ������ ������� ��	����� ��⎧⎨
⎩

(Δu)n,m = 0 ��� (n,m) �∈ Ω1 ∪ Ω2

un,m = 0 ��� (n,m) ∈ Ω1

un,m = 1 ��� (n,m) ∈ Ω2,
)�*

����� Δ �� ��� �������
 #��� 
��'
����� ��� �� (���% �������� ������ ��� ��� ����	�
������� ������
� w ��

(Δw)n,m =
[
b1n+ b2m+ n

(
c11(n− 1) + c12m+ d1

)
+m

(
c21n+ c22(m− 1) + d2

)]
wn,m

− b1nwn+1,m − b2mwn,m+1 − n
(
c11(n− 1) + c12m+ d1

)
wn−1,m

−m
(
c21n+ c22(m− 1) + d2

)
wn,m−1. )�*
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�7 ��
 �	�!
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� ��
B��

� �� D
���

6�
 #��� ���� un,m �����:
� )�* #����&� #��� ��
 +��(�� 3��3
��� �� ��
 :��� C	�3 ���
 �#
(X,Y )7 �
� ��
 	
�@	


�� �
��
� �
 H
��� ,�� �
��&�

 ���
 ��� &�� p ≥ 1 ��� 
������� � ������ Γ �� N
2 ��
� ���� TΓ < +∞ Pn,m��"�" ���

��� n,m ≥ 0" ����� ��� ��� ���
���� f : Γ → R ��
� ����� |f(n,m)|/(n + m + 1) ��
������� �� Γ� ��� ��������{

(Δh)n,m = 0 ��� (n,m) �∈ Γ
h(n,m) = f(n,m) ��� (n,m) ∈ Γ

)-*

������ �� ���� ��� ��	����� h ��
� ���� |h(n,m)|/(n +m+ 1) �� �������"

����
� "� �	B�
� �� 3���
 ���� )-* &��� f ≡ 0 ����� h ≡ 0 �� 	
�@	
 �	���

�� ���	���
�
H
� h �
 �	�� � #	
����
 �
� :/ n,m ≥ 0� 6�

 (h(Xt∧TΓ

, Yt∧TΓ
); t ≥ 0) �� � Pn,m!

�
��!�����
���
 #�� t ≤ TΓ� '�
�
7 �� I��3������
 ��� )�*7 supt≥0 En,m(Xt + Yt)) < +∞7
(h(Xt, Yt))t≥0 �� ���	���� � 	
�#����� �
�
�����
 �����
���
� %33���
� ��
 ���33�
� ��
��
�
�� ���
 TΓ7 &
 �
�

0 = En,m(h(XTΓ
, YTΓ

)1TΓ<+∞) = En,m(h(X0, Y0)) = h(n,m),

&���� ���3�
�
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���� �	��
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�
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�� �� ��
 ���3�
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�
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 ��&���
�	���
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 ��
 �
����� ��
�����
� �
 ���� ���
 ���
 ��	
�� #�� ��
 ����
�!���
� �
�������
�
�# ��
 :/����
 3����������7 &���� &��� �
 	�
#	� �
 '
����
 ��,�

!"����� ��� �
� ��� ������� �������	��� un,m� �� � ���
���� �� bi, cij , di #i, j = 1, 2%� ��
�����������	� �� ��� ��� {c11c22 �= 0, c12 + c21 + d1 + d2 �= 0}� ��� ��� ����������	 vn,m

��������

sup
(n,m)∈N∗×N∗

‖vn,m‖
n+m

< +∞. )A*

!�������� ��� ��� b̄, c, d > 0� #)% ��	�� �������	� �� ��� ��� �� ������
�	 ����������
{b1 ∨ b2 ≤ b̄, c11 ∧ c22 ≥ c, max(d1, d2, c12, c21) ≥ d}"

��� �� ��������� un,m �� C2 �� {c11c22 �= 0, c12 + c21 + d1 + d2 �= 0}� ��� ��� ��
���������
����������� ��� ������� �� ���� 
������� ����� (n + m)2 �������	� �� ��� ��� ��
���������� �� ��� ���� 
���� �����"

����
� '�
�
 vn,m ≡ 0 �
 Ω1 ∪ Ω27 &
 &��� ��&��� ���	�
 n,m ≥ 1�

�
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!���
 +��(�� ����

(X̂, Ŷ ) ��������
� &��� (X,Y )� "� �� ��

 
�
�

���� �� �
�

∂πij

∂b1
=

⎧⎨
⎩

n(1 − πij)/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n+ 1,m)
−nπij/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n,m+ 1), (n− 1,m) �� (n,m− 1)
0 ���
�&��
7

)�*
�� &
�� �� ������� �
�	��� #�� b27 d17 d2� ��& #�� c11

∂πij

∂c11
=

⎧⎨
⎩

n(n− 1)(1 − πij)/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n− 1,m)
−n(n− 1)πij/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n,m+ 1), (n+ 1,m) �� (n,m− 1)
0 ���
�&��
7

)��*
�
� � ������� �
�	�� #�� c22� ��
���� #�� c12

∂πij

∂c12
=

⎧⎨
⎩

nm(1 − πij)/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n− 1,m)
−nmπij/rnm �# i = (n,m) �
� j = (n,m+ 1), (n+ 1,m) �� (n,m− 1)
0 ���
�&��
7

)��*
���
� &��� � ������� �
�	�� #�� c21� %� � ��
�
@	

�
7 #�� �
� i, j �
� �
� 3����
�
�
β ∈ {bh, chl, dh : h, l = 1, 2}7 ∣∣∣∣∂πij

∂β

∣∣∣∣ ≤ max(n2,m2)
rnm

.

�
/� 
����
 ���� r11 ≥ c12 + c21 + d1 + d2 �
� rnm ≥ c11n(n − 1) + c22m(m − 1)7 ��
���� rnm ≥ c11n(n − 1) �
� rnm ≥ c22m(m − 1)� L����

 ��
�
 ���
������
� �� ��
 ����
���3���
� 
@	����
7 �
� �
� ��
 
/���

�
 �# ���
 K �	�� ���� #�� �
� i, j �
� �
� β �

��
 �
� �# 3����
�
�� �	�� ���� c11 ∧ c22 ≥ c �
� max(d1, d2, c12, c21) ≥ d7∣∣∣∣∂πij

∂β

∣∣∣∣ ≤ K ≤ 2(c ∧ d)−1.

�
 &��� 	�
 ��
 
������
 πi1,...,ik #�� ��
 3���	�� πi1i2πi2i3 . . . πik−1ik �
� S(n,m)→Γ #�� ��

�
� �# 3���� ��
(�
� (n,m) �� � �	��
� Γ �# N

2 &����	� �����
� Ω1∪Ω2 �
#��
 Γ7 ��
� ��
 �
�
�# ��� k!�	3�
� (i1, i2, . . . , ik) #�� ��� k ≥ 1 �	�� ���� i1 = (n,m)7 i2, . . . , ik−1 ∈ N

2\(Ω1∪Ω2)
�
� ik ∈ Γ� ��&7

un,m =
∑

k≥2,(i1,...,ik)∈S(n,m)→Ω1

πi1,...,ik ,

�� �# &
 3���
 ���� #�� �
� 3����
�
� β7

Rn,m :=
∑

k≥2,(i1,...,ik)∈S(n,m)→Ω1

∣∣∣∣∂πi1,...,ik

∂β

∣∣∣∣
�� :
��
7 &
 �
� ��
 ��<
�

��������� �# un,m �
� ��
 �

@	����� |∂un,m/∂β| ≤ Rn,m� ?��
��

����

Rn,m ≤ K
∑

k≥2,(i1,...,ik)∈S(n,m)→Ω1

k−1∑
l=1

πi1,...,ilπil+1,...,ik ,

&�
�
 πi,i = 1 �� ��
�

���
� �
/�7 &��� ‖ · ‖ �

���
� ��
 L1!
��� �
 Z
27

Rn,m ≤ K
∑
l≥1

∑
(n′,m′)∈(N∗)2

∑
(i1,...,il)∈S(n,m)→(n′,m′)

πi1,...,il

∑
‖ε‖=1

∑
k′≥0,(j1,...,jk′)∈S(n′,m′)+ε→Ω1

πj1,...,jk′

��



&��� ��
 ��
�

���
 ���� k′ = 0 �# (n′,m′) + ε ∈ Ω17 �� ����

Rn,m ≤ K
∑
l≥1

∑
(n′,m′)∈(N∗)2

∑
(i1,...,il)∈S(n,m)→(n′ ,m′)

πi1,...,il

∑
‖ε‖=1

P(n′,m′)+ε(T̂Ω1 < T̂Ω2)

≤ 4K
∑
l≥1

Pn,m(T̂ > l)

= 4KEn,m(T̂ − 1),
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�
� ���
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 �# K�
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 ���
 �
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 �����
 #�� �
� 3����
�
�� β �
� γ7

∑
(i1,...,ik)∈S(n,m)→Ω1

∣∣∣∣∂2πi1,...,ik

∂β∂γ

∣∣∣∣
≤ 4K2

∑
l≥1

∑
(n′,m′)∈(N∗)2

∑
(i1,...,il)∈S(n,m)→(n′ ,m′)

πi1,...,il

∑
‖ε‖=1

E(n′,m′)+ε(T̂ − 1)

≤ 16aK2
∑
l≥1

∑
(n′,m′)∈(N∗)2

∑
(i1,...,il)∈S(n,m)→(n′,m′)

πi1,...,il(n
′ +m′)

≤ 16aK2
∑
l≥1

(n+m+ l)Pn,m(T̂ > l)

≤ 16aK2
En,m

(
(T̂ − 1)(n +m+ T̂ /2)

)
,
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 ���
�������� ��
���
���

���� '
����
 � �
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 �	��
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@	�� �� ��� �
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@	

�� p �
 ��
 3�3	�����
�
��& u �� � #	
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 �# ��
 �
���

�;� �������
������� b, c, d )�
�3� �����7 ���3
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�
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��� ���
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#

�
7 ����
����


��7 ��������
7 �	������*7 �
� ��
 �
����� ���!
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 n,m )�
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 s := (λ, δ, α, ε, σ)′ �
 � 

�����	����� �# ��
 �����
7
���� ��7 �
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	������� �� 	�	���� �
#
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� �� �� #�
$
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!"����� %�� *� � ���
���� �� ��� ��	������������	 ��	�
���� 
��'
���� s = (λ, δ, α, ε, σ)′ �
��� �������	��� u �� �����������	�� ��� �� � ���
��������� �� s = 0 #��	�
���� ������	���%�

u = p+ v′.s + o(s), )��*
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����� ��� #����% ��	�
���� 
������� v = (vλ, vδ , vα, vε, vσ)′ 
�� �� ��������� ��

vι
n,m = p (1 − p) gι

n+m ι �= ε,

vε
n,m = p (1 − p) (1 − 2p) gε

n+m

*�� ��� g+� ������ ��	�	� �� ��� ��������+� 
����
�������
� b, c, d� ��� �� ��� ����	 ������	
����	����� ��(� n+m" ���� ��� 
�		�� ��������	��� 
��'
�����"
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� �
���7 &
 �
�

(Δ0v
ι)n,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

nm

(n+m)(n +m+ 1)
�# ι = λ

nm

n+m
�# ι = δ

nm

(n+m)(n +m− 1)
�# ι = α, σ

nm (n−m)
(n+m)(n +m− 1)

�# ι = ε,

)�,*

&�
�
 Δ0 ����
�3�
�� �� ��
 

	���� ���
 �# Δ0 #�� �
� ��	��� �
�
/
� w7

(Δ0w)n,m = (n+m)
[
b+ c(n+m− 1) + d

]
wn,m − bnwn+1,m − bmwn,m+1

− n
[
c(n +m− 1) + d

]
wn−1,m −m

[
c(n+m− 1) + d

]
wn,m−1 n,m ≥ 0. )�2*

�
 (
�& #��� 6�
��
� ,�, ���� ��
 �
���� v = (vλ, vδ, vα, vε, vσ)′ �� �	���

�� �
 (n,m)7
���� ��7 (‖vn,m‖/(n +m))n,m �� ��	
�
�� &���� �"� ��"��� �� ���� 
�� 
�� �	�����
�7
H
��� ,�� 

�	�
� ���� v �� ��� ������ ���	����� ��
��� �� (n,m) ��	���
 #,$% )�# �&� �	��
�
@	

�
� 
/���
�7 �33�� H
��� ,�� �� ��
�� ��<
�

�
*�
6��
(� �� ���� 	
�@	


�� �
�	��7 �� �� �	B��

� �� ���& ���� ��
�
 ��
 ���	���
� �# )�,* �#
��
 #����&�
� #���

vι
n,m =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

nm

n+m
uι

n+m �# ι = λ, δ, α, σ

nm (n−m)
n+m

uι
n+m �# ι = ε,

)��*

&�
�
 #�� ι �= ε7 uι �� � ������� �
�� �
@	

�
 �
�
/
� �� N−{0, 1} )uι
1 ��� 
� 
<
�� �
 ��


���	
� �# vι
1,0 �
� vι

0,1*7 �
� u
ε �� � �
�� �
@	

�
 �
�
/
� �� N − {0, 1, 2} )uε

1 �
� uε
2 ���
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<
�� �
 ��
 ����
�3�
��
� ���	
� �# vε
n,m* �	�� ���� (nuε

n)n �� ��	
�
�� 6�
 3���# &���
��

 

� 	3 �� &����
�

gι
n =

⎧⎨
⎩

nuι
n �# ι = λ, δ, α, σ, n ≥ 2

n2 uι
n �# ι = ε, n ≥ 3.

)��*
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�7 )�,* ����� �<⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(Luλ)n =
1

n(n+ 1)
�
� (Luδ)n =

1
n

n ≥ 2,

(Luα)n = (Luσ)n =
1

n(n− 1)
n ≥ 2,

(L′uε)n =
1

n(n− 1)
n ≥ 3,

)�-*

&�
�
 L )�
�3� L′* �� ��
 

�����3���� �# ��
 �
���� �3��
 L2 )�
�3� L3* �# �
�� �
@	

�
�
�
�
/
� �� N − {0, 1} )�
�3� �� N − {0, 1, 2}* �
:

� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(Lw)n = −b n+ 2
n+ 1

wn+1 +
[
b+ c(n− 1) + d

]
wn − (n− 2)

(
c+

d

n− 1

)
wn−1 n ≥ 2

(L′w)n = −b n+ 3
n+ 1

wn+1 +
[
b+ c(n− 1) + d

]
wn − (n− 3)

(
c+

d

n− 1

)
wn−1 n ≥ 3.

)�A*
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 #����&�
� �
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�� ��
 3���#�

 ���
 %�� ����������� ����� ��� ��	������ uλ, uδ , uα, uε, uσ �� #,-% ��
� ���� uλ, uδ, uα, uσ

��� (nuε
n)n ��� �������"

6��� �
��� &��� �
 3���
� �
 ��
 #����&�
� �	��
����
7 �� ���	���� ���3����
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/3�����

/3�
����
� #�� ��
�
 ���	���
��

���  	��
	��
� �� ���
�������� ��
���
���

%���� ��������
�� ���	���

��� k ≥ −27 �
� e(k) �
 ��
 �
@	

�
 �
:

� #�� n ≥ 2 ), �# k = −2* ��

e(k)
n =

1
n+ k

,

�
� #�� k = 2, 37 �
� δ(k) �

��
 ��
 F���� ���� �� k

δ(k)
n =

{
1 �# n = k
0 ���
�&��
.

6�

 �� �� 
�
�

���� �� ��
�( )�	� ��� �� �
 ��

 ���
#	���* ���� #�� k ≥ 17

Le(k) = − b

k
e(1) +

d

k
e(−1)−bk − 1

k
e(k+1) +(b− (k+1)c+d)e(k) +(k+1)(c− d

k
)e(k−1), )��*

�
� ����
Le(−1) = −2be(0) + be(1) + be(−1) + (c+ d)δ(2). )��*

�,



H�(
&��
7 #�� �
� k ≥ 1 �
� #�� k = −17

L′e(k) = −2b
k
e(1)+

2d
k
e(−1)−bk − 2

k
e(k+1)+(b−(k+1)c+d)e(k)+(k+2)(c− d

k
)e(k−1), )��*

�
� ����

L′e(−2) = −2(b+ d)e(−1) + be(1) + (b+ c+ d)e(−2) + (c+
d

2
)δ(3). )��*

�
/� ���
��
 ���� )�-* ��
 �
 &����

 �
 ��
 #���

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Luλ = e(0) − e(1) �
� Luδ = e(0),

Luα = Luσ = e(−1) − e(0),

L′uε = e(−1) − e(0),

)�,*
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�7 &��� � 3��
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 �
�� &���
 ����
 �� L )�
�3� L′* �� 3��3�����
�� �� δ(2) )�
�3� δ(3)*� '� &
 

�
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�
 3�
����
���
� &��� ���3����
� �&� �
@	

�
�0 �

 �
 L2 &���
 ����
 �� L �� δ(2)7 �
�
�

 �
 L3 &���
 ����
 �� L′ �� δ(3)�

%��	�
 ����7 �� ���
 �7 �
��
�� �# �
�
� �����

� �

 �# �&� ��<
�

� ��3
� )�
���

�
�� �	��
�*7 ��� �
�����	��� ��
 �����

� �����
�� ��3
�� �
 �

��
 �� Pn ��
 ��& �# ��

)��
���* �������� ���
���
� 3���
�� )b, c, d* ������
� #��� n �
�����	��� �����
���� ���
��
�
�� ���
 �7 &�
�
 ��
 ��3
 �# �
 �
�����	�� �� ���
�����
� �� ��� �<�3��
�� "
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� &����7
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� P7 &
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 &���
 �
��
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�
 �# 
��� �
�
����� �
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 #�� (M�7,7 �
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��
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 ����� 3�3	�����
 ��D
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�
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q(k)
n := Pn( �� ���
 Tk7 ��
 k ����
� �
�����	��� ���
 k �����
�� ��3
� ).

"
 ��
 ��

 �
���
�����7 q(k) �� ��
 3���������� ���� ��� �
�����	��� �
 ��
 :��� �	�����
�
k!�	3�
 ���
 ��<
�

� �
�
����� �� ���
 �� "
 3�����	���7 q(k)

k = 1�

 ���
 %��  �� D(2) ∈ L2 ��� D
(3) ∈ L3 �� ��� ������
�� ������ ��

D(2)
n =

q
(2)
n

κ(n − 1)
n ≥ 2,

D(3)
n =

q
(3)
n

κ′(n− 1)(n− 2)
n ≥ 3,

�����

κ = b

(
1 − 2q(2)3

3

)
+ c+ d, κ′ =

b

2

(
1 − q

(3)
4

2

)
+ c+

d

2
.

���� LD(2) = δ(2) ��� L′D(3) = δ(3)"
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 +��(��
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�
� P7 �	� &
 3�
#
� �� ���
 � ���
 ��
�
3�	�� 3���#� �
 ����� &��� D(2)�
N
�
� P7 &
 �
�� (

3 ����( �# �&� ��3
� �� ���
 t7 ��
� ��
 
	��
� Xt �# �
���

��7 �
� ��


	��
� Yt �# �	��
��7 &�
�
�� 	
�
� Pn7 ��
�
 ��
 n ��3
� �� ���
 �7 ��� 1, 2, . . . , n� K
����
�
�����	��� �# ��� ��3
� ��
 
/���
�
���
 )�
��	�
 �
 ���� �
���
�7 ��
 �����
�
 �3
������ Δ0

�
� L ��
 ��������
� �� �
�
����
 

	�������*� '
�

wn,m := Pn,m(XT2 = YT2 = 1).

��& �� 
/���
�
�������7

wn,m =
n∑

i=1

n+m∑
j=n+1

Pn+m( �� T27 ��3
 i �
� ��3
 j ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� )

= nmPn+m( �� T27 ��3
 � �
� ��3
 � ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� ),

�
� �
�
 ����
 �� 
/���
�
�������7

q(2)n =
∑

1≤i<j≤n

Pn( �� T27 ��3
 i �
� ��3
 j ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� )

=
(
n
2

)
Pn( �� T27 ��3
 � �
� ��3
 � ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� ).

%� � ��
�
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�
7

wn,m =
2nm

(m+ n)(m+ n− 1)
q
(2)
m+n.

?��
��
 ���� �� �
:
����
 w �� �����
�� )�
 ��
 �

�
 ���� Δ0w = 0* �
 ��
 ���3�
�

!
���� �# Ω1 ∪ Ω2 ∪ {(1, 1)}� 6�

 �� �
 ��
 3�
���	� �	��
����
7 &��� vn = q

(2)
n /(n − 1)7 &


�
� ���� (Lv)n = 0 #�� �
� n ≥ 3� 6�
 3���# �� ���3�
�
� �� ��
�(�
� ���� (Lv)2 = κ �= 0�

%� �� D(3)7 �
�

wn,m := En,m(XT3YT3(XT3−YT3)) = 2Pn,m((XT3 , YT3) = (2, 1))−2Pn,m((XT3 , YT3) = (1, 2)).

��& �� 
/���
�
�������

Pn,m((XT3 , YT3) = (1, 2))

=
n∑

i=1

n+m∑
j=n+1

Pn+m( �� T37 ��3
 i ��� �

 �
3�
�

�����
 �
� ��3
 j ��� �&� )

+
∑

1≤i≤n

∑
n+1≤j<k≤n+m

Pn+m( �� T37 ��3
� i7 j �
� k ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� )

= nmPn+m( �� T37 ��3
 � ��� �

 �
3�
�

�����
 �
� ��3
 � ��� �&� )

+ n
m(m− 1)

2
Pn+m( �� T37 ��3
� �7 � �
� , ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� )

'�
�
 Pn,m((XT3 , YT3) = (1, 2)) = Pm,n((XT3 , YT3) = (2, 1))7 ��
 ����
�3�
��
� :��� �
���
�
 ��
 ��<
�

�
 ��
�
� �	�7 �
� &
 ��
 �
#� &���

wn,m = nm(n−m)Pn+m( �� T37 ��3
� �7 � �
� , ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� ).
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 ���� ���3���
� 3���������� ��

q(3)n =
(
n
3

)
Pn( �� T37 ��3
� �7 � �
� , ���
 �

 �
3�
�

�����
 
��� ),

�� ����

wn,m =
6nm(n−m)

(m+ n)(m+ n− 1)(m+ n− 2)
q
(3)
m+n.

6��� ���
 w �� �����
�� �
 ��
 ���3�
�

���� �# Ω1 ∪ Ω2 ∪ {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}� 6�


&��� vn = q

(3)
n /(n−1)(n−2)7 &
 �
� ���� (L′v)n = 0 #�� �
� n ≥ 4� 6�
 3���# �� ���3�
�
�

�� ��
�(�
� ���� (L′v)3 = κ′ �= 0� �

 ���
 %�% &�� ��� k ≥ 2� (q(k)
n )n ��� � ���(��� 	���� q

(k)
∞ �� n→ ∞"

����
� ���� =�,>7 &
 (
�& ���� ∞ �� �
 

���
�
 ��	
���� #�� ��
 3����������
� Pn7
n ≥ 17 �� ���� P∞ �
� q(k)

∞ ��
 3��3
��� �
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� #�� �
� k ≥ 1� %� ���
 t7 &
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� �# ����
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� �� Nt ��
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� �# ��3
� �
3�
�

�
�� ?����	���7
	
�
� P∞7 Zt → ∞ �� t → 0+� %� �� N 7 ��
�
 �� �� � 
�
�
��
���
� #	
����
 �# ���
7 ��
��� � �����!����� N0+ ≤ ∞ �� t = 0� �
/� &
 &�
� �� ���& ����

∃k0 ≥ 2, q(k0)
∞ = 0 ⇒ P∞(N0+ ≤ k0) = 1. )�2*

6��� &��� 

� ��
 3���# �# ��
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���� "
�

�7 N0+ ≤ k0 �
�
� ����7 	
�
� P∞7 ��
�
 ��

�� ���� k0 �
�����	��� &���
 ����� �
��

��
�
 �� �
� ���
 t �� Zt� 6�

7 ��
�����
�� �

��
�
 �
�����	���7 Z &�	�� �
 ����
��
� �� � ��
��� �������� ���
���
� 3���
�� ������
�
�� k07 &���� ��
�������� ��
 #��� ���� Z0+ = +∞� L�
��	�
 �� �	���
� ��
� ��� 3������

k0!�	3�
��
��&7 &
 3���
 )�2*� %��	�
 ��
�
 �� k0 ≥ 2 �	�� ���� q(k0)

∞ = 0� '�
�
 #�� k ≥ k07
q
(k0)
n > q

(k)
n q

(k0)
k 7 &
 �
� ���� q(k)

∞ = 0 #�� ��� k ≥ k0� K
���� ���� Tj �� ��
 :��� �����
� ���

�# j �� Z� ��� n ≥ j ≥ k ≥ k07

q(k)
n > Pn(NTj = k,NTk

= k)
> Pn(NTj = k)C(j, k),

&�
�
 C(j, k) �� ��
 3���������� ���� ��
�����
�� �
 Tj = k7 �#�
� 3��(�
� k �
3�
�

�����

�
�����	��� �� Tj )�
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��� ��3
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�
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 ��
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���� �# ���

�
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�

�����
 �
�����	���� �
��	�
 ���� 3���������� �
�� �
3

�� �
 j �
� k7 &
 �
�
���� P∞(NTj = k) = 0 #�� ��� j ≥ k ≥ k0� %� � ��
�
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P∞(NTj ≤ k0) = 1.

�	� 	
�
� P∞7 limj→∞ Tj = 0 ����7 �� ���� P∞(N0+ ≤ k0) = 1� �
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� )�	�*�	��
����
�7 
��� �# &����
�
�
� �
�����
� �� �

 )�� �&�* �
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�
 uλ �
 L2 �	�� ���� Luλ = e(0) − e(1)�
K
���� #��� H
��� 2�, ���� D(2) ∈ L2 �� � �
@	

�
 �	�� ���� LD(2) = δ(2)7 �
�

D(2)
n =

q
(2)
n

κ(n − 1)
n ≥ 2,

&�
�
 q(2)n �� ��
 3���������� ���� ��
 :��� �	�����
� 3��� �
 ��
 )���
��
�* �������� ���
���
�
3���
�� )b, c, d* ���
 �&� �����
�� �
�
����� �
 ��
 �
����� n!�	3�
�
'�
�
7 �� )��*7

Le(−1) = −2be(0) + be(1) + be(−1) + (c+ d)δ(2),

�
� �� )��*

Le(1) = de(−1) + (−2c+ d)e(1) + 2(c − d)e(0),

&
 ��
 �
����� ����
 ��
 #����&�
�

����������� %�) �
��������� ��� ������
� uλ ������ ��

uλ = − d

2bc
e(−1) +

d(c + d)
2bc

D(2) +
1
2c
e(1), )��*

�� � ������� ������
� �� L2 ��
� ���� Lu
λ = e(0) − e(1)" ���� ��� ��������	��� 
��'
����

gλ ����
����� �� ��������� #gλ
n = nuλ

n% �� 
���� ��

gλ
n = − dn

2bc(n− 1)
+
d(c+ d)

2bcκ
nq

(2)
n

n− 1
+

n

2c(n + 1)
n ≥ 2. )��*

�� �����
�	���

lim
n→∞ gλ

n =
b− d+ d(c+ d)q(2)∞ /κ

2bc

%���� '��	��� 
�� �"� α 
�� σ(���
����������

G
�
7 &
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�
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�
� uα �
� uσ �
 L2 �	�� ���� Luα = Luσ = e(−1)−e(0)�
�/����� �
 ��
 ���
 &�� �� #�� ��
 λ!�
���������� ��
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����������� %�* �
�������������+ �	����
�� ��� ������
�� uα ��� uσ ������ ��

uα = uσ =
2c− d

2bc
e(−1) − (2c− d)(c+ d)

2bc
D(2) +

1
2c
e(1), )�-*

��� ������� ������
�� �� L2 ��
� ���� Luα = Luσ = e(−1) − e(0)" ���� ��� ��������	���

��'
����� ����
����� �� �		��

�����

 #gα

n = nuα
n% ��� 

������� #gσ

n = nuσ
n% ��� 
����

��

gα
n = gσ

n =
(2c− d)n
2bc(n − 1)

− (2c− d)(c+ d)
2bcκ

nq
(2)
n

n− 1
+

n

2c(n + 1)
n ≥ 2. )�A*

�� �����
�	���

lim
n→∞ gα

n = lim
n→∞ gσ

n =
b+ 2c− d− (2c − d)(c+ d)q(2)∞ /κ

2bc

�-
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�
 uδ �
 L2 �	�� ���� Luδ = e(0)�

'
� θ := b/c�

 ���
 %�,  �� Φ �� ��� ������
� �� L2 ������ ��
������	� �� Φ2 = 1 ���

c(n+ 2)Φn+1 + [b− c(n + 1)] Φn − b
n− 2
n− 1

Φn−1 = 0. )��*

���� ��� ������
� (nΦn)n 
�����
�� �� � ���(��� ����� 	���� Φ∞� ��� ��� #���� ��		�
������% ���

S :=
∑
n≥2

n−1Φn

��� 3c− bS = cΦ∞"

����������� %�- ���
���� �
�
����� ����� ��� ������
� φ �� L2 ��

φn := Φn/cΦ∞ n ≥ 2.

����� ���� φ1 := 1/2c� ��� ������
� uδ �� L2 ������ ��

uδ :=
∑
k≥1

φke
(k)

�� � ������� ������
� ��
� ���� Luδ = e(0)" ��� ��������	��� 
��'
���� gδ ����
����� ��
������� 
���
��� #gδ

n = nuδ
n% �� 
���� ��

gδ
n =

∑
k≥1

nφk

n+ k
n ≥ 2. ),�*

�� �����
�	���

gδ
n ∼ 1

c
ln(n) �� n→ ∞.
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 3���# �# H
��� 2�- ��
�� ���
����
�� #��� ��
 �&� #����&�
� ������� L���� � &���
���� �
 �
�3#	� �
 ��
 3���# �# I��3������
 2�A�

.�
�� �� %��	�
 ���� (nΦn)n ��
�
��
� �� � :
��
 ����� Φ∞7 &�
�
 (Φn)n �� �
:

�
�
 )��*� 6�

 ��
 �
�� 
	��
� S :=

∑
n≥2 n

−1Φn �
� ��
 �
@	

�
 W :=
∑

k≥2 Φke
(k) �#

L2 ��
 &
��!�
:

�7 �
�

)�* cΦ∞ = 3c− bS

)��* LW = cΦ∞e(1)�

.�
�� �� 6�
 �
@	

�
 (nΦn)n ��
�
��
� �� � 
�
D
�� :
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 ������
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 �
 .�
�� �� 6� 3���
 )�*7 �
�

βn := (n+ 1)Φn �
� γn := (n− 1)Φn n ≥ 2, ),�*

�� ����
lim

n→∞βn = lim
n→∞ γn = Φ∞,

�
�7 ���
(� �� )��*7

βn+1 − βn = − θ

n− 1
(γn − γn−1) n ≥ 2, ),�*

&��� γ1 = 0� %� � ��
�
@	

�
7 �� %�
�;� ���
�#���7 &
 �
�

S =
∑
n≥2

γn

(
1

n− 1
− 1
n

)
=
∑
n≥2

γn − γn−1

n− 1

= −θ−1
∑
n≥2

(βn+1 − βn) = −θ−1(Φ∞ − β2)

= (3 − Φ∞)/θ.

%� #�� )��*7 ���
(� �� )��* �
� )��*7 �
� �� ��
��
	��� �# ��

�� �3
������7

LW = lim
l→∞

l∑
k=2

ΦkLe
(k)

= lim
l→∞

l∑
k=2

Φk

(
− b

k
e(1) − b

k − 1
k

e(k+1) + [b− (k + 1)c]e(k) + (k + 1)ce(k−1)

)

= lim
l→∞

{
−b
(

l∑
k=2

k−1Φk

)
e(1) − b

l+1∑
i=2

i− 2
i− 1

Φi−1e
(i)

+
l∑

k=2

[b− (k + 1)c]Φke
(k) +

l−1∑
j=1

c(j + 2)Φj+1e
(j)

⎫⎬
⎭

= −bSe(1) + lim
l→∞

{
l−1∑
k=2

(
−bk − 2

k − 1
Φk−1 + [b− (k + 1)c]Φk + c(k + 2)Φk+1

)
e(k)

−b l − 2
l − 1

Φl−1e
(l) − b

l − 1
l

Φle
(l+1) + [b− (l + 1)c]Φl + 3cΦ2e

(1)

}
= (3c− bS)e(1),
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)�* �# (nΦn)n ��
�
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� �� � :
��
 ����� Φ∞7 ��

 Φ∞ �= 0

)��* (βn)n ��� ��
���
� ���
 #�� ����
 n

��
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�

)��* (βn)n ��
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��
��
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 ��
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�� �
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� �
 ��
 ����3����� 3��3
���
� �# ��
 �
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�
� (Φn)n7 (βn)n
�
� (γn)n7 &
 &��� ��3������� ���	�
 ����	���	� ���� 3���# ���� θ/(n+1) < 17 ���� ��7 n ≥ θ�

)�* "# Φ∞ 
/����7 ��

 ���
(� �� L���� �7 &
 ��
 �
:

 W =
∑

k≥2 Φke
(k) �
� ��
 ��	���

�
�
/
� �
@	

�
 w ��

wn,m =
nm

n+m
Wn+m (n,m) ∈ N × N \ (0, 0).

�
��	�
 W �� ��	
�
�7 w �� �	���

��� %��	�
 Φ∞ = 0� 6�

 �� L���� �7 LW = 07 �
�
��
 ���
 ����	�����
� �� ����
 ��
���
� )�-* �
� )�A* ���& ���� Δ0w = 0� 6�
 ��
���!
������
 ���
� &��� H
��� ,��7 &���� ��3��
� ���� ��
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��
��	��� �
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�
 &���� ��
���
� �
 Ω1 ∪ Ω2 �
� �� �
 ��
 (
�

� �# Δ0�

)��* ����� ���
��
 ���� )��* �
���

βn+1 =
(

1 − θ

n+ 1

)
βn + θ

n− 2
n(n− 1)

βn−1, ),,*

�� �# ��
�
 �� n0 ≥ θ �	�� ���� βn0βn0−1 ≥ 07 ��

 � ��������#��&��� �
�	����
 ���&� ����
(βn)n≥n0 

�
� ���
�
� ���
� ��&7 &
 3���
 ���� �# 
� �	�� n0 
/����7 ��

 (βn)n ��
�
��
�
�� �7 &���� ��
�������� )�*� "
�

�7 ���	�
 ���� #�� ��� n ≥ θ7 βnβn−1 < 0� 6�

 #�� �
�
n ≥ θ + 17 �# βn−1 < 07 ��

 βn > 0 �
� βn+1 < 07 �� ����(

1 − θ

n+ 1

)
βn < −θ n− 2

n(n− 1)
βn−1,

&���� ��
 �
 &����

 �� (
1 − θ

n+ 1

)
|βn| < θ

n− 2
n(n− 1)

|βn−1|,

�
� &
 &�	�� �
� ��
 ���
 �

@	����� �# βn−1 > 0� 6��� &�	�� ��3�� ���� |βn|/|βn−1|
&�	�� ��
��� �� n ���&�7 �
� �� &�	�� βn�

)���* �����	� ���� �# �


������7 &
 ��
 ���	�
 ���
(� �� )��* ���� ��
�
 �� n0 �	�� ����
βn ≥ 0 #�� ��� n ≥ n0 )���
�&��
 ���
�
 β #�� −β*� �
/�7 &
 3���
 ���� #�� ��� n ≥ n07
βn+1 < max(βn, βn−1)� "� �� ��
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 ���� (βn)n �� ��	
�
�� ����� ��
�(
����

βn+1 − βn = − θ

n− 1
(βn − βn−1) − 2θ

βn−1

n(n− 1)(n + 1)
,

�� #�� �
� n ≥ n07

βn+1 − βn ≤ − θ

n− 1
(βn − βn−1).

"
 3�����	���7 �# βn+1 ≥ βn7 ��

 βn ≤ βn−17 �
�

|βn+1 − βn| ≤ θ

n− 1
|βn − βn−1| < |βn − βn−1|,

��



&���� �
��� βn+1 − βn < −βn + βn−17 ���� ��7 βn+1 < βn−1� %� � ��
��	���
7 βn+1 < βn

�� βn+1 < βn−1�

)��* �� ),�* �
� %�
�;� ���
�#���7 &
 �
�

βn+1 − β2 = −θ
n∑

k=2

γk − γk−1

k − 1

= −θ γn

n− 1
− θ

n−1∑
k=2

γk

k(k − 1)
,

�
� ��
 ������ ��
�
��
�7 �
��	�
 (γn)n �� ��	
�
�7 ���
(� �� )���*� �

����
 �
 ����������� %�-� 6��
(� �� L���� � ����
7 ��
�
 uδ = φ1e
(1) + (cΦ∞)−1W 7

Luδ = φ1Le
(1) + (cΦ∞)−1LW

= (2c)−1(−2ce(1) + 2ce(0)) + (cΦ∞)−1cΦ∞e(1)

= e(0).

6�
 ��	
�
�

�� �# uδ �� ��������#��&���� 6� �
� ��
 
@	����

� �# gδ
n �� n → ∞7 �� ��

�	B��

� �� 3���
 ���� nWn ∼ Φ∞ ln(n)� �����7 ������
� ��
� #��� ��
 3���# �# L���� �
)��* ����
7 �
� ����

Φ∞ − β2 = −θ
∑
k≥2

γk

k(k − 1)
,

�� ����
βn+1 − Φ∞ = −θ γn

n− 1
+ θ
∑
k≥n

γk

k(k − 1)
,

&��� ��3��
� ���� βn − Φ∞ = o (n−1)� �
/�7 &����
� ρk := kΦk7 &
 �
�

nWn =
∑
k≥2

nρk

k(n+ k)
=
∑
k≥2

ρk

(
1
k
− 1
n+ k

)

= lim
l→∞

{
n+1∑
k=2

ρk

k
+

l∑
k=2

ρn+k − ρk

n+ k
−

l+n∑
k=l+1

ρk

k

}

=
n+1∑
k=2

ρk − Φ∞
k

+
n+1∑
k=2

Φ∞
k

+
∑
k≥2

ρn+k − ρk

n+ k

= Φ∞ ln(n) +O (1),
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�
 ��
 ���� 
@	����
 ���
� #��� ��
 #��� ���� ρk = Φ∞ +O (k−1) �� k → ∞� �

%���) '��	��� 
�� �"� ε(���
��������

K
���� #��� H
��� 2�, ���� D(3) �� � �
@	

�
 �
 L3 �	�� ���� LD(3) = δ(3)7 �
�

D(3)
n =

q
(3)
n

κ′(n− 1)(n − 2)
n ≥ 3,
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 q(3)n �� ��
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�
 uε �
 L3 �	�� ���� (nuε

n)n �� ��	
�
�7 �
� L′uε = e(−1)−e(0)�
K
���� θ = b/c�

 ���
 %�/  �� Ψ �� ��� ������
� �� L3 ������ ��
������	� �� Ψ3 = 1 ���

c(n + 3)Ψn+1 + [b− c(n+ 1)] Ψn − b
n− 3
n− 1

Ψn−1 = 0. ),2*

���� ��� ������
� (n2Ψn)n 
�����
�� �� � ���(��� ����� 	���� Ψ∞� ��� ��� #���� ��		�
������% ����

S :=
∑
n≥3

n−1Ψn ��� Σ :=
∑
n≥3

Ψn

����
Σ + 2θS = Ψ∞ + (θ − 3)Σ = 5.

����������� %��0 �����
����� ����� ��� ������
� ψ �� L3 ��

ψn := −Ψn/cΨ∞ n ≥ 3.

����� ����

ψ−2 = − 1
b(θ + 3)

ψ−1 =
θ + 1
b(θ + 3)

ψ1 =
2θ

3c(θ + 3)

ψ2 =
Σ
cΨ∞

− 2θ + 3
3c(θ + 3)

,

��� ������
� uε �� L3 ������ ��

uε :=
∑

k≥−2,k �=0

ψke
(k) +

1
θ(θ + 3)

D(3)

�� ��
� ���� (nuε
n)n �� ������� ��� L′uε = e(−1) − e(0)" ���� ��� ��������	��� 
��'
���� gε

����
����� �� �
������� #gε
n = n2uε

n% �� 
���� ��

gε
n =

∑
k≥1

n2ψk

n+ k
+

1
κ′θ(θ + 3)

n2q
(3)
n

(n− 1)(n − 2)
n ≥ 3. ),�*

�� �����
�	���

gε
n ∼ 1

c
ln(n) �� n→ ∞.
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�� �� %��	�
 ���� (n2Ψn)n ��
�
��
� �� � :
��
 ����� Ψ∞7 &�
�
 (Ψn)n �� �
:

�
�
 ),2*� 6�

 ��
 �
�� 
	��
�� S :=

∑
n≥3 n

−1Ψn �
� Σ :=
∑

n≥3 Ψn7 �� &
�� �� ��

�
@	

�
 Z :=

∑
k≥3 Ψke

(k) �# L3 ��
 &
��!�
:

�7 �
�

)�* Σ + 2θS = Ψ∞ + (θ − 3)Σ = 5.

)��* L′(Z − Σe(2)) = cΨ∞(e(2) − e(1))�
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�

βn := (n+ 2)(n + 1)Ψn �
� γn := (n− 2)(n − 1)Ψn n ≥ 3, ),�*

�� ����
lim

n→∞βn = lim
n→∞ γn = Ψ∞,

�
�7 ���
(� �� ),2*7

βn+1 − βn = − θ(n+ 2)
(n− 1)(n − 2)

(γn − γn−1) n ≥ 3, ),-*

&��� γ2 = 0� %� � ��
�
@	

�
7 �� �&� �33�������
� �# %�
�;� ���
�#���7 &
 �
�

Σ =
∑
n≥3

Ψn =
∑
n≥3

βn

(
1

n+ 1
− 1
n+ 2

)

=
β3

4
+
∑
n≥3

βn+1 − βn

n+ 2
= 5Ψ3 − θ

∑
n≥3

γn − γn−1

(n− 1)(n − 2)

= 5 − θ
∑
n≥3

2γn

n(n− 1)(n − 2)

= 5 − 2θS.

?
 ��
 ���
� ��
�7 ��
 ���
 ��3
 �# ���	�

�� �� ����
 ���& ����

Σ =
∑
n≥3

γn

(n− 2)(n − 1)
=
∑
n≥3

γn − γn−1

n− 2

= −θ−1
∑
n≥3

n− 1
n+ 2

(βn+1 − βn)

= −θ−1

⎧⎨
⎩−β3

4
+ Ψ∞ +

∑
n≥3

(
n− 2
n+ 1

βn − n− 1
n

βn

)⎫⎬
⎭

= −θ−1 (−5 + Ψ∞ − 3Σ) ,
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zn,m =
nm(n−m)
n+m

(
Zn+m − Σ

n+m+ 2

)
(n,m) ∈ N

� × N
�.

�
��	�
 (nZn)n �� ��	
�
�7 z �� �	���

��� "# Ψ∞ = 07 ��

 ���
(� �� L���� �7 &
 &�	��
�
� Δ0z = 07 �	� ���� &�	�� ��
������� H
��� ,���
�
/� �
���� ��
 �
@	

�
� β �
� γ �
:

� �
 ),�*� 6��
(� �� ),2*7

βn+1 =
(

1 − θ

n+ 1

)
βn + θ

(n+ 2)(n − 3)
n(n− 1)(n + 1)

βn−1,

&���� 3���
� ���� βn ��� ��
���
� ���
 #�� ����
 n7 ���
�&��
 �� &�	�� ��
�
��
 �� � )�
�
��

 Ψ∞ = 07 &���� &�	�� ��
������� )�**� 6�
�
#��
 &
 ��
 ���	�
 ���� βn ≥ 0 #�� ����

n &����	� ���� �# �


������� '�
�


βn+1 − βn = − θ

n+ 1
(βn − βn−1) − 6θ

βn−1

n(n− 1)(n + 1)
,

��

 #�� �
� �	B��

��� ����
 n7 0 ≤ βn+1 < max(βn, βn−1)7 �� ���� (βn)n �� ��	
�
�7 �
�
�� �� (γn)n� N�
 ),-* �� ���& ����

βn+1 − β3 = −θ n+ 2
(n− 1)(n− 2)

γn − θ

n−1∑
k=3

k + 6
k(k − 1)(k − 2)

γk,

�
� ��
��	�
 ���� (βn)n �� ��
�
��

�� �

����
 �
 ����������� %��0� K
���� Z �
:

� �
 L���� � �
� �
� ϕ2 := −(2θ+3)/3c(θ+
3)7 �� &
�� �� V ∈ L3

V := ψ−2e
(−2) + ψ−1e

(−1) + ψ1e
(1) + ϕ2e

(2),

�� ����
uε = −(cΨ∞)−1(Z − Σe(2)) + V +

1
θ(θ + 3)

D(3). ),A*

�� �
 
�
�

���� ���3	�����
 �
���
� �
 )��* �
� )��*7 �
�

L′V = − 1
θ(θ + 3)

δ(3) + e(−1) − e(0) − e(1) + e(2),

�
� ��
��	�
7 ���
(� �� L���� �7 ���� L′uε = e(−1) − e(0)�
6� �
� ��
 
@	����

� �# gε

n �� n→ ∞7 :��� �
���� ),A* �
� ���
��
 ����

ψ−2 + ψ−1 + ψ1 + ϕ2 = 0,

�� ���� (n2Vn)n ��
�
��
�� �
/� ��
���
� nZn

nZn =
∑
k≥3

nΨk

n+ k
=
∑
k≥3

kΨk

(
1
k
− 1
n+ k

)

= Σ −
∑
k≥3

kΨk

n+ k

= Σ − Ψ∞
ln(n)
n

+ o

(
ln(n)
n

)
,

�2
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�
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�
7

nuε
n = −(cΨ∞)−1

(
nZn − Σ

n

n+ 2

)
+ nVn +

1
θ(θ + 3)

nD(3)
n =

ln(n)
cn

+ o

(
ln(n)
n

)
,

&���� 

�� ��
 3���#7 ��
�
 gε
n = n2uε

n� �

� �����
�
 �����
	� 
� ��
�
 �������
���
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��	�
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 � ������� &��
�� �
 ��
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�
 d1 = d2 = 0 �
 ��
 �&�!��3
 �������� ���
���
� ���
� �# ��
 3�
���	�
�
����
��

!�� �
��	������ �� ��
 �	��
��

%� �
� ���
 t7 ��
 3�3	�����
 �� ���3��
� �# � :
��
 
	��
� N(t) �# �
�����	��� ������!
�
��D
� �� ��
�� )3�

���3��* ������ x1(t), . . . , xN(t)(t) �
��
��
� �� � ���

 ����� �3��
 X 7
���	�
� �� �
 � ����
� �	��
� �# R

k #�� ���
 k ≥ 1� 6�
 3�3	�����
 ����
 �� ���
 t &���
�
 �
3�
�

�
� �� ��
 ��	
��
� �
��	�
 �
 X

νt =
N(t)∑
i=1

δxi(t).

H
� 	� �

��
 �� M ��
 �
� �# :
��
 ��	
��
� �
��	�
� �
 X 7 

��&
� &��� ��
 σ!:
��
�
�	�
� �� ��
 ���
� σ!:
�� �
 X ⊂ R

d �� #����&�0 �
� ϕ �

��
 ��
 �33�������
 ��33�
�
�
� 
�
�

�

∑k
i=1 δxi �# M �� ��
 k!�	3�
 (xπ(1), . . . , xπ(k)) &�
�
 ��
 3
��	�����
 π

�# {1, . . . , k} �� ����

 �	�� ���� ���� �
���� �� ��
(
� �
7 ���7 ��
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/������3����� ���
��
6�

7 ���� #	
����
 ϕ �� � ��C
����
 #��� M �� ��
 �
� �# �
/������3������� ���
�
� �
�����
�# ∪k

i=0X k� 6�
 H
�
��	
 σ!:
�� �
 ���� �
� ��
�
#��
 3�����
� � σ!:
�� �
 M�

��� �
� ν ∈ M �
� �
� �
��	����
 #	
����
 f : X → R7 &
 &��� 	�
 ��
 
������
 〈ν, f〉 #��∫
f(x)ν(dx)� ?��
��
 ���� N(t) = 〈νt,1〉 �
� ���� 〈νt,1Γ〉 �� ��
 
	��
� �# �
�����	��� ��

���
 t &��� ����� ���	
 �
 Γ ⊂ X �

��
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����� �# ��
 3�3	�����
 ��
 ���
�

� �� ��
 #����&�
� 3����
�
��0

• b(x) �� ��
 ����� ���
 �# �
 �
�����	�� &��� ����� x�

• c(x, y) �� ��
 ���
 �# ���3
�����
 #
�� �� �
 �
�����	�� &��� ����� x 
��� �
 �
�����	��
&��� ����� y� '3
��:�����7 �
 � 3�3	�����
 &��� ����
 ν =

∑N
i=1 δxi 7 ��
 �
��� ���
 �#

�
 �
�����	�� &��� ����� x )&�
�
 x �� �

 �# ��
 xi* �� ���

 ��

N∑
i=1

c(x, xi) − c(x, x) =
∫
X
c(x, y)(ν(dy) − δx(dy)). ),�*

• γμ(x) �� ��
 3���������� ���� � ����� #��� �
 �
�����	�� &��� ����� x 3���	�
� �
�	��
� �
�����	��7 &�
�
 μ(x) ∈ [0, 1] �
� &�
�
 γ ∈ (0, 1) �� � 3����
�
� �����
�
��
 #�
@	

�
 �# �	�����
�� �
 ��
 �
�
�
��
� �
 ��
 ����� γ → 0�

• M(x, dh) �� ��
 ��& �# ��
 ����� ��
3 h = y − x �
�&


 � �	��
� �
�����	�� &���
����� y ���
 #��� �
 �
�����	�� &��� ����� x� '�
�
 ��
 �	��
� ����� y = x+ h �	��
�
��
� �� X 7 ���� �
��	�
 ��� ��� �	33��� �
 X − x := {y − x : y ∈ X} ⊂ R
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� &����7 ��
 �
:
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����� �


����� �# ��
 M!���	
� +��(�� C	�3 3���
�� (νγ
t )t≥0

�� ���

 ��

Lγϕ(ν) =
∫
X

[ϕ(ν + δx) − ϕ(ν)] (1 − γμ(x)) b(x)ν(dx)

+
∫
X

∫
Rk

[ϕ(ν + δx+h) − ϕ(ν)]γμ(x)b(x)M(x, dh)ν(dx)

+
∫
X

[ϕ(ν − δx) − ϕ(ν)]
(∫

X
c(x, y)ν(dy) − c(x, x)

)
ν(dx). )2�*
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 νγ

t �

�
 ��(
 ��
 #����&�
� ���	�3���
�0

• 6�
�
 ��
 3������
 ��
���
�� b̄7 c �
� c̄ �	�� ���� b(·) ≤ b̄ �
� c ≤ c(·, ·) ≤ c̄�

• M(x, dh) ��� � �

���� �
 R
k &���� �� 	
�#����� ��	
�
� �
 x ∈ X �� ���
 �
�
�����


#	
����
 M̄(h)�

��� �
� γ ∈ (0, 1)7 ��
 3�3	�����
 ��D
 〈νγ
t ,1〉 �� ����
��
� �� � ������ �������� ���
���
�

3���
�� &��� ��
������ 3����
�
�� (b̄, 0, c)7 �� ���� �

 ��
 3���
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 ���)�* ��
 #����&�
� �
�	���

����������� )�� &�� p ≥ 1 ��� ��
� � �������� C" ����� �� � 
������� C ′ ��
� ����� ���
��� γ ∈ (0, 1)�

E(〈νγ
0 ,1〉p) ≤ C ⇒ sup

t≥0
E(〈νγ

t ,1〉p) ≤ C ′.

��
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 ����7 �# ��
�
 �� 
� �	�����
 )μ ≡ 0* �
� ν0 = X0δx+Y0δy )�����3��� 3�3	�����
*7
��

7 #�� �
� t ≥ 07 νt = Xtδx + Ytδy7 &�
�
 (Xt, Yt) �� ��
 �&�!��3
 �������� ���
���
�
3���
�� �# '
����
 � &���

B =
(
b(x)
b(y)

)
, C =

(
c(x, x) c(x, y)
c(y, x) c(y, y)

)
�
� D =

(
0
0

)
.
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 �� un,m(x, y) ��
 3���������� �# :/����
 �# ��
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 �
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 )νt = δx
#�� ���
 x ∈ X *7 ��
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 ),�* 
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7 ��
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 ��
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 �7 �# μ ≡ 0 �
� �# ��
 �
����� 3�3	�����
 �� ��
����3���
)ν0 = nδx #�� ���
 n ∈ N

∗ �
� x ∈ X *7 ��
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� �# �
�����	��� 〈νt,1〉 �� � 3������

�
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� +��(�� ����
 ��
�
���
� �
 �������	���
 �� ξθ(x)7 &�
�
 ξθ(x) �� � I�����
 ��
���
�������
 �# 3����
�
� θ(x) := b(x)/c(x, x) ��
�����

� �
 �
�
� 
�
D
��

P(ξθ(x) = i) =
e−θ(x)

1 − e−θ(x)

θ(x)i

i!
, i ≥ 1. )2�*

K
���� ���� E(ξθ) = θ/(1 − exp(−θ))�

!�� "���� �� 	
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 ��	�� ��
 �
�����	� �# ��
 3���
�� νγ �
 ��
 ����� �# ���
 �	�����
� )γ → 0* �

��
 �	�����
 ���
����
 t/γ�

H
� 	� �
����	�
 ��
 #����&�
� ����
� #��� �# ��
�
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�
 �
 ��&� �
 &��� ��� ���� �
�
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�
 �# ��
��� �������
� (Xn) ��������� �������� �� �
# �� � ��
��� �������
 Y �#
�
� �
�� �# E(f(Xn)) → E(f(Y )) &�

 n→ ∞ #�� �
� ��	
�
� �
��	����
 �
�� #	
����

f �

��/ x ∈ X � ��� γ ∈ (0, 1)7 �
� νγ
0 = Nγ

0 δx &�
�
 ��
 N
∗!���	
� ��
��� �������
� Nγ

0 �����#�
supγ∈(0,1) E((Nγ

0 )p) <∞ #�� ���
 p > 1�

!"����� )�� &�� ��� �������� 0 < t1 < . . . < tn� ��� n����	� (νγ
t1/γ

, . . . , νγ
tn/γ

) 
�����
��
�����
	� �� 	�� �� (ζt1 , . . . , ζtn) ����� ζti = NtiδZti

��
� ����

��� (Zt; t ≥ 0) �� � !����� .��� ���
��� �� X ���� ������	 ��	�� Z0 = x ��� ���� ���������
���	 
��������

Aϕ(x) =
∫
X

(ϕ(x+h)−ϕ(x))μ(x)b(x)
θ(x)

1 − e−θ(x)

+∞∑
n=1

un,1(x, x+h)
e−θ(x)θ(x)n−1

(n− 1)!
M(x, dh)

)2�*

��� /���������	 �� (Zt1 , . . . , Ztn) = (z1, . . . , zn)� ��� Nti ��� ����������� ��� �����
����	�
����������� �� ξθ(zi)"
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 ��

Aϕ(x) =
∫
X

(ϕ(x+ h) − ϕ(x))β(x)χ(x, x + h)M(x, dh)

&�
�


β(x) := μ(x)b(x)
θ(x)

1 − e−θ(x)
)2,*

�� ��
 3���	����
 ���
 )�
 ��
 ���
����
 t/γ* �# �	��
�� �
 � ������
��� x!��3
 3�3	�����

�
�

χ(x, y) := e−θ(x)
+∞∑
n=1

un,1(x, y)
θ(x)n−1

(n − 1)!
M(x, dh) )22*
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����3���7 �
� �� Vn ��
 ��
��
 ����� ���	
 �	�����
� ��
���
 ρn )ρ0 = 0 �# ��
 �
����� 3�3	�����
 �� ��
����3���*� ���� ���� 
������
7 &
 ��

����
 ��
 #����&�
� �
�	��7 ���
���
� ��
 ���
 ���������� ���	
 �# 6�
��
� ���7 
��
�� ��

��
�
��

�
 �# ��
 �	33��� �# ��
 �
��	�
 νγ

·/γ �� ��
 3���
�� Z�

!"����� )�� ��� ���
��� (Sγ
t ; t ≥ 0) ������ ��

Sγ
t =

∞∑
n=0

Vn1{ρn≤t/γ<ρn+1}


�����
�� �� 	�� ��� ��� 0������� ����	�
� �� D(R+,X ) ���� γ → 0 �� ��� ���
��� (Zt; t ≥
0) ���� ������	 ����� Z0 = x ��� ���� �����������	 
�������� #12%"

?��
��
 ���� �	�� � ��
�
��

�
 #�� ��
 �
��	�
 νγ
·/γ ��

�� ���� �
��	�
 ��
 3�3	�����


��D
 Nt �
 6�
��
� ��� �� 
�� � �O ��O � 3���
���

6�
 3���#� �# ��
 �&� 3�
�
��
� ��
��
�� ��
 3	� �� '	��
����
 ����

!�� "���� �� ��
�� ���
���� ��
�� 
�� ��
 #�
�����
� �������� �� 
�
����


���
����$ �� ����
 �����
�����

G
�
7 &
 &�
� �� �33�� � ����� �# ����� C	�3� �� ��
 6'' 3���
�� &��� �


����� )2�* �# ��

3�
���	� �	��
����
7 �
 ���
� �� �����
 ��
 
@	����

� �# ��
 ��
�
���� 
@	����
 �# ���3���

��
����� �
 :
��
 3�3	�����
�� H
� Ck

b �
 ��
 �
� �# k ���
� ��<
�

�����
 #	
����
� &���
��	
�
� i!�� �
�������
�7 1 ≤ i ≤ k� �
 &��� 


� �
 ���� �
����
 ��
 #����&�
� �������
��
���	�3���
�0

• X = Rk #�� ���3������

�A



• b �
� c ��
 �
 C2
b

• ��
 �	�����
 (
�

�� M(x, ·) �����#�

1 #�� �
� x ∈ R
k7 M(x, ·) ��� � 
/3
������
7 ��
�

∫
Rk hM(x, dh) = 0

1 ��
 �������
�
 �����/ �# M(x, ·) ��� H�3�����D 

���
� �
� �� 	
�#����� 
���3���
�
 x7 ��
� ��
�
 �� � 3������
 ��
���
� C �	�� ����

∫
Rk(s′h)2M(x, dh) ≥ C‖s‖2

#�� �
� s ∈ R
k�

1 ��
 ����� ���
� ���

�� �# M(x, ·) ��
 	
�#����� ��	
�
� �
 x�

K
���� ���� ��
�
 �� � ����
���� �����/ σ(x) �	�� ���� σ(x)σ(x)′ = σ(x)2 �� ��
 �������
�

�����/ �# M(x, ·) &���� �� ����
� ��� �@	��
 ����� 6�

 ��� 	
�#��� 
���3������ 

�	�
� ����
σ(x) ��� ���� H�3�����D 

���
� �
 x�

6�
 ����� �# ����� C	�3� �� �����

� �� �
����	��
� � 3����
�
� ε > 0 �
� �
3����
� ��

�	�����
 ��& M(x, dh) �� ��� ����
 �� ��
 �33�������
 h �→ εh7 M(x, dh/ε)� ?# ��	��
7
���� �����
� �# ��
 ��D
 �# ��
 C	�3� ��� �� �
 �����

� &��� � �����
� �# ���
 �
 ���
� ��
���
��
 � 
�
!������� ������ 6��� �
��� )�#�
� � ���
�
 �# �������
* �� ��
 #����&�
� �


�����
�# ��
 �
����
� 6'' (Zε

t ; t ≥ 0)0

Aεϕ(x) =
1
ε2

∫
Rk

(ϕ(x + εh) − ϕ(x))β(x)χ(x, x + εh)M(x, dh) )2�*

&�
�
 ��
 �	��
� 3���	����
 ���
 �
 � ������
��� x!��3
 3�3	�����
7 β(x)7 �� �
:

�
�
 )2,*7 �
� &�
�
 ��
 :/����
 3���������� �# � �	��
� �# ����� y �33
���
� �
 � ������
���
x!��3
 3�3	�����
7 χ(x, y)7 �� �
:

� �
 )22*� 6�
 #����� 1/ε2 �
 )2�* ����
�3�
�� �� ��

����
�� ���
�����
�7 �� &��� �33
�� �
��&�

�
 &��� 	�
 ��
 
������
 vι(x) �
� gι(x) )ι = λ, δ, α, ε, σ* #��7 �
�3
����
��7 ��
 :���!���
�
�
�������
� �# ��
 :/����
 3���������� �
 ��
 ����
��� �# 

	������� )��� �
�����	��� ���
 �����
x*7 �
� ��
 ����
�3�
��
� �
���������� ��
B��

��� '��������7 &
 &��� �

��
 �� q(2)n (x)7 κ(x)
�
� φn(x) ��
 @	�
����
� �33
���
� �
 '
����
� 2�� �
� 2�� #�� λ7 α �
� σ!�
����������
�7
�
� �
 '
����
 2�A #�� ��
 δ!�
�����������

"� #����&� #��� 6�
��
� ,�, ���� ��
 #	
����
 χ �� C2
b � ?��
��
 ���� ����

d

dy
∣∣
y=x

(
c(x, x) c(x, y)
c(y, x) c(y, y)

)
= ∇1c(x, x)

(
0 0
1 1

)
+ ∇2c(x, x)

(
0 1
0 1

)

&�
�
7 #�� ��������
 f 7 ∇if �� ��
 �����

� �# f &����� ��
 i!�� �������
 )i = 1, 2*� 6�

7 ��
6�
��
� 2��7

χ(x, x) = e−θ(x)
∑
n≥1

θ(x)n−1

(n+ 1)(n − 1)!
=
e−θ(x) − 1 + θ(x)

θ(x)2

�
�
∇2χ(x, x) = e−θ(x)(aλ(x)∇b(x) − aδ(x)∇1c(x, x) + aα(x)∇2c(x, x))

&�
�
7 #�� ι = λ, δ, α7

aι(x) =
∞∑

n=1

vι
n,1(x)

θ(x)n−1

(n − 1)!
=

∞∑
n=1

ngι
n+1(x)θ(x)

n−1

(n+ 1)2(n− 1)!
.

��



'��
�$ )�% 3������ ���� ε���������	����� �� ��� ������ �� ���� 
����������� ��
���� ��
��� �������� ������� �������� ��� ������ ����� �� ��� 
���������� �����	" 3�� 
��	�
��
	��� ε���������	����� �� ��� �����	� �� ∇2χ(x, x) �� �������
 � 
���������� ������ ��
��� ���� (

c1(x, x) c1(x, y)
c2(y, x) c2(y, y)

)
��� ���� ���
����� c1 ��� c2 
���
����
 �� ��� ���
���	" 0�
� �� ��������� �������
�������� ��� ������ ���	� ��� �� �����	����
 ���	�
�
�		� ��� 
�� �� ���	����� �� ��� ��������

������
���
 ��� ��� ��
��" ���� �
�	�
�
�	 ���������� �� ��� �������� �� ��� ������ ���	�
���� ����	� �� � �������
� �� ��� 
���������� ��	� �� x ���� y �

�����
 ������� x �� ���
�������� �� ���"

��&7 :/ � #	
����
 ϕ �
 C3
b � ��� �
� x, h ∈ R

k �
� ε > 07 ��
�
 
/���� 0 ≤ ε′ ≤ ε �	�� ����

ϕ(x+ εh) − ϕ(x) = εh′∇ϕ(x) +
ε2

2
h′Hϕ(x+ ε′h)h

&�
�
 Hϕ(y) �

��
� ��
 G
����
 �����/ �# ϕ �� y7 �
� ��
�
 
/���� 0 ≤ ε′′ ≤ ε �	�� ����

χ(x, x+ εh) = χ(x, x) + εh′∇2χ(x, x+ ε′′h).

6�
�
#��
7 	��
� ��
 #��� ���� Hϕ �
� ∇2g ��
 ��	
�
� H�3�����D #	
����
�7 �� ��(
� �
��

�
�

���� ���3	�����
� �� 3���
 ����

(ϕ(x + εh) − ϕ(x))χ(x, x + εh) = ε(h′∇ϕ(x))χ(x, x) + ε2(h′∇ϕ(x))(h′∇2χ(x, x))

+
ε2

2
(h′Hϕ(x)h)χ(x, x) +O(ε3‖h‖3)

&�
�
 ��
 O(ε3‖h‖3) �� 	
�#��� �
 x ∈ R
k� ��&7 ��
�
 ��
 �	�����
 (
�

� ��� D
��


/3
������
7 ∫
Rk

(h′∇ϕ(x))χ(x, x)M(x, dh) = 0.

L����
�
� ��
�
 �
�	���7 ���
(� �� ��	
�
�

�� �# ��
 �����!���
� ���

�� �# ��
 �	��!
���
 (
�

�7 &
 
����� �����
 #�� �
� ϕ ∈ C3

b 7 ���� Aεϕ ��
�
��
� 	
�#����� �� ��
 #	
����

A0ϕ �
:

� ��

A0ϕ(x) =
∫

Rk

(h′∇ϕ(x))β(x)e−θ(x)h′(aλ(x)∇b(x) − aδ(x)∇1c(x, x) + aα(x)∇2c(x, x))M(x, dh)

+
1
2

∫
Rk

(h′Hϕ(x)h)β(x)
e−θ(x) − 1 + θ(x)

θ(x)2
M(x, dh). )2�*

"
 ��
& �# ����7 ��
 #����&�
� ��
��
� �� 
��	���� K
���� ���� σ(x) �� ��
 ����
���� �@	��

���� �����/ �# ��
 �������
�
 �����/ �#M(x, ·)7 &���� �� H�3�����D �
 x7 �
� ���� χ(z, z) =
(exp(−θ(z)) − 1 + θ(z))/θ(z)2�

!"����� )�) �� ��� ����	� (Zε
0)ε>0 ��� ������� ���������� ������� ��� 
�����
�� ��

	�� ���� ε → 0 �� � ������ ������	� Z0� ���� ��� ���
��� Zε 
�����
�� �� 	�� ��� ���
0������� ����	�
� �� D(R+,R

k) �� ��� �������� ���
��� (Zt; t ≥ 0) ���� ������	 ����� Z0

������ ��	����� �� ��� ���
�����
 ����������	 ��������

dZt = r(Zt)dt+
√
β(Zt)χ(Zt, Zt)σ(Zt)dBt )2-*

,�



����� B �� � �������� k�����������	 4������� ������ ���

r(z) = β(z)e−θ(z)

∫
Rk

M(z, dh)
(
h′
[
aλ(z)∇b(z) − aδ(z)∇1c(z, z) + aα(z)∇2c(z, z)

])
h.

'��
�$ )�* �� ��� 
��� ����� X �= R
k� ���� ����	� �� ���		 ��	��� ����� ���� ��� ��		����


��
���
�	 ��'
�	����" &����� ��� ��� ���
��� Zε �� �� ��		�������� ��� ����� �� ������ ����
�
�	��
 ��� �������� 	��M(x, dh) 
����� ����� Zε ��� �� X " ���� �� ���� ��� �����	�� ����
ε ≤ 1� �� X �� 
������ �� �� 0���(M(x, dh)) �� 
����� ��� ��� x ∈ X " 0�
���� ����������
�� 	�� ��� �� ��	� ��� ��� �������� ���� 
�������� A0" &�� �����	�� ��� 
�� ������ ���
�������
� �� �  ���
���( ��
����(����� σ(x)σ(x)′ �� ��� 
�������
� ������ �� M(x, ·) ��
�������
 ���� ��� ���
���� ���� X �� ��� ��� �� �����
����� ��������
 �����
�� ������

x �� ��� 
�������
� ������ �� M(x, ·) 
�� �� �������� �� R

k �� � C2 ������� 5,16"

'��
�$ )�, �� ��� 
��� ����� ��� �������� ���� 	��M(x, ·) ��� ����(��� ����
������� ���

�	
�	����� ����� ����� ���� ��� ���������� ���� �� Aε ���� ��� ������� �� ���� ��� 
����
�
�����
�	��
 �� 1/ε #������� �� 1/ε2%� ��� ��� �00 ���
��� Zε 
�� �� ����� �� 
�����
� ��
��� ��	����� �� ��� ������������
 3�7

dz

dt
= β(z)χ(z, z)

∫
Rk

hM(z, dh).

�� ���� 
���� ��� ���� ���
� ������
 ���	����� �� ��� �������� ����" ��� �������� ���� β(x)
��� ��� ������� �������	��� χ(x, x) ��	� ���
� ��� ����� �� ���	�����"

6�
��
� ��� ���
� ��
 
@	����

� �# ��
 ��
�
���� 
@	����
 �# ���3���
 ��
����� =A7 2>
&�

 ��
 3�3	�����
 �� :
��
� "� �� 
� ��
�
� � �
�
���
����� ?F�7 �	� � ��<	���
 3���
��7
�
 &���� ��
 �


��� ���#� �
���
� 3�
�

�7 �� � ��
�
@	

�
 �# ��
 3�3	�����
 :
��


��
�
� �# ��
 ����3����� �# &
�( �
�
����
 )ε → 0*� F�<	���
 3���
��
� ���
 ��
� �



	�
� �� �
�����
 
���	���
 �
 ������� )�

7 ���
� ��
� ���
��7 =�,7 ��7 ��7 ��7 ��>*� ?	�
3���
�� 3�����
� �	�� � ���
�7 &���� �� ���	
�
� �
 � ��������3�� 3�
���
 �
���3���
 �# ��

3�3	�����
 ��
�����7 �
 � �
������� &��� "
 3�����	���7 �
��	�
 �# ��
 @	������� �

����!
�
3

�

�
7 ��
 3�3	�����
 ��D
 �� 
�� :/
� �
� ��� E	��	��
�

6�
 ��<	���
 3��� �
 )2-* ���
� ��
 ���

��� �# ��
 �


��� ���#�7 &���� �@	��
 �� 3��3��!
���
�� �� ��
 �	�����
 ���
 β(x) �
� �� ��
 �������
�
 �����/ �# ��
 �	�����
 ��
3 ��&
M(x, dh)� 6�
 ���#� 3��� ���
� ��
 
/3�
����
 �# ��
 �
�
���
����� ���

��� �����
� 
���	!
���
7 &���� �� �#�

 �
���
� �
 ��������3�� 
���	���
��� ���
�� �� � :�

�� �����

�� "

�	� ���
7 ��
 :�

�� �� ���

 �� ��
 #	
����
 χ� "
�

�7 χ(x, y) �� ��
 :�

�� �# � �	��
�
����� y �
 � ������
��� �
���

� 3�3	�����
 &��� ����� x )�
 ��
 �

�
 3��3��
� �� +
�D 
�
��� =�->*7 �
� �� �33
��� �
 ��
 �
�
���
����� 3��� �# )2-* �� ��
 �����

� �# χ &��� �
�3
��
�� ��
 �
��
� �������
7 �
 � ������� &�� �� �
 ��
 ���
���� ��
�
���� 
@	����
 �# ���3���

��
����� =A7 2>� 6�
�
#��
7 ��
 9����!������
�; 3���
�� �# 
���	���
 ���	�� �
�
7 �� �
 ��

��������� ���
�� �# ���3���
 ��
�����7 �
 � :�

�� ��
����3
 y �→ χ(x, y) ���� �
3

��
�
 ��
 �	��

� ����
 x �# ��
 3�3	�����
� ?��
��
 ���� ���� ��
 �
�
���
����� ���#� �
��
�
 )2-*7 �� �
 ��
 ��
�
���� 
@	����
 �# ���3���
 ��
�����7 �� 3��3�����
�� �� ��
 �	�����

���
 β(x)7 ��
 �������
�
 �����/ �# ��
 �	�����
 ��
3 ��& M(x, dh) �
� ��
 �����

� �#
��
 :/����
 3�����������

6�
 ��
B��

�� �33
���
� �
 ��
 �
�
���
����� 3��� �# )2-* ��
 �
 
/3�
��
� �� #����&��
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����������� )�- ��� 
��'
����� aι ��� ι = λ, δ, α 
�� �� ��������� �� ����� �� ��� ���


���
���
 ���������� b(x), θ(x), q(2)n (x), κ(x) ��� φn(x) ��

aλ(x) =
eθ(x)(θ(x)2 − 3θ(x) + 4) − θ(x) − 4

2b(x)θ(x)2
)2A*

aα(x) =
eθ(x)(θ(x)2 − θ(x) + 2) − θ(x) − 2

2b(x)θ(x)2
− 1
κ(x)θ(x)

∞∑
n=1

nq
(2)
n+1(x)θ(x)

n−1

(n+ 1)!
)2�*

aδ(x) =
∑
k≥1

φk(x)
θ(x)k+2

∫ θ(x)

0
uk−1(eu(u2 − u+ 1) − 1)du )��*

=
1

θ(x)3

∫ θ(x)

0
(eu(u2 − u+ 1) − 1)πx

(
u

θ(x)

)
du )��*

����� ��� k ≥ 1�

∫ θ

0
uk−1(eu(u2−u+1)−1)du = eθ

(
θk+1 − (k + 2)θk + (k + 1)2(k − 1)!

k−1∑
i=0

(−1)iθk−i−1

(k − i− 1)!

)

− (−1)k−1(k + 1)2(k − 1)! − θk

k
)��*

��� ��� ��� v ∈ [0, 1)� πx(v) :=
∑

k≥1 φk(x)vk−1" !�������� πx �� ��	����� �� [0, 1) ��

u2(1 − u)π′′x(u) + u(θ(x)u(1 − u) + 2 − 3u)π′x(u) − 2πx(u) +
θ(x)
b(x)

= 0. )�,*
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� I��3������
 ��A ��
 �
 #�	
� �
 '	��
����
 ����

2�
����� H
� 	� ��
���
� � �

!���

���
�� ����� x ∈ R �
 � 3�3	�����
 	
�
����
� ���!
�
���� ���3
�����
 c(x, y) = c(|x−y|)� 6��� ��3
 �# ���3
�����
 (
�

� ��� �
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�
�
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	�
��	� 
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� &��(�7 �

 
��� =->� %� � ��
�
@	

�
7 ∂c/∂x(x, x) = ∂c/∂y(x, x) = 0�
�
 ��� �
� &��� ���	�
 ���� c(0) = 1� �
 ����� �

��
 �� σ(x) ��
 ���
���� �
������

�# ��
 �	�����
 (
�

� M(x, ·)� 6�

7 ���
(� �� 6�
��
� ��� �
� I��3������
 ��A7 ��

��
�
���� ��<	���
 �# ���3���
 ��
����� �� ���

 ��

dZt = r(Zt)dt + σ(Zt)μ(Zt)1/2

(
b(Zt)

1 − e−b(Zt)
− 1
)1/2

dBt

&�
�


r(x) =
μ(x)σ(x)2

2

(
1 +

4
b(x)

+
b(x) − 4

1 − e−b(x)

)
b′(x).
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 #��������
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� ���
� 
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�
������
��
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�	
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�� !��

6�
�
 3���#� �
�� �
 ��
 #����&�
� ���

 �
����� 6�
 :��� �

 ����
� ���� ��
�
 �� 
�
���	�	�����
 �# �	�����
� �
 ��
 ���
����
 t/γ� 6�
 �
��
� �

 ���
� ��
 ������
� ��&� �#

,�



γτ1 �
� �# ��
 3�3	�����
 ��D
 �� ���
 τ1� 6�
 ���� �

 ���
� ��
 �
�����	� �# ρ0 �
� V0

&�

 ��
 �
����� 3�3	�����
 �� ��
����3����

 ���
 *�� &�� C, η > 0" ����� �� ε > 0 ��
� ���� ��� ��� γ ∈ (0, 1)�

E(〈νγ
0 ,1〉) ≤ C ⇒ ∀t ≥ 0, P

(
∃n ∈ N

∗ :
t

γ
≤ τn ≤ t+ ε

γ

)
< η. )�2*

!�������� ��� ��� η > 0 ��� t ≥ 0� ����� ������ n ∈ N
∗ ��
� ����� ��� ��� γ ∈ (0, 1)�

E(〈νγ
0 ,1〉) ≤ C ⇒ P(τn ≤ t/γ) < η. )��*

 ���
 *�� *����� νγ
0 = nδx"

)�* ��� 
���	� (γτ1, 〈νγ
τ1−,1〉) 
�����
�� �� 	�� �� � 
���	� �� ����������� ������ ������	��

(T,N) ����� T �� �� ����������		� ����������� ������ ������	� ���� ��������� β(x)
������ �� #1$% ��� ��� 	�� �� N �� ��� ��		����
 ��(�������� ������� �� ξθ(x)

P(N = k) =
kP(ξθ(x) = k)

E(ξθ(x))
= e−θ(x) θ(x)

k−1

(k − 1)!
, )��*

���
� �� ��� 	�� �� � ������� 8������ ������ ������	� �� ��������� θ(x)"

)�* &�� ��� p ≥ 1� supγ∈(0,1) E
γ
nδx

(〈ντ1 ,1〉p) <∞"

 ���
 *�� *����� νγ
0 = nδx + δy #���� y �= x%" ����

)�* γρ0 → 0 �� �������	��� ��� P
γ(ρ0 < τ1) → 1 ���� γ → 0"

)�* &�� ��� p ∈ [1, 2]� supγ∈(0,1) Enδx+δy

(〈νγ
ρ0 ,1〉p1{ρ0<τ1}

)
<∞"

)�* limγ→0 P
γ(V0 = y) = 1 − limγ→0 P

γ(V0 = x) = un,1(x, y)"

����
 �
  ���
 *��� ��/ C > 0 �
� ���	�
 E(〈νγ
0 ,1〉) ≤ C� �� I��3������
 ���7 ��
�



/���� � ��
���
� C ′ �	�� ���� E(〈νγ
t ,1〉) ≤ C ′ #�� �
� t ≥ 0 �
� γ > 0� 6�
�
#��
7 �� ��

�	B��

� �� ���& H
��� ��� #�� t = 0�

��&7 &�

 ��
 ����� 3�3	�����
 ��D
 �� n7 ��
 ����� �	�����
 ���
 �
 ��
 3�3	�����
 ��
��	
�
� �� γb̄n7 �� ���� ��
 
	��
� �# �	�����
� Mt �
�&


 ���
� � �
� t �� ���!
�
��
� �� � 3��
� 3���
�� &��� �
�

���� γb̄〈νs,1〉ds� +��
 3�
���
�� )	��
� #�� 
/��!
3�
 ��
 ��	3��
� ���	�

� �# 6�
��
� � �
 =,>* Mt ��
 �
 ���&
 �� �
 �����
� ���
∫ t
0

∫
N∗ 1{i≤〈νs−,1〉}P (di, ds)7 &�
�
 P (di, ds) �� � I�����
 3��
� 3���
�� �
 N

∗ × R+ &���
�
�

���� �
��	�
 γb̄

∑
k≥1 δk(di) ds� 6�
�
#��
7

P(Mε/γ ≥ 1) ≤ E(Mε/γ) ≤ γb̄

∫ ε/γ

0
E(〈νγ

s ,1〉)ds ≤ εb̄C ′,

&���� ��
��	�
� ��
 3���# �# )�2*�

'��������7 #�� t ≥ 07 P(Mt/γ ≥ n) ≤ tb̄C ′/n7 &���� ��3��
� )��*� �

,,



����
 �
  ���
 *��� ��/ γ ∈ (0, 1) �
� ���	�
 ���� νγ
0 = nδx� 6�
 
	��
� �# �	��!

���
� ���	
� #��� �
�����	��� �# ��3
 x �
#��
 ���
 t ��
 �
 ��
���	��
� ��
∫ t
0

∫
N∗ 1{i≤Y γ

s−}P γ(di, ds)
&�
�
 Y γ

t = 〈νγ
t ,1{x}〉 �
� P γ(di, ds) �� � I�����
 3��
� 3���
�� �
 N

∗×R+ &��� �
�

����
�
��	�
 γμ(x)b(x)

∑
k≥1 δk(di) ds �
�
3

�

� �# (Y γ

t ; t ≥ 0)� ?
 �
���
� ��
�7 �
 ��


�

� {t < τ1}7 Y γ

t = Xγ
t 7 &�
�
 X

γ �� � ������ �������� ���
���
� 3���
�� &��� ��
������
3����
�
�� ((1 − γμ(x))b(x), c(x, x), 0) �
� &��� �
����� ����
 Xγ

0 = n� 6�
�
#��
7 #�� �
�
��	
�
� #	
����
 f : N

∗ → R �
� #�� �
� t ≥ 07

E
γ(f(〈νγ

t/γ ,1〉); γτ1 > t) = E

[
f(Xγ

t/γ) exp

(
−γμ(x)b(x)

∫ t/γ

0
Xγ

s−ds

)]
. )�-*

��&7 :/ n ≥ 17 t > 0 �
� � ��	
�
� #	
����
 f : N
∗ → R� ?
 ��
 �

 ��
�7 ��
�
 〈νγ

t ,1〉
�� � 3�
�
&��
 ��
���
� 3���
��7

E
γ(f(〈νγ

τ1−,1〉)1{γτ1≤t}) = lim
n→+∞E

γ

⎛
⎝[2nt]∑

k=0

f(〈νγ
k2−n/γ

,1〉)1{2−nk<γτ1≤2−n(k+1)}

⎞
⎠

�
� �
 ��
 ���
� ��
�7 �� )�-*7

lim
n→+∞

[2nt]∑
k=0

E
γ
[
f(〈νγ

k2−n/γ
,1〉)1{2−nk<γτ1≤2−n(k+1)}

]

= lim
n→+∞

[2nt]∑
k=0

E

[
f(Xγ

k2−n/γ
)
(
e−γμ(x)b(x)

R k2−n/γ
0

Xγ
s ds − e−γμ(x)b(x)

R (k+1)2−n/γ
0

Xγ
s ds

)]

= μ(x)b(x) lim
n→+∞ 2−n

[2nt]∑
k=0

E

[
f(Xγ

k2−n/γ
)Xγ

k2−n/γ
e−γμ(x)b(x)

R k2−n/γ
0 Xγ

s ds

]
)�A*

&�
�
 ��
 ���� 
@	����� #����&� #��� H
�
��	
;� ��
��
� �
� ��
 #���� ���� |1− e−u −u| ≤
u2/27 ���� supt≥0 E((Xγ

t )2) ≤ C <∞ �
� ����∣∣∣∣E
(∫ t+ε

t
Xγ

s ds − εXγ
t

)∣∣∣∣ ≤
∫ t+ε

t
E(|Xγ

s −Xγ
t |)ds = o(ε)

	
�#����� �
 t ≥ 0� 6��� ���� 
@	����
 �� �
 ���
����
 ��
�
@	

�
 �# ��
 #��� ����7 #��
�
� s < t �
� M > 07

E(|Xγ
s −Xγ

t |) ≤ E(Xγ
s +Xγ

t ;Xγ
s �= Xγ

t ) ≤ E(Xγ
s ;Xγ

s > M) + E(Xγ
t ;Xγ

t > M)
+ 2MP(
� C	�3 �# ��
 3���
�� Xγ ���	��
� �
 ��
 ���
 �
�
���� [s, t])

≤ 2C
M

+ 2M
(
1 − e−M(b(x)+c(x,x)(M−1))(t−s)

)
.

F
:

 ϕ(t) := E[f(Xγ
t )Xγ

t exp(−γμ(x)b(x)
∫ t
0 X

γ
s ds)]� F����
�	����
� �� ����
 �
�&




��
 ���
� &�
�
 Xγ
s > M 7 Xγ

t > M 7 Xγ
s = Xγ

t �
� Xγ
s �= Xγ

t 7 �

 ��
 
����� 3���
 ����
ϕ(s) → ϕ(t) &�

 s → t7 ��
� ���� ϕ �� ��
��
	�	�� 6�	�7 ��
 K�
��

 �	� �
 ��
 �����
��
� ���
 �# )�A* ��
�
��
� �� ��
 ����
�3�
��
� �
�
����7 �
� #�� �
� γ ∈ (0, 1)7

E
γ(f(〈νγ

τ1−,1〉)1{γτ1≤t}) = μ(x)b(x)
∫ t

0
E

(
f(Xγ

s/γ)Xγ
s/γe

−γμ(x)b(x)
R s/γ
0

Xγ
udu
)
ds. )��*

,2



��&7 ��
�
 ��
 �
�����	�� ����� ���
 �# ��
 �������� ���
���
� 3���
�� Xγ �� �
��
���
�
&��� �
�3
�� �� γ7 ��� ��
 3���
��
� Xγ ��
 �
 ��
���	��
� �
 � ���
 �3��
 �
 �	�� � &��
����7 #�� �
� 0 ≤ γ1 ≤ γ2 ≤ 1 �
� t ≥ 07 Xγ2

t ≤ Xγ1
t � 6�
�
#��
7 ���	��
� ���� f �� �


�


�����
 �
� 
�
�
��
���
� #	
����
7 #�� �
� 0 ≤ γ ≤ γ0 ≤ 17

E

(
f(Xγ0

s/γ
)Xγ0

s/γ
e−γμ(x)b(x)

R s/γ
0 X0

udu
)
≤ E

(
f(Xγ

s/γ
)Xγ

s/γ
e−γμ(x)b(x)

R s/γ
0 Xγ

udu
)

≤ E

(
f(X0

s/γ)X0
s/γe

−γμ(x)b(x)
R s/γ
0

X
γ0
u du
)
.

��� �
� γ ∈ (0, 1)7 �
� 	� �

��
 �� ξ(γ) ��
 ��
��� �������
 ξ(1−γμ(x))θ(x)� �� ��
 
������

��
��
� #�� 3������
 �
�	��

� +��(�� ����
�7 γ
∫ s/γ
0 X0

udu→ sE(ξ(0)) &�

 γ → 0� 6�

7
��
�
 supt≥0 E((Xγ0

t )2) <∞7 #�� �
� s > 07

lim
γ→0

E

(
f(Xγ0

s/γ)Xγ0

s/γe
−γμ(x)b(x)

R s/γ
0

X0
udu
)

= E

(
f(ξ(γ0))ξ(γ0)e−μ(x)b(x)E(ξ(0))s

)
�
�7 �� H
�
��	
;� ��
��
�7

lim sup
γ→0

E
γ(f(〈νγ

τ1−,1〉)1{γτ1≤t}) ≤
E(f(ξ(γ0))ξ(γ0))

E(ξ(0))

(
1 − e−μ(x)b(x)E(ξ(0))t

)
.

'��������7

lim inf
γ→0

E
γ(f(〈νγ

τ1−,1〉)1{γτ1≤t}) ≥
E(f(ξ(0))ξ(0))

E(ξ(γ0))

(
1 − e−μ(x)b(x)E(ξ(γ0))t

)
.

H
���
� γ0 �
��
��
 �� � :
���� ��
���

lim
γ→0

E
γ(f(〈νγ

τ1−,1〉)1{γτ1≤t}) =
E(f(ξ(0))ξ(0))

E(ξ(0))

(
1 − e−μ(x)b(x)E(ξ(0))t

)
. )��*
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�����
 #	
����
� f 7 &����
���3�
�
� ��
 3���# �# H
��� ���)�*�

H
��� ���)�* ��
 �
 �����

� �� ��(�
� f(x) = xp ∧K �
 )��*7 ��

 �
���
� :��� K �� ��
�
:
��� �
� 

/� t �� �
:
��� )	��
� ��
 #��� ����

∫ s/γ
0 Xγ

udu ≥ s/γ ��
�
 Xγ
u ≥ 1 #�� �
�

u ≥ 0*7 �
� :
���� 	��
� I��3������
 ���� �

����
 �
  ���
 *��� �
#��
 ��
 :��� �	�����
7 νγ
t = Xγ

t δx + Y γ
t δy &�
�
 (Xγ

t , Y
γ
t ) ��

� �&�!��3
 �������� ���
���
� 3���
�� &��� ��
������ 3����
�
��

B =
(

(1 − γμ(x))b(x)
(1 − γμ(y))b(y)

)
, C =

(
c(x, x) c(x, y)
c(y, x) c(y, y)

)
, D =

(
0
0

)
.

?
 ��
 
�

� {τ1 > ρ0}7 V0 = y �# �
� �
�� �# ��
�
 �� :/����
 �
 ��
 3���
�� (Xγ , Y γ)7
V0 = x ���
�&��
7 �
� ρ0 = T �

��&7 �� H
��� ���7 #�� �
� η > 07 ��
�
 
/���� ε > 0 �	�� ���� P(τ1 > ε/γ) ≥ 1 − η�
'�
�
 Pn,1(T < ∞) = 17 ���� ��3��
� 
����� )�*� "� �� ��
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�	�
 #��� ��

��
��
	��� �# ��
 :/����
 3���������� &��� �
�3
�� �� ��
 ���3�


�� �# ��
 �����/ B ����
)�* ������ ��
����7 )�* #����&� #��� ��
 ���
������
 ����

Enδx+δy

(〈νγ
ρ0
,1〉p1{ρ0<τ1}

) ≤ En,1((X
γ
T )p + (Y γ

T )p)

�
� #��� I��3������
 ���)�*� �

,�
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����� A �# ��
 3���
�� Z7 �
:

� �
 )2�*
��
 �
 &����

 ��

Aϕ(x) =
∫
X

(ϕ(x+ h) − ϕ(x))β(x)κ(x, dh), )��*

&�
�
 β(x) ��� �


 �
:

� �
 )2,* �
� &�
�
 κ(x, dh) �� ��
 ����
������ �
��	�
 �

X − x �
:

� ��

κ(x, dh) = e−θ(x)
∞∑

n=1

un,1(x, x+ h)
θ(x)n−1

(n − 1)!
M(x, dh)

+ e−θ(x)

(∫
Rk

∞∑
n=1

(1 − un,1(x, x+ y))
θ(x)n−1

(n− 1)!
M(x, dy)

)
δ0(dh). )��*

6��� �
�
� ���� ��
 6'' ���
� Z &��� �
����� ����
 x ��
 �
 ��
���	��
� �� #����&�0 �
�
(U(k), k = 0, 1, 2, . . .) �
 � +��(�� ����
 �
 X &��� �
����� ����
 x �
� &��� ���
�����

(
�

� κ(x, dh)7 �
� �
� (P (t), t ≥ 0) �
 �
 �
�
3

�

� ���
���� I�����
 3���
��� 6�

7
��
 3���
�� (Zt, t ≥ 0) �
:

� ��

Zt := U ◦ P
(∫ t

0
β(Zs)ds

)

�� � +��(�� 3���
�� &��� �
:
��
����� �


����� )��* =��7 L��3� �>� H
� (Tn)n≥1 �

��
 ��
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@	

�
 �# C	�3 ���
� �# ��
 I�����
 3���
�� P �
� �
:

 (Sn)n≥1 �� Tn =

∫ Sn

0 β(Zs)ds
�� Sn = ∞ �#

∫∞
0 β(Zs)ds < Tn� ?��
��
 ���� �
� C	�3 �# ��
 3���
�� Z ���	�� �� ���


���
 Sn7 �	� ���� ��� Sn ��� 
�� �
 
<
����
 C	�3 ���
� #�� Z7 �
��	�
 �# ��
 F���� ����
�� 0 �33
���
� �
 )��*� %� &��� �33
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��&7 ��
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 (Sn) ��
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�
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 �# �	�����
 ���
� �
 ��
 ����� 3���
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��
� �
 
<
����
 C	�3 ���	�� �� ���

Sn �� 
�� ��

 ����
�3�
�� �� ��
 :/����
 �� 
/��
����
 �# ��
 �	��
��

H
� Px �

��
 ��
 ��& �# ζt ��
�����
�� �
 '	33(ζ0) = Z0 = x� ��/ t > 07 m ∈ N
∗7

x ∈ X �
� � �
��	����
 �	��
� Γ �# X � N
�
� Px7 S1 �
� ZS1 ��
 �
�
3

�

�7 S1 �� �


/3�


���� ��
��� �������
 &��� 3����
�
� β(x)7 �
� ZS1 ��� ��& κ(x, ·)� 6�
�
#��
7 #��
�
� n ≥ 17 �33���
� ��
 ����
� +��(�� 3��3
��� �� ��
 3���
�� Z �� ���
 S1 �
 ��
 �
��
�
��

7

Px(Sn ≤ t < Sn+1, ∃z ∈ Γ : ζt = mδz) = Ex

(
1{Zt∈Γ}1{Sn≤t<Sn+1}

e−θ(Zt)

1 − e−θ(Zt)

θ(Zt)m

m!

)

=
∫ t

0
β(x)e−β(x)s

∫
Rk

Px+h(Sn−1 ≤ t− s < Sn, ∃z ∈ Γ : ζt−s = mδz)κ(x, dh)ds. )�,*

+��
��
�7

Px(0 ≤ t < S1, ∃z ∈ Γ : ζt = mδz) = 1{x∈Γ}e−β(x)t e−θ(x)

1 − e−θ(x)

θ(x)m

m!
. )�2*

6�
�
 �&� �
�����
� �������
��D
 ��
 �

!���

���
�� ��&� �# ��
 3���
�� ζ� 6�
 ��
� �# �	�
3���# �� �� ���& ���� ��
 ���
 �
�����
� ���� &�

 &
 �
3���
 Sn �� τn �
� ��
 �	33���
�# ζt �� ��
 �	33��� �# νγ

t/γ )&�

 �� �� � ��
��
��
* �
 ��
 ����� γ → 0�

,�



+��
 3�
���
��7 �
� 	� �
:

 #�� �
� ν0 ∈ M �
� n ∈ N

pγ
n(t,Γ,m, ν0) := P

γ
ν0

(
ρn ≤ t

γ
< τn+1, ∃z ∈ Γ : νt/γ = mδz

)

�
 &��� 3���
 ��
 #����&�
� �
��� �#�
� ��
 

� �# ���� 3���#�

 ���
 *�% &�� ��� x ∈ X � m,k ≥ 1� n ≥ 0� t > 0 ��� ��� ��������	� ������ Γ �� X �
pn(t,Γ,m, x) := limγ→0 p

γ
n(t,Γ,m, kδx) ������� �� ����������� �� k ��� ��������

p0(t,Γ,m, x) = 1{x∈Γ}e−β(x)t e−θ(x)

1 − e−θ(x)

θ(x)m

m!
)��*

��� ∀n ≥ 1, pn(t,Γ,m, x) =
∫ t

0
β(x)e−β(x)s

∫
Rk

pn−1(t− s,Γ,m, x+ h)κ(x, dh)ds.

)��*

L��3���
� )�,* �
� )�2* &��� )��* �
� )��*7 ���� �
��� ��3��
� ���� pn(t,Γ,m, x) =
Px(Sn ≤ t < Sn+1, ∃z ∈ Γ : ζt = mδz)�

K
���� ���� νγ
0 = Nγ

0 δx &��� supγ∈(0,1) E((Nγ
0 )p) <∞ #�� ���
 p > 1� �� I��3������
 ���7

supγ∈(0,1) supt≥0 E(〈νγ
t ,1〉p) < +∞ �
�

∣∣∣Pγ
νγ
0
(∃z ∈ Γ : νγ

t/γ = mδz) − Px(∃z ∈ Γ : ζt = mδz)
∣∣∣

≤ 2P(Nγ
0 > M) +

M∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(pγ
n(t,Γ,m, kδx) − pn(t,Γ,m, x))

∣∣∣∣∣P(Nγ
0 = k).

�
��	�
 �# H
��� ��� )��*7 ��
 @	�
���� �
���
 ��
 �����	�
 ���	
 �
 ��
 ������ �# ����

@	����
 ��
�
��
� �� � &�

 γ → 0� 6�	�7

lim
γ→0

P
γ
νγ
0
(∃z ∈ Γ : νγ

t/γ = mδz) = Px(∃z ∈ Γ : ζt = mδz). )�-*

'	���
� ���� �
�����
 ��
� m ∈ N
∗ �
� ��(�
� Γ = X ��3��
� ����

lim
γ→0

P
γ
νγ
0
('	33(νγ

t/γ ) �� � ��
��
��
) = 1. )�A*

��&7 ��
���
� � ��	
�
� �
��	����
 f : M → R �	�� ���� f(ν) = 0 �# 〈ν,1〉 �= m ∈ N
∗

�
� �
:

 ��
 #	
����
 f̂ : X → R �� f̂(x) = f(mδx)� 6�

7 �� #����&� #��� )�-* �
� )�A*
����

lim
γ→0

E
γ
νγ
0

(
f(νγ

t/γ)
)

= lim
γ→0

E
γ
νγ
0

(
f̂('	33(νγ

t/γ));'	33(νγ
t/γ ) �� � ��
��
��
 �
� 〈νγ

t/γ ,1〉 = m
)

= Ex(f̂(Zt);Nt = m) = Ex(f(ζt)) )��*

6��� 
@	����� �


����D
� �� �
� ��	
�
� �
��	����
 f : M → R 	��
� �
�
 ����
 ����
supγ∈(0,1) E(〈νγ

t ,1〉p) < +∞� 6��� ���3�
�
� ��
 3���# �# 6�
��
� ��� #�� �

!���

���
��
�������	���
��

6�
 
/�

���
 �� :
��
 ���

���
�� �����
��� ��
 �
 3���
� 
/����� �
 ��
 ���
 #�����
�
�
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����
 �
  ���
 *�%� �
 &��� 3���
 ���� �
��� �� �
�	����
 ��
� n ≥ 0�

��/ x ∈ X 7 m,k ≥ 1 �
� t > 0� �����7 &
 ���
 ���
��� 3���
� �
 )�-* ����

pγ
0(t,Γ,m, kδx) = 1{x∈Γ}P

γ
kδx

(
〈νγ

t/γ
,1〉 = m, γτ1 > t

)

= 1{x∈Γ}E

[
1{Xγ

t/γ
=m} exp

(
−γμ(x)b(x)

∫ t/γ

0
Xγ

s−ds

)]

&�
�
 ��
 3���
�� Xγ �� � ������ �������� ���
���
� 3���
�� &��� ��
������ 3����
�
��
((1 − γμ(x))b(x), c(x, x), 0) �
� &��� Xγ

0 = n� N��
� ��
 �
���� ���� �
� 	� �� )��*7 &

�
�

lim
γ→0

pγ
0(t,Γ,m, kδx) = 1{x∈Γ}P(ξθ(x) = m) exp(−μ(x)b(x)E(ξθ(x))t),

&���� 

����� )��*�

6�

7 :/ n ≥ 1� %33���
� ��
 ����
� +��(�� 3��3
��� �� ��
 3���
�� νγ �� ���
 τ17 �
�
	��
� ��
 #��� ���� ��
 �	��
� ����� �� ���� ���
 �� x+ U &�
�
 U ��� ��& M(x, dh) �
�
�� �
�
3

�

� �# νγ

τ1−7 &
 �
�

pγ
n(t,Γ,m, kδx) =

∫
Rk

E
γ
kδx

[
1{γτ1≤t}p

γ
n−1(t− γτ1,Γ,m, 〈νγ

τ1−,1〉δx + δx+h)
]
M(x, dh).

)-�*
��&7 &
 &�
� �� �33�� ��
 ����
� +��(�� 3��3
��� �� νγ �� ���
 ρ0 �� ���3	�
 ��

@	�
���� pγ

n−1(s,Γ,m, lδx + δy) �33
���
� �
���
 ��
 
/3
������
 �
 ��
 ���� #���	��� ���
K > 07 �����
�	����
� �
�&


 ��
 ���
� &�
�
 ρ0 > τ17 〈νρ0,1〉 > K7 V0 = x �
� V0 = y
��
���

pγ
n−1(s,Γ,m, lδx + δy) = E

γ
lδx+δy

[
1{ρ0<τ1, 〈νγ

ρ0
,1〉≤K, V0=x}p

γ
n−1(s − γρ0,Γ,m, 〈νγ

ρ0
,1〉δx)

+1{ρ0<τ1, 〈νγ
ρ0

,1〉≤K, V0=y}p
γ
n−1(s− γρ0,Γ,m, 〈νγ

ρ0
,1〉δy)

]
+ P

γ
lδx+δy

({ρ0 ≥ τ1} ∩E) + P
γ
lδx+δy

({ρ0 < τ1} ∩ {〈νγ
ρ0
,1〉 > K} ∩ E)

&�
�

E = {ρn−1 ≤ s/γ < τn, ∃z ∈ Γ : νs/γ = mδz}.

6�
 ����� �
�� �# ��
 ������ ��
�
��
� �� � &�

 γ → 0 �
��	�
 �# H
��� ��,)�* �
� ��

���� �
�� ��
�
��
� �� � &�

 K → +∞ 	
�#����� #�� γ ∈ (0, 1) �
��	�
 �# H
��� ��,)�*�

��&7 ���	�
 ���� pγ
n−1(t,Γ,m, kδx) ��
�
��
� �� pn−1(t,Γ,m, x) �� �
 ��
 ����
�

� �#

H
��� ��2� %� � ��
�
@	

�
 �# H
��� ��� )�2*7 #�� �
� t > 07 ��
 #	
����
 s �→
pγ

n−1(s,Γ,m, kδx) �� 	
�#����� ��
��
	�	� �
 [0, t]� L����
�
� ���� ���
������
 &��� H
��� ��,)�*7

lim
γ→0

pγ
n−1(s,Γ,m, lδx+δy) = ul,1(x, y)pn−1(s,Γ,m, y)+(1−ul,1(x, y))pn−1(s,Γ,m, x). )-�*

6��� 	
�#��� ��
��
	��� ���	�

� ���� �33��
� �� s �→ pγ
n−1(s,Γ,m, lδx + δy)7 �� ���� ��


��
�
��

�
 �
 )-�* �� 	
�#��� �
 s ∈ [0, t] �
� l ∈ {1, . . . , L}7 #�� :/
� L ≥ 1� 6�
�
#��
7
&
 ��
 �����

 H
��� ���)�* �
� )�* �� ����
 �� �
�

lim
γ→0

E
γ
kδx

[
1{γτ1≤t}p

γ
n−1(t− γτ1,Γ,m, 〈νγ

τ1−,1〉δx + δy)
]

=
∫ t

0
dsβ(x)e−β(x)s

∞∑
l=1

e−θ(x) θ(x)
l−1

(l − 1)!
[ul,1(x, y)pn−1(t− s,Γ,m, y) + (1 − ul,1(x, y))pn−1(t− s,Γ,m, x)] .

,A



��
����7 	��
� H
�
��	
;� ��
��
�7 ���� ����� �33��
� �
���
 ��
 �
�
���� �
 )-�*7 &���� ���
�

/����� )��* �
� 

�� ��
 3���# �# H
��� ��2� �

����
 �
 !"����� )��� '�
�
 ��
 ������
� ��& �# ��
 3���
�� (Sγ
t ; t ≥ 0) �� �������
��D
�

�� ��� :
��
 ���

���
�� �������	���
�7 �����

� �
 6�
��
� ���7 &
 �
�� ���
 �� ���& ��

�����

�� �# ��
�� ��&�� ��/ T > 0� �� %�����;� ��
��
� #�� �O ��O � #	
����
� )�

 
���
=�>*7 &
 ���
 �� ���& ����7 #�� �
� ε, η > 07 ��
�
 �� δ > 0 �	�� ����

lim sup
γ→0

P(ω′(Sγ , δ) > η) < ε )-�*

&�
�
 ��
 ���	�	� �# ��
��
	��� ω′ �� �
:

� ��

ω′(f, δ) = inf{ max
0≤i≤r−1

ω(f, [ti, ti+1))}

&�
�
 ��
 �
:�	� �� ��(

 ��
� ��� ��
 :
��
 3�������
� 0 = t0 < t1 < . . . < tr = T �#
[0, T ] �	�� ���� ti+1 − ti > δ #�� �
� 0 ≤ i ≤ r − 17 �
� &�
�
 ω �� ��
 	�	�� ���	�	� �#
��
��
	���

ω(f, I) = sup
s,t∈I

‖f(t) − f(s)‖.

��&7 #�� �
� n ≥ 07

P
γ(ρn+1 − ρn < δ) ≤ P

γ(ρn − τn > δ) + P
γ(τn+1 − τn < 2δ).

��

 γ → 07 ��
 :��� �
�� ��
� �� � �� H
��� ��,)�* �
� H
��� ���)�*7 �
� ��

lim sup �# ��
 �
��
� �
�� �� �����
� ���
 1 − exp(−βδ) �� H
��� ���)�* �
� )�*7 &�
�

β := infx∈X β(x) > 0� 6�
�
#��
7 �� H
��� ���)�*7 #�� �
� ε > 07 ��
�
 
/���� δ > 0 �	��
����

lim sup P
γ(∃n ≥ 0 : ρn+1 − ρn < δ �
� ρn+1 ≤ T ) ≤ ε,

&���� ��3��
� )-�*� �

%��  	���� �� &�
�	
� !�! 
��  	��������� !�'

����
 �
 !"����� )�)� �
 &��� 	�
 ��
 ��������� �
���� �# �����

�� �
� �����
���

3����
� #���	�����
 �� 3���
 ���� ��
��
� )
��� =�A>*� �
 �����
 ��
 3���# �
 ���

 ��
3��

0��� ," 9��������� �� ��� 	���� ���
���" '���
� 
/���

�
 �
� 	
�@	


�� #�� ��
 'F� )2-*
#����& ���
������ #��� ��
 H�3�����D!��
��
	��� �# ��� ��
B��

���

0��� 2" ��
������ �� ��� ����	� �� 	��� �� Zε" ��� �
� ε > 07 �
�Nε(dh, du, dt) �
 � I�����

3��
� 3���
�� �
 R

k×[0, 1]×R+ &��� �
�

���� �
��	�
 qε(dh, du, dt) = M̄(h)dhβ̄χ̄dudt/ε27
&�
�
 β̄ �
� χ̄ ��
 ��
���
�� ��	
��
� ��
 #	
����
� b �
� χ #��� ����
7 �
�3
����
��7 �
�
M̄ ��� �


 �
:

� �� ��
 �
�
�����
 #	
����
 ��	
��
� ��
 �

���� m(x, ·) �# M(x, ·) #��
�
� x ∈ R

k� 6�

 �� �� ��������#��&��� �� ��
�( ���� Aε �� ��
 �
:
��
����� �


����� �#
��
 +��(�� 3���
�� Zε

Zε
t = Zε

0 + ε

∫ t

0

∫ 1

0

∫
Rk

h1j
u≤β(Zε

s−)

β̄

χ(Zε
s−,Zε

s−+εh)

χ̄

m(Zε
s−,h)

M̄(h)

ffNε(dh, du, ds)

,�



'�
�
 β �
� χ ��
 ��	
�
�7 � 3���
�� �


���
� �� Aε �� 	
�@	
 �
 ��& )
��� =��>*7 �
�
���� ��
���	����
 �������
��D
� ��
 ��& �# ��
 3���
�� Zε �33
���
� �
 ��
 ����
�

� �#
6�
��
� ���� H
� 	� �

��
 ���� ��& �� Pε�

?��
��
 ����7 �# &
 �

��
 �� Ñε ��
 ���3

���
� I�����
 �
��	�
 Nε − qε7 Zε
t ��
 �


�
���3��
� �� Zε
0 + Z̃ε

t + Ẑε
t 7 &�
�


Z̃ε
t = ε

∫ t

0

∫ 1

0

∫
Rk

h1j
u≤β(Zε

s−)

β̄

χ(Zε
s−,Zε

s−+εh)

χ̄

m(Zε
s−,h)

M̄(h)

ffÑε(dh, du, ds)

�
�

Ẑε
t =

1
ε

∫ t

0

∫
Rk

hβ(Zε
s−)χ(Zε

s−, Z
ε
s− + εh)M(Zε

s−, dh)ds

=
1
ε

∫ t

0

∫
Rk

hβ(Zε
s−)[χ(Zε

s−, Z
ε
s− + εh) − χ(Zε

s−, Z
ε
s−)]M(Zε

s−, dh)ds

&�
�
 ��
 ���� 
@	����� #����&� #��� ��
 #��� ���� ��
 �	�����
 ��
3 ��& M(x, ·) ��� �

/3
������
�

�
 &��� 	�
 %���	�; ����
���
 =�> �� 3���
 ��
 �����

�� �# ��
 #����� �# 3���������� �
��	�

(Pε)ε>0 �
 D(R+,R

k)� ��/ δ, ε > 0 �
� �
� τ �
� τ ′ �
 �&� ���33�
� ���
� �	�� ����
τ < τ ′ < τ + δ� '�
�
 |χ(x, x+ εh)−χ(x, x)| ≤ εK‖h‖ #�� ���
 ��
���
� K7 ‖Ẑε

τ ′ − Ẑε
τ‖ ≤

δβ̄KM27 &�
�
 M2 = supx

∫ ‖h‖2M(x, dh)7 &���� �� :
��
 �� ���	�3���
� �� ���
����
�
�	��� �
 ���������� �
�
����� &��� �
�3
�� �� I�����
 3��
� �
��	�
�7

Eε(‖Z̃ε
τ ′ − Z̃ε

τ‖2) = Eε

(∫ τ ′

τ

∫ 1

0

∫
Rk

ε2‖h‖21j
u≤β(Zε

s−)

β̄

χ(Zε
s−,Zε

s−+εh)

χ̄

m(Zε
s−,h)

M̄(h)

ffqε(dh, du, ds)
)

≤ δβ̄χ̄M2.

6�
�
#��
7 #�� �
� η > 07

Pε(‖Zε
τ ′−Zε

τ‖ ≥ η) ≤ Pε(‖Ẑε
τ ′−Ẑε

τ‖ ≥ η

2
)+Pε(‖Z̃ε

τ ′−Z̃ε
τ‖ ≥ η

2
) ≤ 1{2δβ̄KM2≥η}+

4δβ̄χ̄M2

η2

&���� ��
�
��
� �� � &�

 δ → 0� 6��� ���
� ��
 :��� 3��� �# %���	�; ����
���
� ��� ��

�
��
� 3���7 &
 ���
 �� 3���
 ��
 �����

�� �# (Zε

t )ε>0 #�� �
� t ≥ 0� '������ ���3	�����
�
�� ����
 3���
 
����� ���� (Z̃ε

t )ε>0 �
� (Ẑε
t )ε>0 ��
 �����7 �
� ��
 �����

�� �# (Zε

0)ε>0

#����&� #��� ��
 ���	�3���
 ���� �� �� ��	
�
� �
 L1�

0��� $" !�����
�	� ����	��" H
� P0 �
 �
 ���	�	�����
 3��
� �# (Pε)ε>0 &�

 ε → 0
�
 D(R+,R

k)7 

��&
� &��� ��
 ��
�
���� :�������
 Ft� '�
�
 ��
 �����
���
 3����
�
#�� )2-* �� &
��!3��
�7 �� �	B�
� �� ���& ����7 #�� �
� ϕ ∈ C2(X )7 	
�
� P07 ��
 3���
��

Mϕ
t (w) = ϕ(wt) − ϕ(w0) −

∫ t

0
A0ϕ(ws)ds.

�
 D(R+,X ) �� � ����� Ft!�����
���
� �
 ���
��� (
�& ���� 	
�
� Pε7

M ε,ϕ
t (w) = ϕ(wt) − ϕ(w0) −

∫ t

0
Aεϕ(ws)ds

2�



�� � ����� Ft!�����
���
� '�
�
 β �
� χ ��
 ��	
�
�7 ���� �� � �@	��
!�
�
�����
 �����
���

�� ���
 �� ϕ ∈ C3

b �

��/ ϕ ∈ C3
b 7 s > 0 �
� t > s7 �
� ��
���
� p �
�� 
	��
�� 0 ≤ t1 < . . . < tp ≤ s #�� ���


p ≥ 17 �
� � ��
��
	�	� ��	
�
� #	
����
 q : (Rk)p → R� �
 ��
 &���


∣∣∣∣E0

{
q(wt1 , . . . , wtp)

[
ϕ(wt) − ϕ(ws) −

∫ t

s
A0ϕ(wu)du

]}∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Eε

{
q(wt1 , . . . , wtp)

[
ϕ(wt) − ϕ(ws) −

∫ t

s
Aεϕ(wu)du

]}∣∣∣∣
+
∣∣∣∣Eε

{
q(wt1 , . . . , wtp)

∫ t

s
(Aεϕ(wu) −A0ϕ(wu))du

}∣∣∣∣
+
∣∣∣∣E0

{
q(wt1 , . . . , wtp)

[
ϕ(wt) − ϕ(ws) −

∫ t

s
A0ϕ(wu)du

]}

−Eε

{
q(wt1 , . . . , wtp)

[
ϕ(wt) − ϕ(ws) −

∫ t

s
A0ϕ(wu)du

]}∣∣∣∣ .
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aλ(x) =
∞∑

n=1

nθ(x)n−1

2c(x, x)(n + 2)(n+ 1)(n − 1)!

�
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aα(x) =
∞∑

n=1

θ(x)n−1

b(x)(n + 1)(n − 1)!
+

∞∑
n=1

nθ(x)n−1

2c(x, x)(n + 2)(n + 1)(n − 1)!
−

∞∑
n=1

q
(2)
n+1(x)θ(x)

n−1

θ(x)κ(x)(n + 1)(n − 1)!
.
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aδ(x) =
∑
k≥1

φk(x)
∑
n≥1

n2θ(x)n−1

(n+ k + 1)(n + 1)!
.
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∑
n≥1

n2un−1

(n+ 1)!
=

d

du

⎛
⎝u d

du

∑
n≥1

un

(n+ 1)!

⎞
⎠ =

d

du

(
u
d

du

(
eu − 1
u

))
=
eu(u2 − u+ 1) − 1

u2
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∀n ≥ 2, (n+ 2)φn+1(x) + (θ(x) − n− 1)φn(x) − θ(x)
n− 2
n− 1

φn−1(x) = 0.
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0 =
∑
n≥3

(n+ 1)(n − 2)φn(x)un + θ(x)
∑
n≥2

(n− 1)φn(x)un+1

−
∑
n≥2

(n+ 1)(n − 1)φn(x)un+1 − θ(x)
∑
n≥2

(n− 1)φn(x)un+2

=
d

du

(
u4 d

du

(
πx(u) − φ1(x) − φ2(x)u

u

))
+ θ(x)u3π′x(u) − u

d

du

(
u3π′x(u)

)− θ(x)u4π′x(u)
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