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���������� �� ����� ������ � 
����
���	 ��
������	� ���� Bi ⊂ Γ� ��
� ����

supx �∈∪iBi
Exτ∪iBi

infx∈∪iBi
Exτ∪k �=iBk

= o(1) (���)

F
�
 o(1) ���	�� �
 ���	��� �" �� �
 �
���
��� ����� 3����
�
� ���� �������
���
�
��
 C�
��

D �" �
������������ B"�

 %
 %��� ���
 �� �� %��� � "����� �" 3���
��
�
�
�
/
� �� � 3����
�
�7 ���� ����%� �� ��'
 (���) �� ����� �� %
 ��'
�

!
�	����
��7 ���� �
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�
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 �" ��
 �	��
�� Bi

"�� � ��
� ���
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�3� �
�	�
� �� Bi ��
� ���
�) �
"��
 �� ������ �
���
� �" ��
�
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� �� �
� 6��� ��
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��� �" ��
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�3������ �������	���
�7 �	� %
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�� �����
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� �� ���� �� �� 
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����
�� �
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�
 �� �
����
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�
 �����
� ���
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:
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�����
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 ��
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���
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����
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���
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��� 3��3
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�������
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���
&�
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 ��3��
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� �
�	�
� �� ��
 ����� ������
� �
� Bi �
"��
 ���
���
�� �
���
� �
� Bj7 ���� �	��
��� �
 
/3�


���� ��% "�� ��
 ���
��� ���
�� 6��� ����
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��� ���� %
 ��� 
/3
�� �� �
�����
 ��
 3���
�� �" �	��
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 ������ �� �����
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6�	� �
� Γ �
 � �����
�
 �
�7 Q �
 � 3������
 �
��	�
 �
 Γ7 �
� P � ����������
�����/ �
 Γ� �
 %��� �

��
 �� −L ��
 �


����� �" ��
 3���
�� �
 ��
 ���
 �"
��
��
	�	� ���
7 �
� �
� L = 1I − P �
 ��
 ���
 �" �����
�
 ���
�� �
 ���	�
 ����
L �� ����
���� �
 ��
 �3��
 L2(Γ,Q)�

������
 ��������� @
� Ω ⊂ Γ� E�
���
� "�� λ ∈ C �
� g � �
�� ���	
� "	
����

�
 Ω ��
 J������
� 3����
�

(L− λ)f(x) = g(x), x ∈ Ω

f(x) = 0, x ∈ Ωc (+��)

��


�
� λ �� �	�� ���� ��
 3����
� ��� � 	
�9	
 ���	���
7 ��

 �� ��
 �
 
/3�
��
�
�
 �
��� �" ��
 J������
� .�


H� "	
����
7 Gλ

Ω(x, y)7 �� (L − λ)Ω7 ��
� "�� �
� g ∈
C0(Ω)7

f(x) =
∑
y∈Ω

Gλ
Ω(x, y)g(y) (+��)

N
���� ���� ��
 �3
���	� �" L (���
 3�
���
�� ��
 J������
� �3
���	� �" ��
 �
����� 
���
 �" L �� Ω7 %���� %
 %��� ���
���
� �

��
 �� LΩ)7 �� ��
 ���3�
�

� �" ��

�
� �" ���	
� λ "�� %���� Gλ

Ω �
:

� � ��	
�
� �3
������

����������� ��������� ��	 ����������� ���
���� @
� A,D ⊂ Γ� 6�

 ��

λ 
9	������	� 3��

����7 hλ

A,D7 (�" ��
 ��3������ (A,D)) �� �
:

� �� ��
 ���	���
 �"
��
 J������
� 3����
�

(L− λ)hλ
A,D(x) = 0, x ∈ (A ∪D)c (+�+)

hλ
A,D(x) = 1, x ∈ A (+�2)

hλ
A,D(x) = 0, x ∈ D (+��)

(+�>)

���
 ���� (+�>) ��� � 	
�9	
 ���	���
 3�����
� λ �� 
�� �
 ��
 �3
���	� �" L(A∪B)c
�

6�
 
9	������	� �
��	�
7 eλ
A,D7 �� �
:

� �� ��
 	
�9	
 �
��	�
 �
 A7 �	�� ����

hλ
A,D(x) =

∑
y∈A

Gλ
Dc(x, y)eλ

A,D(y) (+�-)

(+�-) ��� ���� �
 %����

 ��

eλ
A,D(y) = (L− λ)hλ

A,D(y) (+��)

��������� �
 
�% �
������ �	� ���

���
 �� ��
 ���
 λ = 0� �
 %���
 h ≡ h0 �
�
e ≡ e0� 6�
 
���
��� �" ��
 ��3������ (A,D) �� �
:

� ��

��3(A,D) ≡
∑
y∈A

Q(y)eA,D(y) (+�,)

��� ������ �� ��� ��6	 �� ���� �� ���� L �� � �������� ��7	��� �������� 

�



O��
� (+��) �

 �
���
� �"�
� ���
 ���
��� ����7

��3(A,D) =
1

2

∑
x,y

Q(y)p(x, y) ‖hA,D(x) − hA,D(y)‖2 ≡ Φ (hA,D) (+���)

%�
�
 p(x, y) ��
 ��
 ���
�����
 3����������
� (�
 �����
�
 ���
) �
�3
����
�� ���
�����

���
� (�
 �����
�
 ���
)� Φ �� ����
� ��
 J������
� "��� (�� 


���) "�� ��
 �3
�����
L�

$ "	
���

��� ��
�
9	

�
 �" (+���) �� ��
 ��������
�� �
3�
�

�����
 �" ��
 ��3�����7

��
��

��3(A,D) = inf
h∈HA,D

Φ(h) (+���)

%�
�
 HA,D �

��
� ��
 �
� �" "	
����


HA,D ≡ {h : Γ → [0, 1] : h(x) = 0, x ∈ D, h(x) = 1, x ∈ A} (+���)

���������
��� ��������������� !" λ = 07 ��
 
9	������	� 3��

���� ��� � 
��	���
3������������ �
�
�3�
�����
 �
 �
��� �" �����
� 3����������
� �" ���� 3���
��7 
��
��7

hA,D(x) = Px[τA < τD] (+��+)

6�
 
9	������	� �
��	�
 ��� � 
��
 �
�
�3�
�����
 �
 ��
 �����
�
 ���
 ���
 �" A =
{y} �� � ��
��
 3��
�0

ey,D(y) = Py[τD < τy] (+��2)

!" λ �= 07 ��
 
9	������	� 3��

���� ����� ��� � 3������������ �
�
�3�
�����
 �
 �
��� �"
��
 @�3���
 ���
�"��� �" ��
 �����
� ���
 τA �" ��
 3���
�� ������
� �
 x �
� '���
�
�
 D� ���
��7 %
 ���
 "�� �


��� λ7 ����

hλ
A,D(x) = Exe

λτA1IτA<τD
(+���)

"�� x ∈ (A ∪D)c7 %�


�
� ��
 ����� ��
� ���
 �� :
��
�

���
 ���� (+���) ��3��
� ����

d

dλ
hλ=0

A,D(x) = ExτA1IτA<τD
(+��>)

J�?
�

�����
� ��
 �
:
�
� 
9	����
 �" hλ
A,D �
�
��� ���� ��
 "	
����


wA,D(x) =

{
ExτA1IτA<τD

, x ∈ (A ∪D)c

0, x ∈ A ∪D (+��-)

����
� ��
 �
�����


�	� J������
� 3����
�

LwA,D(x) = hA,D(x), x ∈ (A ∪D)c (+���)

wA,D(x) = 0, x ∈ A ∪D (+��,)
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�
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7 ��
 �
�
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� ���
 �
 A �" ��
 3���
�� '���
� �
 D ��
 �
 �
3�
�

�
�
�
 �
��� �" ��
 .�


H� "	
����
 ��

ExτA1IτA<τD
=

∑
y∈(A∪D)c

G(A∪D)c(x, y)hA,D(y) (+���)

���
 ���� �
 ��
 3�����	��� ���
 %�

 D = ∅7 %
 �
� ��
 "������� J������
� 3����
�

LwA(x) = 1, x ∈ Ac (+���)

wA(x) = 0, x ∈ A (+���)

�
� ��
 �
3�
�

�����


ExτA =
∑
y∈Ac

GAc(x, y) (+��+)

6�
 "	�� �
�	�� �" ��� ���� ���
� �	� %�

 �����
�
� (+�-) %��� (+���)7 �
�3� (+��+)�
���
��7

Q(z)EzτAez,A(z) =
∑
y∈Ac

Q(y)GAc(y, z)ez,A(z) (+��2)

=
∑
y∈Ac

Q(y)hz,A(y) (+���)

��

EzτA =
1

��3(z, A)

∑
y∈Ac

Q(y)hz,A(y) (+��>)

������ ���� �9	����
 (+��>) �
��
� 
/3������� �
 ��
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 ���	��	�
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 ��
 ����
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7 �� ���
 3�
���
�� ���� "�� �
� x ∈ Γ7 Q(x) > 0� !
 ��
 ���
 �" ��
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	�	� ����

�3��
7 �	�� "���	��� �� 
�� ���� �
 ��
 ������ �

�
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�
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�����
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�
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 �� ������������	
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�
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� �
� ��3�����
� �	��
��� �
 ���
� 

����
 �������
�������
 �" �
����������� ����	�� ��3�����
�� �
 %��� �

 ���� ����


����� ��
� ����
���
��

 �!������ "��� $��	�
 ���� Γ �� � �����
�
 �
�� 6�

 � *��'�� 3���
��
� X t ��
ρ �
�������
 %��� �
�3
�� �� ��
 �
� �" 3��
�� M ⊂ Γ7 �"

supx∈M ��3(x,M\x)/Q(x)

infy �∈M ��3(y,M)/Q(y)
≤ ρ� 1 (2��)

-



������ "�#� J
:
����
 2�� �� 	�
"	� ��
�
 �� �
����
� 9	�
����
� ���� ��
 
���
�
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�%
D7 �� 
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����� ��
��������
� !� �
���
� �
�	����
�� ���
 �33
���
�
�" %
 
����
 ���� �� ��
 �
 %����

 ���
�
����
�� ��

supx∈M Px

[
τM\x < τx

]
)

infy �∈M Py [τM < τy])
≤ ρ� 1 (2��)
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9	������	� ����	�� ��3�����
� �� ���
�
�
 � �


%�� ���	�

�7 ���� �
 ��
 ���
 �" �����
�
 ����
 �3��
 �� �
�� ���3�
�

$���� "��� ��� A,D ⊂ Γ �� ������	� ����� �	� ��� x �∈ A ∪D�  ��	

hA,D(x) ≤ min

(
��3(x,A)

��3(x,D)
, 1

)
(2�+)

������ "�"� ���
 ���� ��
 3�%
� �" @
��� 2�+ �� ���
 ���
 ��	��
� �� A	�����	�
	�
 �" ��
 
�
�

���� "��� ���� hA,D(x) = 1 − hD,A(x)�

%�������������� $
 ��3����
� "��� ���� ����%� �� �����
 �


��� �
�	��� 	
�
� �	�
J
:
����
 �" �
����������� �� ��
 "��� ���� �� ��3��
� �33��/����
 	�����
������� �"
��3�����
�� 6��� ��� �


 
��
� �
 ;�<�

$���� "�&� ����
� ���� x, y ∈ Γ� D ⊂ Γ�  ��	� �� ��� 0 < δ < 1
2
� ��3(y,D) ≤

δ��3(y, x)� ���	
1 − 2δ

1 − δ
≤ ��3(x,D)

��3(y,D)
≤ 1

1 − δ
(2�2)

!����� 6�
 3���" �" ���� �
��� ���

 �
 ;�< �� 3������������ �
� 	�
� �3�����
� �
�
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%�� ��
��� !� ���	�� �
 3������
 �� 3���
 ���� �
�	�� %��� 3	�
�� �
������ ���	 
�

���

@
��� 2�� ��� ��
 "����%�
� ���
����
 ���������7 %���� �� ��
 �
����
 �" ��
 	���� 
�
���� ����
��
 �

9	����� %
 ��
 ���'�
� "��0

��������� "�'� ��� x, y, z ∈ M�  ��	

��3(x, y) ≥ 1

3
min (��3(x, z), ��3(y, z)) (2��)
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 	�
"	� �� ���
 ��
 
����
 �" � C����
�D �� C���������D �" �
3��
� �
 M� �
 �
� "�� x ∈ M7

A(x) ≡
{
z ∈ Γ |Pz[τx = τM] = sup

y∈M
Pz[τx = τM]

}
(2�>)
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�� ��� ��
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�
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� $ �
�� 3�
���
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��	�
 �" ��
 �
:
����
 �" �
����������� �
 �
��� �"
��3�����
� �� ���� �� ����%� �� �
���
 ���
 '
� ��3�����
� �� �
�
 �����
� ���
� �
 �
�
�� ���3�
 %���

�



)*����� "�+� ��� x ∈ M �	� J ⊂ M\x �� ��
� � ���� ��� ��� m �∈ J ∪ x ������
Q(m) � Q(x) �� ��3(m, J) � ��3(m, x)� ���	

ExτJ =
Q(A(x))

��3(x, J)
(1 + o(1)) (2�-)

��
���� %
 %�
� �� ���3	�
 ��
 �
�
 ���
 �� �
��� M ������
� "��� � �


���
3��
��

$���� "�,� ��� z �∈ M� ��� a ≡ supy �∈M
Q(y)

��3(y,M)
�  ��	

EzτM ≤ a−2|Γ| (2��)

������ "�-� !" Γ �� :
��
7 ��
 ����
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 �����

� %��� 6�
��
� 2�- ���%�
���� ��
 �%� �
:
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� �" �
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 ���
 ���

 �
 �
��� �" �
�
 ���
� �
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�� B
 ��
 ���
� ��
�7 �
 ��
 ���
 �" �
:
��
 ����
 �3��
 Γ7
%
 ��

�� 
/3
�� ��
 �	3�
�	� ��
� EzτM �� �
 :
��
7 %���� ���%� ���� �	� :���
�
:
����
 %�� ���
%��� 
���
� ���
 ��%
�
� ���� ���� ���
 ��
 
������
 (2��) ��

�
 ��3���
� �� 3����
� |Γ| %���

∑
y:Q(y≤Q(z) Q(y)/Q(z) +

∑
y:Q(y)>Q(z) 1�

� �������� ���������������
 �� ������������	

�
 
�% �	�
 �� ��
 �������
�������
 �" �
����������� ����	�� �3
����� ����� �
 %���
���% ���� J
:
����
 2�� ��3��
� ���� ��
 �3
���	� �" ��
 �


����� �
���3��
� �
��
� ��	��
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 "��� ���� ��
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 �" ��
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(L− λ)f(x) = 0, x �∈ M
f(x) = φx, x ∈ M (���)
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 �" λ %��� ���	���� �
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� ��

���
�

$���� &��� ����
� ���� λ < λ0 �� �	 ����	����� �� L �	� φ(x) �� ��� 
����#
���	��	� ����	��	
���	�  ��	 ��� �	���� �������	 �� $%�&' ���� φx = φ(x)� x ∈ M�
�����"�� f(y) = φ(y)� ��� ��� y ∈ Γ�

@
� 	� �

��
 �� EM(λ) ��
 |M| × |M| �����/ %��� 
�
�

��

(EM(λ))xy ≡ eλ
z,M\z(x) (��+)

$���� &�"� � 	�
��� λ < λ0 �� �	 ����	����� �� ��� 
����� L �� �	� �	�� ��

det EM(λ) = 0 (��2)
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 ��
 �����/ EM
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 � ���
 ��
�

�

� "���� 6� �� �� �
� 	� �
�

hλ
x(y) ≡ hx(y) + ψλ

x(y) (���)
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 E(λ) ��
 �
 %����

 �
 ��
 "���

(EM(λ))xz = Q(x)−1

(
1

2

∑
y �=y′

Q(y′)p(y′, y)[hz(y
′) − hz(y)][hx(y

′) − hx(y)]

− λ
∑

y

Q(y)
(
hz(y)hx(y) + hx(y)ψ

λ
z (y)

))
(��>)
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 Q7 ��
� ‖f‖2

2 =
∑

y Q(y)f(y)2�

)*����� &�&� (� λ < λ0 �� �	 ����	����� �� L� ���	 ����� ������ �	 ����	����� μ ��
��� |M| × |M|#
����� K ����� 
����� ���
�	�� ��� ����	 ��

Kzx =
1
2

∑
y �=y′ Q(y′)p(y′, y)[hz(y

′) − hz(y)][hx(y
′) − hx(y)]

‖hz‖2‖hx‖2
(��-)

��
� ���� λ = μ (1 +O(ρ(ε))�
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 ��
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!
 "��� %
 %��� 3���
 ��
 "����%�
� ��
��
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)*����� &�'� ����
� ���� ����� ������ x ∈ M ��
� ���� ��� ��
� δ � 1

��3x(M\x)
‖hx‖2

2

≥ δ max
z∈M\x

��3z(M\z)
‖hz‖2

2

(���)

 ��	 ��� ������� ����	����� �� L �� ����	 ��

λx =
��3x(M\x)

‖hx‖2
2

(1 +O(δ)) (��,)

�	� ��� ����� ����	������ �� L �������

λ ≤ Cδλx (����)

��������� ��� ����	��
���� φ� 
�������	��	� �� ��� ������� ����	������ 	��
���)��
���� φx = 1 �����"�� φz ≤ Cδ� ��� z �= x�
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� �" L�

��������� &�+� ����
� ���� �� 
�	 
�	����
� � �����	
� �� 
��������� ���� Mk ⊃
Mk−1 ⊃ · · · ⊃ M2 ⊃ M1 = x0� ��
� ����� ��� �	� i� Mi\Mi−1 = xi �� � ��	���
���	�� �	� ���� ��
� Mi �����"�� ��� ����
����	� ��  �����
 %�*�  ��	 L ��� k
����	������

λi =
��3xi

(Mi−1)

Q(A(xi))
(1 +O(δ)) (����)

 �� 
�������	��	� 	��
���)�� ����	��	
���	 �� ����	 ��

ψi(y) =
hxi

(y)

‖hxi
‖2

+O(δ) (����)
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 �
� I7
�
� � �
� G ≡ {gxy, x, y ∈ Γ}7 �
 � ����
����
 �" �	� 3���������� �
��	�
� �
 I7 ��
�
"�� 
��� (x, y)7 gxy(α) ≥ 07 �
�

∑
α∈I gxy(α) ≤ 1� 6�



��3(A,B) = inf
h∈HA,D

∑
α∈I

1

2

∑
x,y

Q(y)gxy(α)p(x, y) ‖hA,D(x) − hA,D(y)‖2

≥
∑
α∈I

inf
h∈HA,D

∑
α∈I

1

2

∑
x,y

Q(y)gxy(α)p(x, y) ‖hA,D(x) − hA,D(y)‖2

≡
∑
α∈I

inf
h∈HA,D

ΦG(x)(h) ≡
∑
α∈I

��3G(α)(A,D) (>��)

$� ���� �� ��	
 "�� ��� G7 %
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��3(A,D) = sup
G

∑
α∈I

��3G(a)(A,D) (>��)
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A,D (x) = hA,D(x), ∀x : g(xy)(α) �= 0 (>�+)
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μβ(σ) =
e−βHσ(σ)

Zβ,Λ
(-��)
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p(σ, σ′) =
1

Cσ

e−β[HΛ(σ′)−HΛ(σ)]+ , �" (σ, σ′) ∈ EΛ (-��)
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HΛ(σ) = −
∑

x,y∈Λ,‖x−y‖=1

σxσy − h
∑
x∈Λ

σx (-�+)
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��
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� �����
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σ �
� σ′ 
9	��� �� 1� $ �
����
� �
������ �" ��
 ���	��	�
 �" ���� F������
��
 %��
���

 �
 ;�7 ,<� F
�
7 �" h > 07 ��
 ��
:�	�����
� +1 ≡ {σx ≡ +1, ∀x ∈ Λ}7 �
�
−1 ≡ {σx ≡ −1, ∀x ∈ Λ}7 ����
�3�
� �� ��
 �

3
��7 �
�3� �
��
� �

3
�� ��
����
B

 ��
 �
��"� ���� ��
 �
� M ≡ {−1,+1} �� � �
� �" �
�������
 3��
�� �
 ��

�

�
 �" �	� �
:
����
� 6��� ��
����� %�� �
�
������
� �
 3�����	��� �
 ;+�< (d = 2)
�
� ;,< (d = 2, 3) 	��
� ����
 �
������
 �
�����7 �
� ����������� ����3������ (�

��
 �
���
 Λ :/
�7 β ↑ ∞7 %
�
 �����

�7 ���
��
� %��� � �
����3���
 �" ��
 ����
3������
 
/�� 3���� !
 ;2< %
 ���%
� ���� ��
 �
����� �	���

� ����
 ��
 �
�����
�33������
 �
�
 �
� ���
 � ������� ��3���
�

� �
 ��
 3�
�����
 �" ��
 �
�	���� �

���
 ��
 ���
 ��
��
� �" ;2< �� ���
 � M���	� �" ��
 ��3
 �" �
�	��� �

 ��
 �
��

)*����� +��� +�	����� ��� (��	� 
���� ���� ���������� ��	�
�
� �	 ��
�	���	
d = 2 �� d = 3 �	 � ����� Λd(l) ���� ���
���� l� ��� 0 < h < 1 ��
� ���� 2/h �	�
$�	 d = 3' (h/2�4/h�(4/h+ 1 − �4/h�) �� 	�� �	 �	������  ��	 ����� ������ δ > 0�
�	����	��	� �� β� ����

• (	 ��
�	���	 2� ��� h �� ��
� ���� 2/h �� 	�� �	 �	������ ��� 
2 := � 2
h
� �	�

Γ2 := 4
2 − h (
22 − 
2 + 1) �� ��� ���
���� �	� ��� �
�������	 �	���� �� ���
,
����
�� �������-� �����
�������  ��	�

Eτ(−1) =
3

8

1


2 − 1
eβΓ2(1 +O(e−βδ) =

3

16
heβΓ2(1 +O(h) +O(e−βδ)) (-�2)

• (	 ��
�	���	 3� ��� h �� ��
� ���� 2/h �	� (h/2 �4/h� (4/h+ 1− �4/h�)) ���
	�� �	������ ��� 
3 := � 4

h
� �	� a := �h/2 �4/h� (4/h+1−�4/h�)� $	���
� ����

a 
�	 ���� ��� ����� 1 �� 2'�  �� �
�������	 �	���� �� ��� ,
����
�� �������- ��

Γ3 : =
(
6
23 − (12 − 4a)
3 + 4
2 + 4 − 2a

)
− h

(

33 − (3 − a)
23 + (2 − a) + 
22 − 
2 + 1

)
(-��)

 ��	�

Eτ(−1) =
a

16

1

(
3 − 
2 + 1)(
3 − 
2 + a− 1)(
2 − 1)
eβΓ3(1 +O(e−βδ))

=
a

128
h3eβΓ3(1 +O(h) +O(e−βδ)) (-�>)

��������� ��� �����������	 �� τ(−1)/Eτ(−1) 
�	������ �� ��� ����	�	���� ��������#
���	� �� β ↑ ∞�

�2
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 �
 ��
�
 �������
� ��

HΛ(η) = −U
∑

x,y∈Λ;‖x−y‖=1

ηxηy − Δ
∑
x∈Λ

ηx (-�-)
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dXε(t) = −∇F (Xε(t))dt+
√

2εdW (t) (���)
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 Rd7 %�
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 W �� � d ���
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�� $ �����
 ���
�
����
 �	�
� �	� �� �
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 �!������ ,��� E�
���
� � ��?	���
 3���
�� �
 � �
� Ω ⊂ Rd� 6�
 3���
��
� X t ��
ρ �
�������
 %��� �
�3
�� �� ��
 �
� �" 3��
�� M ⊂ Ω7 �"

supx∈M ��3 (Bε(x),M\x) /Q (Bε(x))

infz∈Ω ��3 (Bε(z),∪x∈M(Bε(x)) /Q ((Bε(z)))
≤ ρ� 1 (���)

%�
�
 Bε(x) �

��
� ��
 �	����
�
 ���� �" ����	� ε ���	
� x�

���
 ����7 �" F ��� :
��
�� ��
� ����� ��
���7 �

 ��� ����
 ��
 M �� ��
 �
� �"
����� ��
��� �
� ρ = exp(−c/ε) "�� ���
 F  �
3
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 �� � 3����� 
������
� �
 �
�	������ 3��3
���
�
�" �����
�� "	
����
� %��� �
�3
�� �� ��
 �


����� �" ���� 3���
��7 %���� �� ��


���3��� �3
�����

−Lε ≡ −εΔ −∇F (x) · ∇ (��+)

����3��� �
�	������ ��
��� "�� ����� ���	���
� �" 
9	����
 Lεh = f ��3��
� ���� ��
�
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 �
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� �
�	�� %�� 3���

 �
 ;><0

)*����� ,�#� ��� xi �� � 
�	�
�
 �� F �	� ��� D �� �	� 
����� ������ �� Rd ��
�
����.

$�' (� Mi ≡ {y1, . . . , yk} ⊂ M �	�
������ ��� ����� 
�	�
� �� F ��
� ����
F (yj) ≤ F (xi)� ���	 ∪k

j=1Bε(yj) ⊂ D� �	�

$��' dist (S(xi,Mi),D) ≥ δ > 0 ��� ��
� δ �	����	��	� �� ε�  ��	

Exi
τD =

2πe[F (z∗)−F (xj)]/ε√
det(∇2F (xi))

|λ∗
1(z∗)|√

|det(∇2F (z∗))|

(
1 +O(

√
ε| ln ε|)) (��2)

F
�
 z∗ �

��
� ��
 C��
���� �����
 3��
�D �
�%
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�9	
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)*����� ,��� ����
� ���� F ��� n ��
�� 
�	�
�� x1, . . . , xn �	� ���� ��� ��
�
θ > 0 ��� 
�	�
� xi �� F 
�	 �� ������� �	 ��
� � ��� ����� ���� Mk ≡ {x1, . . . , xk}
�	� M0 ≡ Ωc�

F (z∗(xk,Mk−1)) − F (xk) ≤ min
i<k

(F (z∗(xi,Mk\xi)) − F (xi)) − θ (���)

����� ��� ��� k = 1, . . . , n� /� ���� ��� Bi ≡ Bε(xi) �	� Sk ≡ ∪k
i=1Bi� �	� hk(y) ≡

hBk,Sk−1
(y)� ����
� 
������� ���� ��� ������ ���	�� z∗(xk,Mk−1) ��� �	����� �	�

���� ��� 0�����	 �� F �� 	�	#����	����� �� ��� ����� ������ ���	�� �	� �� ��� ��
��

�	�
��  ��	 ����� ������ δ > 0 ��
� ���� ��� n ����	�	������ �
��� ����	������
λ1 < λ2 < · · · < λn �� Lε �������.

λ1 = 0 (��>)

�	� ��� k = 2, . . . , n�

λk =
��3Bk

(Sk−1)

‖hk‖2
2

(1 +O(e−δ/ε))

=
1

Exk
τSk−1

(1 +O(e−δ/ε))

=
|λ∗1(z∗(xk,Mk−1))|

2π

√
det(∇2F (xk))

| det(∇2F (z∗(xk,Mk−1)))|e
−[F (z∗(xk ,Mk−1))−F (xk)]/ε

× (1 +O
(
ε1/2| ln ε|)) (��-)

����� λ∗1(z
∗) ��	���� ��� �	���� 	������� ����	����� �� ��� 0�����	 �� F �� ��� ������

���	� z∗�
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