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�� ������� � 	�
 �����	 �� ��� ����� �������	 ��	�� ����� ������ ���
��� ���������	 ��������� �����	�� �� ������	���� ��������
��� ������	��  ��
������ � ����� �	 � �������	 �� ��� ��� �� ������� ���� 	�� �������! �	� �	 �	
�"��	� �������� ��� �����	� ���� � ������� ��������	! ��� ��#������ ������$�
���� ������ �%��  �� �"��	�� �� ��� 	�
 ������ � ���������� 	������� ��������
�� ��� ��	��	��	�� �������! ��������� 
��	 ��� ���������	 ���	�� � ����	��� ����#
	��  �� ������ � ������ �� ����	� � ������� �� ���	�� �������	 �	 � �������
��� �� � �&���	 ��	������� ���������	�

� ������������

��������
 �" ��	���� �
� ���� ���%�� ����	�� ���������
 �� �� ���
 "��	� �" ��
�
2������� 2������5 "��� 2������6����
 �
� ������
 �
 2����� ���
�5 7���	�����
 �
�
����	�����
 �
 ������ �
� ��������� ��������5 2��������
 �
� �����
�
� �
 2��� ���
 
�����
� �
� �������� 2�
��
�5 "�������
 �" ������ 2������� �
 ����	����
 2������5
����	��
����
 �
� ��� ������
 �
 �������5 �� ����
� 
	������
 �
� ���
 8�� ���%�� �

������� ���
� (���5 � 9�:5 9;:5 9��:5 9�;:5 9,:)�

<� &���	���%�'� =	����
 ����

∂nl

∂t
=

1

2

∑
i+j=l

Kijninj − nl

∞∑
i=1

Klini, (�)

%�� nl �� �� 
	��� �
���� �" �� {l} ��	���� (�� 2������� ��
���
�
� i ��
����)5
Kij = Kji �� � ����	�����
 ��>��
� ���������6�
� �� "�=	
�� ��������
 ��%
 �

{i} �
� {j} ��	����? �� �� ���	�� ���� �� �
����� ��6 �������	���
 nl(t0) = L(t0, l) ��
���
� @	 �� �����
��� �
 �2��5 �� �� ��
�
�
� �� ��� %��� nl  �� 
	��� �"
{l} ��	���� 2� 	
�� ���	�5 �
� % ���	� ���� 
������6����
 ����	���	� �� 2�2�
�" ����%�� 
�� �2��8��

<��� =	����
 ����
� �� ���������
 (����	�����
) �" � �� �" ��	���� �
 �	�'5 �
� ��
���	���
 ��� 
�� �2
� �
 �� �2����� ������
���� *�� �
��� "���� �" �� ����	�����

=	����
 ��
 � "�	
� �
 9��:5 �
 2�����	���5 % ��	��� �
 9��: �� ���

∂nl(r, t)

∂t
+ v · ∇nl(r, t) =

1

2

∑
i+j=l

Kijninj − nl

∞∑
i=1

Klini + DlΔnl + Fl(t),

%�� v �� �� ������� �" �� ���� ���5 Dl �� �� ��A	���
 ��>��
�5 �
� Fl(t) �� ��
�
�
���� �" ��	�� �" l ��	�����

�



� ��� �	����� �
 9��: � ���������� B����
���
 ����� "�� �����
� �� �
�����
�	�
=	����
 �� � �2���� ������
� ��� �� ���	���
� �" �����
�	� &���	���%�'� =	����

�
 �� ��� %�
 �� ��A	���
 ��>��
�� �� 
�� �2
� �
 �� ��6 �" �� 2������� C�
% "��	� �
 �� �����
�	� ��� (�)�

��� ������ �	 �
���
� �������� �����

@���� ���������� ���	�����
 �" ����	�����
 %�� 2������� 8��� �22��� �
 ��� 2������
�22�������
�5 ���5 � 9�:5 9;:5 9��:5 9��:� B� 	� ������ �� %�� '
�%
 *���� �" *�D���
�
��=	
�� (**�) (���5 � 9�:5 9+:5 9E:5 9�:) %���� �� =	�� ��������"��%��� �
� ��� ���2��
!� ��
����� �� ��
����� �" ����� �� � *��'�� 2�����5 �
� ���	���� ���� 2����� ��
����� ��� ��2�� <� �
�� �
 
����
 %���� �� �
����	�� �� �� ��D���
� ����	�����

'�
�/ �� �� ���	�� ���� � ��
���
� Kmax ��
 � "�	
� �� ���� Kmax ≥ Kij �� ��	 "��
��� i �
� j� ��
 �" �� '�
� �� �
 	
��	
�� "	
����
5 �� ���	� �" Kij "�� � 8
�� ���
�� ��%��� 8
���

&� % ����� %��� �� �
����� ���� �" �	� ����� %���� �� ���
� !� ��
� ���� �� t = 0 %
'
�% �� ��
�
������
� nl(0)� <�
5 ���
 �� ���� �" �� ����� �� ��� tk5 ��� ����
�� ��� tk+1 �� ���	��� �� "����%�/

�� &��	��� � ��
��� ��� �
����� Δt �������
� �� �� .2�

���� �������	���

p(τ) = λ exp(−λτ)5 �
� 2	� tk+1 = tk + Δt %�� λ = N(N − 1)Kmax/2N0�

C� N0 �� �� �
����� 
	��� �" ��� 2�������5 N(t) �� �� 	2���� (�	��
�) 
	��� �"
2��������

<��� ��
�5 Δt �� ��
���/ Δt = −(1/λ) ln(α) %�� α �� � ��
��� 
	��� 	
�"�����
�������	�� �
 (0, 1)� ��� ���� ��
� N �� ��'
 =	�� ����5 1/λ �� �����5 �� �� �� ����
����
���2�� �� ����� �� ��� ��2 �����
��������� �� Δt = 1/λ�

�� &��2� � 2��� �" ��	���� 	
�"����� ���
� �� N(N − 1) 2����5 ��� ��	���� %��� i �
�
j ��
�����

+� ���� �� 2���������� pij = Kij/Kmax �� ��	���� i �
� j ����	���5 ���5 �� 
	����
ni �
� nj �� ������ �� �
5 �� 
	��� ni+j �� �
����� �� �
5 �
� N 5 �� 
	���
�" 2������� �
 �� ����� �� ������ �� �
� F���%�� (���5 %��� 2���������� 1 − pij)
�� ���� �" �� ����� �� 
�� ���
��� <�
 % �� �� �� 
.� ��� ��2 �" �� �����
���	����
�

!� �� ���� ���� �� 
	��� �" ��	���� �
 �� ����� %��� � ������
� �
 ���� ��
 ��

	��� N ������ �� ��� 50% �" �� �
����� 
	��� �" ���	���� ��	����5 % 
���� ��
���������� �� ��	���
� �� ������ !� ��
� ���� � ��2� �" �� �	��
� ����� �� ���� ��
�� 2������ ������ $������
���5 N0 �
� N �� �
����� �� � "����� �" 2� $"�� ����5 ��
����� ���� "	���� �� ������� ����� !� ��
 � ���%
 ���� �� 2����� ��
���� �

� 2������������ �
� �� �� ���	���
 �" �� &���	���%�'� =	����
�

���� �� �����2���
 �" �� ��������� �� �� ���� ���� �� ��� ��22
 ���� ��� ���� %��� �
��� ����� !
��5 �" �� ��������
 �" �� ����	�����
 '�
� Kij �� ����5 �� 2����������

�



�" �� ����	�����
 �
� �
 �� ��������� ���� (� 2�+) �� ����� %���� ��2���5 % %���
��� � ���� 
	��� �" ����� ��� ��2� ���� �� 
.� ���
� �" �� ����� $� �
 ��2����
�
.��2�5 % �
���
 �� ����	�����
 �" ������ 2������� %�� �� ����	�����
 '�
� ��
����
��� �����
� �� ��
� ����� �" ���
��	� 9��:�

<� ����� ������� ��
 � ��2���� �� 	��
� � 8
� ��D���
�5 �
���� �" �� ��	�
��D���
� Kmax� $��	�5 % ��� ����
 � "	
����
 K̂ij �	�� ���� K̂ij ≥ Kij "�� ��� i, j�
<�
 �� ���	�����
 ��������� ���� �� �
����6� �� �� "����%�
� ����/

�� &��	��� � ��
��� ��� �
����� Δt �������
� �� �� .2�

���� �������	���

p(τ) = λ̂ exp(−λ̂τ)5 �
� 2	� tk+1 = tk + Δt %��

λ̂ =
1

2N0

∑
1≤i�=j≤N

K̂ij

�� &��2� �" � 2��� �" �
���� �������
� �� �� �������	���


K̂ij

2N0
, 1 ≤ i �= j ≤ N

+� ���� �� 2���������� pij = Kij/K̂ij �� ��	���� i �
� j ����	���5 ���5 �� 
	����
ni �
� nj �� ������ �� �
5 �� 
	��� ni+j �� �
����� �� �
5 �
� N 5 �� 
	���
�" 2������� �
 �� ����� �� ������ �� �
� F���%�� (���5 %��� 2���������� 1 − pij)
�� ���� �" �� ����� �� 
�� ���
��� <�
 % �� �� �� 
.� ��� ��2 �" �� �����
���	����
�

<��� ����� ��%�� ���	�� ���� K̂ij/2N0 �� ���2� 
�	�� �� ����� �	� >��
� ��� 
2��
� "��� ���� �������	���
� ��� �
���
� �
 9�:5 �
 .��2� %��� � ��
�� ��D���
�
"	
����
 %�� ��
�����5 �
� �
 9E:5 ��� �� 2������� �� ������ �
�� ���	2�5 �� ���� �
���
�� ���	25 �� ��D���
� ���
�=	 �� 	��� <��� �� ��
 �"�� ��� ��22
� ����	�����

�
�� !
 �������
5 �
 ���� ��������� �� �	����� 	� (����
5 �"�� ��� ����	�����
 �
�)
�� ��
�
���
�� ���2��
� ���
�=	 "�� �� ������ �������	���
 �� ���	��� �� �
�. �"
�� ���	2� $�� ���� �� ��� ��
�	��
�5 �2������ "�� ����
��� �����
� ����	�����
 '�
���

� ������	
� ������� ���� ����
 ����������
� �����

<� .2���
 �� ���
 ��� ���
� �� 
% �����5 �� 	� �	22�� % ��� �
 .�����
>��
� ����� (��*) �" ���2��
� "��� �
 ��������� ������ �������	���
� <�
 %
��	�� �����
 ���� % '2 �� ���� �" �� 2��� ��������
 2����������� �
� ���2� ��
��������
 2���� "��� ���� ���� 	��
� �� ���� �
���
� �����5 ��*� ��� 
%� �� ����
�"�� ��� ����	�����
 �
�5 % ��� �� �����	��� �� ���� �" 2������������ <� ��	����
2��
� �" �	� 
% ����� �� ���� �� ���
� �
 �� ���� ��
 � ��
 =	�� �����5 �
�
�� ����� �" �� ����� �" 2��� 2������� �� ��
 �� �� ����� �	����� �� ���'� 91:�
<�	� �
���� �" 	��
� �� �D����
 ����� %�� �� ����	�����
 �
� ��22
� %���
����� 2�����������5 % �	�
 �� � ������8� ���2��
� %���� 
�� 	2 %��� � ����	�����

����
� ���� 2����������5 �� % ���� �� ����� ������� &BG (������8� ���2��
� %���
���� 2�����������)�

&	�����6�
�5 �� �
��� ���� "�� �����
� (�) ��
 � ������� �� "����%�/

+



• ����� ��2/ % ����� �� �	��
� 2������ �������	���
 �� � ���
 �
����� �������	���

L(t0, l)�

• &��
� ��2/ ��' N 2������� �������
� �� �� �	��
� �������	���
5 ����� � �	��� 
�����
 �" �� �� �" ��� 2������ 2���� �
�� (��
�) ������? ���� �	��������
 �� �
����
�� � �	��������
 �" �� %��� ��6� �
�� � �� �" ��6 ��
�? �� ��
��� �
�. �" ��
����� �� ���2�� �� ��*5 %��� �
��� �� ���2�� ����� �� ��
 �	��

 �D����

����� �� �22���� <� ��D���
� �" �� �D����
 ����� �� 8.�/ ���� ����	�����

�
� {i} + {j} = {k} ���� �� �� �����2�
��
� ���
� �
 �� ������ ��
���
�
�
�� ��	���� {i}, {j}, {k}? ���2� �� ��� ��2 Δt �������
� �� �� .2�

���� ��� 
����	���
� <� 2����� ���	�����
� 2���� ���� �� 
	��� �" 2������� �
 �� ��6
��
� �� �%�� ������ �� �
������ $"�� ���� % �� �� ��2 ��

<� ��������� ��
 � ������� �
 ��2�5 �
 ��� ������/

<� ����� �" N0 2������� %��� �� ���
 �
����� ��6 �������	���
 nl(0) �� ��
������ <�
���� �� �� ��� t �� �8
� �� �� �����

L(t) = {l1(t), ..., lN0(t)},
%�� li(t) (i = 1, ..., N0) �� �� ��6 �" �� 2������ {i}�
� ����� �� �� �" 2������ 2���� �
�� ������ M(t) = {(li, lj) : i > j} = ∪Mk(t)� B�
	� ���	� ���� �� 2����������� Pk ���� � ��������
 ��22
� �
 �� ����� Mk �� ���
?
�� ��� "�� Pkij5 �� ��
�����
�� 2����������� ���� � ��������
 �" �� 2������ 2��� (li, lj)
��22
� �
 �� ���2�� ����� Mk� <� ���
� �" �� ���� ��22
� �
 ��
��� ��� ��2�
τ �

$� ��� ��� ��25 �� ��
����� ����
 2������� 2��� (li, lj) ������ �������
� �� 2�������� 
��� pkij5 %���� ���
 2������� �" ����� ��6� !
 �� *��'�� ����
 �" ��������
�5 �� ��
���
��� ��2 τ �� ���2�� �������
� �� �� .2�

���� �������	���
 �
����

pτ = ρ exp(−ρτ), ρ = max
k,(li,lj)∈Mk

Klilj

PkPkij
. (�)

<� 2����������� pkij ��
 � �8
� ��

pkij =
Klilj

ρPkPkij
. (+)

<��� ����� �� =	�� 
��	��� ��
� �� ��'� �� ��� ���� ρ−1 �� �� ��
��	� ��� ���
������� !� ��2��� ���� ����

< τ > Klilj = PkPkijpkij (1)

"�� 〈τ〉 = 1/ρ�

� �	22�� 
�%5 ���� �� 2������� �� ����
�� �
�� N1 ��6 ��
�

Lk = {lmk = lm, m = 1, ...N2}, k = 1, ..., N1

�� ���� �� �
����� 
	��� �" 2������� �� N0 = N1N2� <� ��6 ��	
����� �" 2������� �

�� ��
� �� 8.�/

bk−1(t) < lmk < bk(t), ∀m = 1, ...N2, k = 1, ..., N1. (�)

1



<� �	��������
 �" �� �� M(t) = ∪Mīj̄, ī ≤ j̄ = 1, ..., N1 �� �8
� ��

Mīj̄ =

{
(li, lj) : li ∈ Lī, lj ∈ Lj̄ if ī �= j̄
(li, lj) : li < lj , li, lj ∈ Lī if ī = j̄

H��
� �� ��D���
��

Kīj̄ =

⎧⎨
⎩

max
(li,lj)∈Mīj̄

Klilj if ī �= j̄,

1
2

max
(li,lj)∈Mīī

Klilj if ī = j̄
(;)

�� 2���������� Pīj̄ ���� � ��������
 ��22
� �
 �� �� Mīj̄ (� Pk �
 (�)5 (+))5 �� ����	����
�������
� ��

Pīj̄ =
Kīj̄

K̄
, %�� K̄ =

∑
1≤m̄≤n̄≤N1

Km̄n̄. (�)

!
 �� ���2�� ����� Mīj̄ �� 
	��� �" 2������� �� �����	��� νīj̄ = νī(νj̄ − δīj̄) %��
νī �� �� 
	��� �" 
�
6�� ��
�� �
 Lī5 �
� δij �� �� I��
�'� ������� <��"��5
���2��
� �
 Mīj̄ �� 2��� īj̄ 	
�"����� ��
� ���� �� 2���������� pkij �
���
� �
 (+) ��
=	�� �� 1/νīj̄ �

B� 	� �8


Δ =

{
0 if there exists j̄ �= ī such that νī = νj̄ = ν̄ = max

1≤ī≤N1

νī ,

1 otherwise .
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"����%��
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��� �� �
����� ���� �" 2������� ����� �������
� �� �� ���
 nl(0)�
�� $���
� �� �� L(t) = ∪Lk

1≤k≤N1

�������
� �� (�)� <�
 �� 2����������� Pīj̄ �� ����	 

���� �� �� "���	�� (;)5 (�)�
+� &��2� �
 .2�

������ �������	�� ��� ��2 τ %��� 2������ ρ ��'
 �� ρ = K̄ν̂

β
5

%�� 0 < β ≤ 1, ν̂ = ν̄(ν̄ − Δ), ν̄ = max
1≤ī≤N1

νī, �
� �� tk+1 = tk + τ �

1� <� 2��� �" �� ����� �
���� ī, j̄ �� ����
 �������
� �� �� 2����������� Pīj̄� <��� ��

� ��
 �� ���'�J� ����� ����� 91:�
�� &��2� �� 2��� �" 2������ �
���� i, j : li ∈ Lī, lj ∈ Lj̄ 	
�"����� %����
 �� �����
Mīj̄ � !� ��
 � ������ �	� %��� �
 ����� �" α5 � ��
��� �
������
;� ���� 2���������� �� �8
� �
 (+)5 
����5 %���

pkij = β
νīj̄

ν̂

Klilj

Kīj̄

, νīj̄ = νī(νj̄ − δīj̄) (E)

� ����	�����
 ��2 �� ���5 ���5 % ���� �� 2������� �" ��6� li �
� lj �
� ��� �

2������ �" ��6 lk = li + lj � � �
% �� ��� Lk̄ ��
���
�
� ��� 2������� �
� �����	���
�� �����2�
��
� ���	� νk̄, ν̂� F���%��5 �� �
�������
 �� 8������	�5 ��� 
����
� ��
���
��� � 
�� ���� �� ������
 (1) '2� ��	 �� ��� ��� ��2�
�� !" �� 
	��� �" 2������� �
 �
� �� Lk �� ���
�� ��� ���
 �%� ���� (�
����� ��
������) �
 ���2�����
 %��� �� �
 ���
 �
 �� ��2 �5 ��
 % �� �� ��2 �� F���%��5
% �� �� ��2 +�

�



���� ���� �����2���
 �� �� �
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 ��D	���
� 2������5 β5 �22��� �
 �� ���	����

�" �� ��� ��2� @�����
� ���� 2������5 % ��
 ����� �� ��� ���� �� ��D	��
�� ����� �� �� ��2 �" �� ����	�����
 '�
�� ��� 2���������� ����
� '�
�� ��'
��A	���
 ��
������ ����	�����
5 �� "� ����	� ����5 �� ��������
� �
 �	��	�
� 7�%�5
���� 2������ ��
 � ��'
 ���� �� �
5 %��� "�� ����� �" "���� ����	�����
 �� ��
�����
�� �� ��' ���� 2������ �������

� ���	�� �
���
 ���� � ��	���
� 2����	� �� 	�"	� "�� ��
� ��� ���	�����
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�� ��� �" 2������� �
� ��� �� �� �� ���	���� ����� �� '2 �� 
	��� �" 2�������
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�5 �5 ���5 9+:�

������� �� ��� ���	� �
������� �� ��	� ��� ���
��� ����� � �

 �� N1 ��� ��

����
 ������ �� �����
�� N2 �� ���� ��� ������ ������� ��� � ����
 ������ �� �����
��

N0 = N1 N2� ��� �����
�� ���� ��� ���
 �����
� ������ ������� ��
� �� ���������

��� ����� � ���� ��������
�� ����	�� ���� ��� ������ �	�
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!
 ���� �����
 % 2��
� �� ��	��� �" 
	������ .2���
�� %��� �� ����2� &BG
������ !
 ���	� � % 2��� �� ��6 �������	���
 (�"� 2�
�) �
� �� ���
� ���
� (�����
2�
�) �" �� ���	���
 �� &���	���%�'� =	����
 ����
�
� �� ����	�����
 �" ������� 
��� �" 2������� �
 "� ����	� ����5 %��� ��'�
� �
�� ����	
� �� "������ ���
���

%���� %�� 1.2 (���5 � 9E:)5 %��� �� '�
� Kij =

√
(1/i + 1/j) · (i1./2.1 + j1./2.1)2� <�

����	�����
� �� ���2��� ����
�� �� .��� ��	���/ �� ����� ��
� �� ���	���
� �����
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�� � ���� ���	���� 8
�� ��
� ����� % ��
���	��� �
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���K5 �� 
	��� �" 2������� %�� ������5 �� 
	��� �" �����
� ����

!
 <��� � % 2��
� � ������ ���2�����
 �" **� %��� �� &BG ������ $�� ��
2������� %� �	������� �
�� M ������5 �
� % ��� �� ��	��� "�� M = 55 M = 205
M = 1005 M = 200� <� ��� M = 1 ���
���� ���	���� %��� **�� !
 �� ����5 ��

	���� ���% �� ���� �" �� ����� ���	�� �
 �	
���� �" ���	��
�� �" *L ��2�� !�
�� �
 ���� �� �2
�
� �" �� ���� �
 �� ��6 �" �	��������
 �� �� "����%�
�/ 8���5 ��
���� �� ������
� %�
 �� 
	��� �" ������ �� 
�����5 �
� ��
5 �����
� � ��
��	�5
�� ������ �� ���%� <��� ��
 � .2���
� �� "����%�/ %�
 % ����� �� �
���� �� 
	���
�" ������5 �� 
	��� �" �D����
� �
��� ��� ������ �� ������
� ��
� �� ������ �� ��6
�" �� ����� �� ���� �� �� ����� ��D���
� �
 ��� ������ <��� �� .����� % ��� �
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�
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� ��� ������� �	� ��
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 (E) �� ������
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	��� �" ������� <� ���
 �2
�� ����
��� �
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	��� �"
2�������/ �� ����� �� �����5 �� ����� �� �� ���
� $
� �" ��	��5 ���� ���
 %���
� �
 ��� 2��
�	
�� "�� ����
��� �����
� '�
�� %���� % %��� ���
����� �
 ��
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!� �� %�� 	
������� ���� �� ��A	���
 �
 � �	�"�� �� ��
������ ��A�
� "��� �� ��A	���

�
 �2��� !
 2������5 �
 �"�
 	�� 	
���������� �� ����	�����
 ��>��
�� ����� "��
+@ ���� �
 2������ ����
� %��� � ����	�����
 2����� �
 � �	�"�� (��5 � 9�:)� !
 ����
�����
 % ���� �� ����	�����
 '�
� "�� 2������� ����
� �
 � 2��
5 %��� �� ��A	���

��
������ ����	�����
 ����� !� �	�
� �	� ���� � 
% ��������
 ��� �� �2
�
� �

�� ��
 ��65 �
� �
�5 �� ����	�����
 '�
� �� �2
�
� �
 ���� <��� �� �� ���
%�� �� ���� �" **� %��� � ����
��� �
�����
� �
 ���5 �� �	� &BG ����� ��� ��
� �
 .����� 	�"	� ���
�=	 �� ��2��� �� ���	�����
 >��
��� �	������ ��	���
��� ��
8��� ���� ���	�2���
�

��� ��
��
��� �	 ��� ������� ��������� ��
���
��� ��������

B� 	� ����� ���� �
 +@5 �� ��A	���
 ��
������ ����	�����
 ��>��
� �� ����� .2�������5
������
� "��� �� ���	����
 �" �� 7	. �" ��A	��
� 2������� �
 �� �	�"�� �" � 8.�
�2���

�



B� 	� ��
���� � ��	��� �" ����	� O %���� �� ������ �� �� �����
5 �
� ����	��� �� 7	.
�" 2������� %���� �� ��A	��
� %��� � ��A	���
 ��>��
� D� !
 �� ����� ���� ����5
�� ��
�
������
 �" ��A	��
� 2������� �� "�	
� "��� �� @������� 2�����/

Δc(r) = 0, r > R,

%��� ��	
���� ��
�����
�

c(r) = c̄ r = ∞, c(r)|r=R = ceq. (,)

C
� �� ���	���
 �� c(r) = c̄ + [ceq(R)− c̄]R/r� <��"��5 �� 7	. �" ��A	��
� 2�������
�
 �� �2�� �� ��
 ����	���� ��

J = 4πR2 D∇c|r=R = 4π R D [c̄ − ceq(R)].

��%5 �� �� ���� ���� �� 7	. �" ��A	��
� j ��	���� �� � 8.� i ��	��� ��

Jij = 4πD(Ri + Rj)c̄

�" ��� �� �	>��
��� ���� �
 �� �
� ���� t >> (Ri + Rj)
2/D�

!" ���� 2������� �� ��A	��
�5 �� ��A	���
 ��
���
� "�� �� ������ �����
 �� Dij =
Di + Dj 5 �� �� ��������
 "�=	
�� �� ���
 ��

Kij = Jij/c̄ = 4π(Di + Dj)(Ri + Rj)

%���� %�� 8��� ����� �� &���	���%�'��

!
 �@5 ���� �22����� ��� 
�� %��'� !
��5 �� �
��� ���	���
 �" �� ��A	���
 =	����

�� �� c(r) = a + b log(r)5 �
� �� ��	
���� ��
�����
 �� r = ∞ ��

�� � �����8�� !�
��2���5 �� ��� �2
�
� ���	���
 �
 �@ ��� 
�� ��� � 
�
6�� ����� ���� ������

!
 9�+:5 �� ��A	���
 2����� �
 �@ "�� � ����� �" 2������� ��� �
 ����� �� "����%��
$��	� ���� � 2������ �" ����	� R �� �	���	
�� �� � �� �" 2������� %��� �� ��6
�������	���
 n(r, t) "�� ��	��� ��6� %���� =	��� �� 
	��� �" ��	���� �" ����	� R 2�
	
�� ���� � �' �� 7	. �
 �� "���/

J(R) = k(R)[c̄ − ceq(R)].

<� ��� ���	���
 �" �� ��
�
������
 ��

∂c̄(t)

∂t
= −

{ ∞∫
0

k(R)n(R, t)dR
}

c̄(t) +

∞∫
0

k(R)ceq(R)n(R, t)dR.

<� ����� ��
�
������
 c(r, t) ����� �� =	����


∂c(r, t)

∂t
= DΔc(r, t) − Dξ−2 c(r, t) + S

%�� �� �8
����


Dξ−2 =

∞∫
0

k(R) n(R, t)dR (��)

E



�� �� ��
' ���5 �
�

S =

∞∫
0

k(R) ceq(R) n(R, t) dR (��)

�� � ��	�� ���� !
 ����� ���� ��
�����
� S = Dξ−2c̄� <��� ��2���5 ���� �
 �����
����5

{Δ − ξ−2} [c(r) − c̄] = 0 (��)

�
� c(r) �����8� �� ��	
���� ��
�����
� (,)�

F����	���5 �� ��
' ��� ξ 2���� �� ��� �" � ���
�
� �
���5 �
� �
� ����� ��
�����
� 2��
� �
 �� ��
�� 2������ ����

��%5 �� ���	���
 �� �� 2����� (��)5(,) ��

c(r) = c̄ + [ceq(R) − c̄]
K0(r/ξ)

K0(R/ξ)

%�� K0 �� �� 6���� ����8� ���� "	
����
� &� �� ����� 7	. �
�� �� ��	��� �� ��
�����
 ��/

J = 2π R∇c|R = 2πD
R

ξ

K1(R/ξ)

K0(R/ξ)
[c̄ − ceq(R)]

%�� K1 �� �� 8��� ����8� ���� "	
����
� &� % �	�����	�

k(R) = 2πD
R

ξ

K1(R/ξ)

K0(R/ξ)
(�+)

�
 �� =	����
 (��)5 %���� �����

ξ−1 = 2π

∞∫
0

R
K1(R/ξ)

K0(R/ξ)
n(R, t) dR. (�1)

<�	� ���
 �� ��6 �������	���
 �" ��	���� n(R, t)5 �� ��
' ��� ξ ��
 � �����
� ��
�����
� �� =	����
 (�1)�

��% %�
 % ��� �� .2�����
 "�� �� 7	. (�+)5 % ��
 ���� �� ����	�����
 ��> 
��
�� &	���
� 	2 �� 7	.� "�� �%� ��A	��
� ��	���� �" ��6� Ri �
� Rj % �����


Kij = 2π (Di + Dj)
(Ri + Rj)

ξ

K1((Ri + Rj)/ξ)

K0((Rj + Rj)/ξ)
. (��)

��� ���� �� 2������ ξ �� �8
� �� (�1) ����	�� �� 	
'
�%
 ��6 �������	���

"	
����
 n(R, t)�

<�	� % ��� �� �� &���	���%�'� =	����


∂nl(t)

∂t
=

1

2

∑
i+j=l

Kijni(t)nj(t) − nl(t)

∞∑
i=1

Klini(t), (�;)

��	2�� %��� �� =	����
 (�1)? �� �� ��6 l �" �
 l ��	��� �� ����� �� ��� ����	� R ��
R = R0

√
l %�� Ro �� �� ����	� �" �� ��
����

,
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B� 	� ������ �� *�
� L���� ��������� "�� �����
� �� &���	���%�'� =	����
 (�;)
��	2�� %��� (�1)�

$��	� ���� �
�������5 % ��� �
�� ��
���� �
 �� 2��
5 �� ����	� �" �� ��
���
��
� R05 �� ��� ������ ��
� q = π

∫ ∞
0

R2 n(R,∞) dR� $� �
���
�5 �� m ��	���
�" ����	� R ��
����� �" m ��
����5 �
� R = R0

√
m� C
�5 dm = 2R dR

R2
0

� B� 	� �
��

y = R0/ξ� &� �" % ��' �� �
����� �������	���
 �� �� ���� "	
����
 δ(R − R0)5 % ��
"��� (�1)/

y = 2q
K1(y)

K0(y)

%���� ��
 � ����� ����� 
	��������� ��� .��2�5 "�� q = 0.1 �� ���	���
 �� y0 ≈ 0.395�
!� ��
�5 ���� �
�������5 �� ���
 �
��� ξ �� ���
 �� ξ ≈ R0/0.3955 �� �� �� �22��.������
��� ���� ����� ���
 R0�

���� ���� ���	 �" ξ % ��
 ��' �	� 8��� ��2 �
 �� *�
� L���� ����� �������
����5 ���� �� 8��� ����	�����
 �
� %���� ���� �� �� ���
� �
 �� �������	���
 "	
����
�
<�
 % ����	��� �� 
% ���	 �" ξ �� ���	���
� �22��.������ �� �
����� �
 (�1)
%�� �
 �� �
����
�5 �� ��� ���	 �" ξ �� ��'
� L���	�����
� ��� ���%
5 ���� ����
����� ��
���� ��� "���� *�����5 �� �����	�����
� �" ξ ��
 � ��� 
�� �"�� ���
����	�����
5 �	� �"�� � 
	��� �" ����	�����
 �
��5 %�
 �� �������	���
 "	
����
 ��

�� ���
�� �	��� !
 ���	� � % ���% 〈R〉/ξ �� � "	
����
 �" ���5 "�� �� ������
q = 0.15 �
� "�� D = 1�

!� �� ������ �
5 ���� �	��
� �� ���
� �" �� ��6 �������	���
5 �� ���	 �" 〈R〉/ξ ������
"��� �� �
����� ���	 �" � 0.3955 ��
 �� �� ��2���� ������
�5 �
� "�� ���� ���5 ��
�22������ � ����� ���� ���	 �" ≈ 0.25�

$� �
���
� ����5 �
 �� ������	� (���5 � 9�:) �� ��A	���
 ��
������ ����	�����

'�
� �� �"�
 ��'
 �� Kij � Di +Dj� L��2��� �� ����5 �	� '�
� ��� 
�% � ��������

���5 � (��)�

!� �� �
�����
� �� 	
�����
� ��% ���� ��������
 ��� �A��� �� ���
 2��2���� �" ��
��	��� '�
����5 �
 2�����	���5 �� ��
 ��6 �
� �� ��6 �������	���
�

��



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

r / < r >

n(r/<r>)

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
5

0

100

200

300

400

500

600

700

800

time

<r>

���	� +/ '��� ��	��,  �� �&���	 ���"��	� D = 1! ��� ���	�� 
�� ��� ��������	 �����  ��
�)� ������� �� ��	���	� �� r/〈r〉! ��� � �&���	� ����, ���� �	� - �� � ��� 
��	 ��� ���	 �)�
������� ��� ����� 〈r〉 = 10. ��	�� # 〈r〉 = 38! �	� ��� ���� �	� 〈r〉 = 500� /�� ��������	! ���
�0��� ������	 ��� ��� ���	�� 
����� ��� ��������	 ���� � ���
	 *���� ���� �	�+� 1��� ��	��,

 �� ������� ����� �� � ��	���	 �� ���, ��� ���������	 ���	�� 
����� *��� ����� �����+ �	�


�� ��� ��������	 ���� *��
�� �����+�

� ��� ��� ����	�����
� "�� + ��2� �" ��A	���
 ��
������ '�
��/ (�) Di = 15 (�)
Di = 1/i5 �
� (+) Di = a/(a + i)5 a ��
� � ��
���
��

B� 	� ����
� �
 �� ��	���5 �
� % ��
���� 8��� �� ��� D = 1� !
 ���	� +5
����� 2�
�5 % ���2�� �� ��
 ��	��� ��6/ �� 	22� �	�� �����2�
�� �� �� '�
�
%����	� ��������
5 �� ��%� �	�� �� �����
� "�� �� '�
� %��� �� ��������
 ����
&� �� �� �
 ���� �� ��������
 ��� ���� �� � ��������
 �" �� ���%��5 �	� ��
����2������ �
 ��� �� �� ���/ 〈r〉 � t0.5�

C�%�� �� ��������
 ��� �A��� �� ��6 �������	���
 ������������/ �
 �� 	
�������
���5 �� ��6 �������	���
 ��� � -�	����
 "��� �������	���
 (%���� �� '
�%
 .2�������)5
%��� "�� �� ��� �" ������� '�
�5 �� ��6 �������	���
 �� � ��
���
������ �����
�
"	
����
5 � ���	� +5 �"� 2�
�� !
 ���� 2���	�5 % ���% �� ��6 �������	���
� "�� ���
��A�
� ��� �
���
��/ ����� ��
 %�� �����
� "�� � ��� %�
 �� ��
 ����	� %��
=	�� �� 10? 2��
��/ 〈r〉 = 385 �
� �� ���� ��
/ 〈r〉 = 500� !� �� �
 ���� �� �2���	�
�� 2����� �"�� �����
� 〈r〉 = 38�

��� �� '�
� %��� Di = 1/i �
� D = a/(a + i) �� �
7	
� �" �� ��������
 ���
�� ��A�
�/ �� ��6 �������	���
� "�� ���� ���� �� ������ �� ��� �� �
 �� ���
�" '�
�� %����	� ��������
5 � ���	�� 1 �
� �5 �"� 2�
��� ��� ��%�� ���� ��
��������
 ���� �
 ���� ��� ���� ��� �� �
 �������� ���%�� �" �� ����� ��65 �
�
�� ����2������ %�� ��� %��� �� ��������� ������	� 〈r〉 � t0.25�

<� ����	�����
 2����� "�� D = a/(a + i) %��� �� ��������
 ��� %�� ���	���� ����
�� �� **� �
� &BG ������5 �� ���2�� �� ����� �
 �� ��� %�
 �� '�
� ��
�����
� %��� ��� �� ������� ����� !
 ���	� ; % ���2�� �� ����� �" ��� ������
���	�� �
 *L ��2�� !� �� �
 ���� �� ���
 �" �� 
% ����� ���2��� �� **� ��
��2���� �
�����
� �
 ����

��



0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 r / <r>

n(r/<r>)

0 2 4 6 8 10 12

x 10
7

0

20

40

60

80

100

120

time

<r>

���	� 1/ '��� ��	��,  �� �)� ������� �� ��	���	� �� r/〈r〉! ���D = 1/i! 
����� ��������	 ����
*���� ���� �	�! 〈r〉 = 85+! �	� 
�� ��� ��������	 ���� *���� �	�! 〈r〉 = 109. ����! 〈r〉 = 11+�
1��� ��	��,  �� ���	 �����! �� � ��	���	 �� ���, ��� ���������	 ���	�� 
����� *���� �	�+

�	� 
�� ��� ��������	 ���� *���� �	�+�

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

r / < r >

n(r/<r>)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

r / < r >

n(r/<r>)

���	� �/ '��� ��	��,  �� �)� ������� �� ��	���	� �� r/〈r〉! ��� D = 234/(234 + i)! 
�����
��������	 ���� *���� ���� �	�! 〈r〉 = 336+! �	� 
�� ��� ��������	 ���� *���� �	� # 〈r〉 = 456.
���� �	� # 〈r〉 = 25+� 1��� ��	��,  �� ���� �� 	 ��� ���� ��	��! ��� ��� ����� ���! 
��	 ���
������� ����� 
�� 〈r〉 = 10�

��



10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
6

10
7

10
8

10
9

MMF

New method

time

MC steps

���	� ;/ ��������	 �� ��� ����� *	 �� �����+ �� ��� ��/ �	� ��� 	�
 ��������� ������

& ����������

&BG �����5 � 
% �����
 �" �� *���� �" *�D���
� ��=	
�� (**�) "�� ����	�����

2������ ����
� �� �����
�	� &���	���%�'� =	����
� �� ����2�� <� &BG
����� �� ���� �
 � �	��������
 �" �� �� �" 2������ 2���� �
�� ������5 �� ���� �� �����
��D���
�� �
 �� ������ �� 	�� �� � ������8� ���2��
� �� ���	��� �� ���������
� %���
����� 2�����������5 �� �� ���� &BG� ��� ���2��
� "��� ������ �������	���
�5 ���'�J�
����� ����� �� 	��� <� >��
�� �" �� 
% ����� �� ����������� �
����� ���2���
�� �� ��
�
���
�� ������5 �2������ %�
 �� ����	�����
 '�
� �� ����
��� �����
��
<� ����� �� �22��� �� �����
� � 2����� �" ����
�� "�������
 �
 � �	�"�� �	 �� �
��A	���
 ��
������ ����	�����
� !
 ���� ���5 �� ����	�����
 '�
� �2
�� ���� �

���5 �
� �
 �� ���	���
 ����"� L��2�����
 �" �� ����� �" **� �
� �� 
% �����
2��
�� �
 ���	� ; ���%� ���� �� ���
 �" �� &BG ����� ���2��� �� **� ��2����
�
����� �
 ����

'
�
�
��
�

9�: P� $���5 *� G�2��	5 �
� �� ������� O�� =	����
 �22����� �� ����
� ��2�	� 6�
�
�
� ��6 �������	���
� �
 2���.��� ���%��� G������� O��% B����5 ��E;5 ��15 +�,� 
+�,��

9�: ����' �
� �� ���
�� $
 >��
� ���������� ��������� "�� ��	���
� ����	�����

��
����� �
� ������
 2�
��
�� �� ! "� ��� #������5 �� (+)5 E�� E��5 �����

9+: I� &���"��5 &� O�����
�'�5 $� I����'�5 �
� $� B��'�
� &��������� ���������� "��
�����
� �� &����	�����'� ����	�����
 =	����
 �
� �22�������
� �� ������ ���%��
���	�����
� !���� #��
� !������ ���  ��
�5 � (�,,;)5 �5 1� E��

�+



91: ���'� $�P� $
 >��
� ����� "�� �
����
� ������ ��
��� �������� %��� �
���
�������	���
�� $L*� <��
��*���� &�"�%��5 � (�,��)5 ��+ ��;�

9�: @�<� -����2�� <� ���������� ������
� ���� "�� ���	� ���2�� ���%��� P� $��� 
�2���� &��
�5 �	 (�,��)5 �1,; �����

9;: -����2� @�<� $
 �.��� *���� "�� �	�������� &��	����
� �� &��������� L���� 
�
� G����� �
 � L��	�� "�  ��� ��� (�,��)5 ��5 �,��Q�,E,�

9�: -	��� �� $ *�
� L���� $22����� �� �� &���	���%�'� �=	���
�!���� #��
� !���$
��� ���  ��
� (�,,�)5 �5 ���15 +�+Q+�;�

9E: *� -�����
 �
� *� I��"�� $
 >��
� ���������� ��������� "�� ���	����
� 
�
� 
2������� ��
������ G�2��
� �+5 ����5 L������� H
��������

9,: %����� ��  ��������� ��� &�
����5 ����� �� �� ������ �
� @�G� B�
��	 (����� 
C����
�5 <� ������
��5 �,E1)�

9��: B�A��
 I� $ @���� &��	�����
 *�
� L���� *���� "�� L�	��� L���	�����
� "�
#���� '���� (�,,�)5 
��5 ��;Q����

9��: B	��
�'�� $�$� &�� �% $�2��� �" L���	�����
 <����� �(	�  ���� )��� ���*5
(�,�E)5 
�5 �����5 �+EQ�1+ (�
 O	����
)�

9��: *���	� $�C� &��������� L�����
�� +����������� (�,;E)5 
�5 ����5 �++Q�1E�

9�+: *��=	� P�$� @�
����� �" ��� ���� 2��� �2������
� �
 �%� ���
���
�� "� #����
'���� 
 (�,E1)5 ����5 ,�;Q,E��

9�1: &���"�� I�I� �
� I����'� $�$� *�
� L���� ���	�����
 �" �� ����	�����
 2������
����
� �� &���	���%�'� =	����
 %��� ��
��� ��>��
��� !���� #��
� !������
���  ��
� (�,,�)5 �5 ���15 ���Q+���

9��: &���"�� I�I� �
� I����'� $�$� &��������� B����
���
 ����� �
� ���������� "��
�2������� �
�����
�	� &���	���%�'� =	����
� !
/ *��������� �
� L��2	���
�
 &��	�����
� �
 (���+)5 ��� �+��

9�;: ���������	' ��*�5 &�	
�� P	�&� +�� #����
���� '�������� � ,������� ��������
-�������5 B
�
����5 �,��� (�
 O	����
)

9��: �������� *�*�O� �
� B����'� &�I�  �����
 ������� +����� ��� '������� G�����
5
�% R��'5 �,,��

�1


