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��������� �� 
��	 ����� +� ����� � �����
����� ����
 
������ 
�� � ���
���� *��
�� 4
'�
	�� ��������� �����		 {Zn; n ≥ 0} +�
� �9	����� ������
��� 
���
��� s+(1−s)L((1−
s)−1)0 +���� L(x) �	 	��+�� �������� �� ���
��	
 
� � +���,#��+� 
������ �
 ����# :(!�/0
(!)-7 +� �	� � 
���
����� �������5�
���0 +���� ����	 �� �;�����
��� ����
� '� ���� ��	�
�� ��
����
��� ����
 �
 �5�<	 :(!)�7 ��	��
 �� 
�� �	���
�
�� �������� �
 
�� ����;
���
���
���������
�

�� ���������	��
 ����
�
�� �� �
�����
 ��� �	�����	��

6
� Z = {Zn;n ≥ 0} �
 � �������� .����
 7�����
 3���
�� �
�����
� �� � ��
��
 3������
�8�

���
 3	�3��
 �" ���� 
��
 �� �� ��	�� 3���
��
� %��� �
 �9�3��
� �


����
� "	
����
 f(s)
�����"��
� ��
 ��
�����


f(s) = s+ (1 − s)L((1 − s)−1) "�� ���
 ���%�� �����
� L(x). (���)

���
 ���� L(x) → 0 �� x→ ∞�� ��
 ���	�
� ����������� �" �	� 3���
���

����

���: EZ1+δ
n = ∞"�� 
�
�� δ > 0: 3�����
� ���� (���) ������ ��� �������� ���
���
�

3���
��
� %��� ���� 3��3
��� ��
�
 ��
�
�� � "
% 3�3
��� ;	�'�� <��= 3���
� ����� ��
� 
�
�� "�� ��
 �����
�
 �� ��
�����
 

��
�� �
�
���� 	
�
� ���
 �������
�� �
��������
�
�
 ��
 "	
����
 L(x)� !
 &>
?� 3�3
� <��= ��
 ����3����� �
�������" ��
 
�

/��
����

3���������� Qn := P(Zn > 0) %�� ��	��
�� ��
���

'� �
� 8�3���� <�= �����

� ��%
� �
�
	33
� ��	
�� "�� ��

/3
������
 �" ��
 ��/��	� Mn := maxk≤nZk 	
�
� ��
 ��
�����


EZ1 logβ(1 + Z1) <∞ "�� ���
 β > 0�

�
 �
��
 %��� ��
 "����%�
� �


��� �
�	�� �
 �������� .����
 7�����
 3���
��
� %���� %��
3���

 �� &���' <,: ��=�

������� � (&���')� ��� � �������� 	����
 � ���
�
 �����

 ��� �������
� ���� �

�����


��� ��������
��

��� ��� 
����
�� �� ��
��������

 Fn(x) := P(QnZn < x|Zn > 0) ��
�����
 ������ ��

��� 
�
����
����� ����� 

��� f(s) = s+ (1 − s)1+αL((1 − s)−1) ��� 
��� α > 0 

��� ����� �!�
�
 � 
����� �����
� ��
����
 L∗(x) 
��� ���� Qn = n−1/αL∗(n) ��� 
���
α > 0 

��� "������ ���

���� �� ��� ����� �� ��� 
����
�� Fn �
 λ �→ 1 − λ(1 + λα)−1/α ���

��� α > 0�

8�
�
"��
: ��
 �
@	

�
 Fn(x) ��

�� ���
 � 
�
�
�


���
 ����� �" �
3�
�

�����
 (���)
������ !
 ���
� %����: ��
 
������>����
 %��� ��
 
�

/��
����
 3���������� ��
�
?� %��'
�
 ��
 3�
�

� ���
: �
� %
 


� �� A
� �
 ���
�
����
 %�� �� 
������>
 ��
 ���
���
�
3���
�� Zn�

��� � �


��� �9�3��
� �


����
� "	
����
 f(s) %
 �
�

H(x) := x
(
f(1 − x−1) − 1 + x−1

)
, x ≥ 1 (���)

�
�

V (y) :=
∫ 1−1/y

0

ds

f(s)− s
=

∫ y

1

dx

xH(x)
, y ≥ 1. (��+)

���
 ���� H(x) ≡ L(x) �" (���) ������

8�
 "����%�
� ��
�����
�� ����� ��
��
� �� �	� ���
 �
�	���

������� 	� #

��� ���� f(s) 
���
$�
 �%�%�� ���
 ��� ��� x > 0&

lim
n→∞P

(
H(Q−1

n )V (Zn) < x
∣∣∣Zn > 0

)
= 1 − e−x. (��2)

�



��

/��
����
 3����������
� ��
 �
 � �

�
 
��	��� 
����
� ��
���
�� "�� �������� ���
���
�
3���
��
�: ��
�
��%���

E{QnZn|Zn > 0} ≡ 1.
�	� 	
�
� ��
�����
 (���) ��
 
/3
������
 ��
�
������>
� Zn0


�������
 �� '
��� ��� �

������

 �� ������� (&

lim
n→∞P(QnZn < x|Zn > 0) = 1 (���)

��� ����� x > 0�

!� �� %
�� '
�%
 ���� "�� �	3
��������� .����
 7�����
 3���
��
� ��
 
������>����
 %���
��
 
/3
������
 �
��� �� � 
�
�
�


���
 ����� �" �
� �
�� �" EZ1 logZ1 < ∞� �	���
�: �"
EZ1 logZ1 = ∞: ��

 �

 ��
 A
� � �
@	

�
 cn > 0 �	�� ���� cnZn ��
�
��
� ������
�	�
��� B�
�
@	

���: �
 ���� ���
�	��� ���
: � ��

�� 
������>����
 �� 3������
� !
 ��
�����
�� ��
 �	3
��������� ���
: �� "����%� "��� (��2) ���� ��
�
 �� 
� ��

�� 
������>����
 "�� Zn

�����"��
� (���)�

$33��

��� C����
� <2= %�� A��� %�� 	�
� ��
 "	
����
�� 
������>����
 "�� 3����
� �����
��
��
��� !
 <2= �
 ��	��
� ��
 ����� �
������ �" � �	� �" �
�
3

�

� ��

������� ��� 
����	�
� ��
��� �������
� %��� ���%�� �����
� ����� ������ B�
�
�
�
� ���
���
� 3���
��
�:
���� ��3
 �" 
������>����
 %�� 	�
� 	�	���� �" ��
 
/3
������
 �" ��
 
	��
� �" ��
 �9 
�3��
�� �� �
A
��
� 8�
 A��� ��
����	���
 �� ���� ��
� %�� ���
 ���� �� C����
� <�=� D
 ���
���%
 ���� 	
�
� ���
 �������
�� ���	�3���
� �
 f(s) ��
�
 
/���� γ ∈ (0, 1) �	�� ����

��
 �
@	

�
 P
(
γn log(1 + Zn) < x

)
��
�
��
� �� � 3��3
� �������	���
 "	
����
 Ψ(x)�

D����
 �
� &


�� <-= ���
 �	E��

� ��
�����
� "�� ��
 %
�' ��
�
��

�
 �" γnL(Zn) "��
���
 ���%�� �����
� "	
����
 L(x) �
� ���
 γ ∈ (0, 1)� �����	� �
� &��	� <�= 3���
� ����
"�� 
�
�� .����
 7�����
 3���
�� %��� �
A
��
 �
�
 ��
�
 
/���� � 
����
� "	
����
 U(x)
�	�� ���� e−nU(Zn) ��
�
��
� ������ �	�
�� �� ���
 
�
�
�


���
 ��
��� �������
�

8�
 "	
����
�� 
������>����
 V (x) �
 8�
��
� � �� �
�����	��0 ��� 3���
��
� %��� ��9
�

�
�9�3��
� �


����
� "	
����
� %
 ���
 ��9
�

� 
������>����
�� !
 ���
� �� ���3��
 ��

������
� �
������ �" Zn "�� ��9
�

� "	
����
� L(x) �
 (���): %
 �	�� �
�	�
 �
�����	��

������>����
� �� � �����
 �

� �
��% %
 ���
 ���
 
/��3�
� �" ��
 �
�	����
 �� ��

����������� 
������>�
� "	
����
� !
 
��� 
/��3�
 %
 ���
 � ����� ��
��
� �" ��
 "����%�
�
"���0 8�
�
 
/��� � �

�
��
� �
@	

�
 An �
� � 
����
� �
@	

�
 Bn �	�� ����

lim
n→∞P

( logZn −An

Bn
< x

∣∣∣Zn > 0
)

= F (x), (���)

%�
�
 F (x) �� � �������	���
 "	
����
�

������� �� $��	�
 ����

L(x) = β−1(log1−β x) exp{− logβ x}(1 + o(1)) �� x→ ∞, (��-)

%�
�
 β ∈ (0, 1)� 8�

: �
�����
� ���� H(x) ≡ L(x) 	
�
� ���	�3���
 (���) �
� 	��
�
�
A
����
 (��+) �" V (x): %
 ���


V (y) =
∫ y

1

dx

xL(x)
= exp{logβ y}(1 + o(1)) �� y → ∞. (��F)

�
��	�
 �" ��
��
	��� �" ��
 ������
� �������	���
 �
 (��2): %
 ��� �
3���
 H �
� V ��
��
�� ����3����� 
@	����

�� ���

 �
 (��-) �
� (��F) �
�3
����
��� 8�	�:

lim
n→∞P

(
β−1(log1−β Q−1

n ) exp{logβ Zn − logβ Q−1
n } < x

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − e−x

	
�
����	�3���
 (��-)� &	�����	��
� x = β−1ey �
� ��'�
� ���������: %
 �
�

lim
n→∞P

(
logβ Zn − logβ Q−1

n + (1 − β) log logQ−1
n < y

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − exp
(
−e

y

β

)
.

�



8�
�
"��
:

lim
n→∞P

(
logZn < (bn + y)1/β

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − exp
(
−e

y

β

)
, (��,)

%�
�

bn := logβ Q−1

n − (1 − β) log logQ−1
n . (����)

����
� ����

(bn + y)1/β = b1/β
n +

y

β
b1/β−1
n (1 + o(1)) �� n→ ∞,

�
� ��'�
� �
�� ����	
� ��
 ��
��
	��� �" ��
 ����� ��
� ���
 �
 (��,): %
 ��
��	�
 ����

lim
n→∞P

( logZn − b
1/β
n

b
1/β−1
n

<
y

β

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − exp
(
−e

y

β

)
. (����)

8�
 

/� 
@	�����
� "����% "��� �
A
����
 (����) �" bn:

b1/β
n = logQ−1

n − (β−1 − 1)(log1−β Q−1
n ) log logQ−1

n + o(log1−β Q−1
n ),

b1/β−1
n = log1−β Q−1

n (1 + o(1)) �� n→ ∞.

&	�����	��
� ��
�
 
/3�
����
� "�� b
1/β
n �
� b

1/β−1
n �
�� (����) �
� ���33�
� ��
 o(1) �
��

	
�
� ��
 P ������: %
 ���
��
 ���� (���) ����� %��� F (x) := 1 − exp(−ex/β) �
�

An := logQ−1
n − (β−1 − 1)(log1−β Q−1

n ) log logQ−1
n , Bn := log1−β Q−1

n .

����
� ���� logZn − An = logZn − logQ−1
n − Bn(β−1 − 1) log logQ−1

n : %
 �
� "��� (���)
��
 �
�����


logZn − logQ−1
n ∼ −(β−1 − 1) log logQ−1

n (����)

�
 ��
 �
� {Zn > 0}�

!
 ��
 

/� �%� 
/��3�
� ��
 3���
�� logZn ��
�
��
� %����	� �

�
��
�: ��
� An ≡ 0 �

(���)�

������� 	� !" L(x) ∼ log−β x �� x→ ∞ "�� ���
 β > 0: ��



V (y) = (β + 1)−1 logβ+1 x(1 + o(1)).

$� %
 ���
 ���
��� �

���

�: %
 ��� �
�
�� ��
 ����3����� 
@	����

�� �" H �
� V �
��
(��2)� �
 ��	� ���


lim
n→∞P

( logβ+1 Zn

(β + 1) logβ Q−1
n

< x
∣∣∣Zn > 0

)
= 1 − e−x,

%���� �� 
@	����

� ��

lim
n→∞P

(
logZn < x logβ/(β+1)Q−1

n

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − exp
(
− xβ+1

β + 1

)
. (���+)

G�	���� �3
�'�
�: �
�
 logZn ���%� �� logβ/(β+1)Q−1
n � 8��� �� ���%
� ���
 "�� ��
 3���
��

"��� ��
 3�
���	� 
/��3�
: ��
�
 ��
�
 logZn ∼ logQ−1
n �� (����)�

������� �� 6
� log(1) x := log x �
�: "�� ��� k ≥ 1: �
A

 �
�	����
�� log(k+1) x :=
log(log(k) x)� &	33��
 ���� L(x) ∼ (log(k) x)−1 "�� ���
 k ≥ 3���� ���� �����
 �" L(x):

V (y) =
∫ log y

0

dx

L(ex)
= (log y) log(k−1) y(1 + o(1)) �� y → ∞.

D

�
: �� 8�
��
��:

lim
n→∞P(logZn log(k−1) Zn < x log(k)Q

−1
n |Zn > 0) = 1 − e−x. (���2)

8�'�
� ���������: %
 �����


lim
n→∞P(log(2) Zn + log(k)Zn < log(k+1)Q

−1
n + log x|Zn > 0) = 1 − e−x.

�



&�
�
 Zn → ∞ �
 ��
 �
� {Zn > 0}: �
� log(k+1)Q
−1
n → ∞ �� n → ∞: %
 �
"
� ���� "��


�
�� ε > 0:

lim
n→∞P

(∣∣∣ log(2) Zn

log(k+1)Q
−1
n

− 1
∣∣∣ > ε

∣∣∣Zn > 0
)

= 0.

8�
�
"��
:"�� 
�
�� k ≥ 3:

lim
n→∞P

(∣∣∣ log(k−1) Zn

log(2k−1)Q
−1
n

− 1
∣∣∣ > ε

∣∣∣Zn > 0
)

= 0.

8��� ����%� �� �
3���
 log(k)Zn �
 (���2) �� log(2k−1)Q
−1
n � $� � �
�	��: %
 �
�

lim
n→∞P

(
logZn < x

log(k)Q
−1
n

log(2k−1)Q
−1
n

∣∣∣Zn > 0
)

= 1 − e−x. (����)

8��� 
/��3�
 ���%� ���� ��
 3���
�� logZn ��
 ���% %��
 �
 ����������� ����� �3

��

�
/� %
 �	�
 ����
 �� ��
 ���	����
 %���� �� �
�����
� �
 8�
��
� �� $��	�
 ���� f(s) =
s+(1− s)1+αL((1− s)−1): %�
�
 α ∈ (0, 1] �
� L(x) �� � ���%�� �����
� "	
����
� 8�

��
�
A
����
� (���) �
� (��+):

H(x) = x−αL(x) (����)

�
�

V (y) =
∫ y

1

dx

x1−αL(x)
=

yα

αL(y)
(1 + o(1)) �� y → ∞. (���-)

&�
�
 V (y) �
��
��
�:

P(QnZn < x|Zn > 0) = P(V (Zn) < V (xQ−1
n )|Zn > 0).

*	���3���
� ���� 3���� �� H(Q−1
n ) �
� ��'�
� �
�� ����	
� (����) �
�(���-): %
 �����
 ��

��
 ��

����

P(QnZn < x|Zn > 0) = P(H(Q−1
n )V (Zn) < α−1xα + εn(x)|Zn > 0),

%�
�
 εn(x) → 0 �� n → ∞� B����
�
� ���� 
@	����� %��� 8�
��
� �: %
 ��
��	�


������
 �
@	

�
 �" �������	���
� P
(
H(Q−1

n )V (Zn) < x|Zn > 0
)

��
�
��
� %
�'�� ��

���
 
�
�
�


���
 ������ 8�	�: %
 ��
 �����

 8�
��
�� � �
� � �
 ��
 "����%�
� �
�	��0
)�

f(s) = s+ (1 − s)1+αL((1 − s)−1) (���F)

��� 
��� 0 ≤ α ≤ 1 �
� 
��� 
����� �����
� L(x)& ���


lim
n→∞P

(
H(Q−1

n )V (Zn) < x|Zn > 0
)

= F (α)(x), (���,)

����� F (α)(x)�
 � ��
��������
 ��
����
�

8�
 �
�� �" ���� 3�3
� �� ����
�>
� �� "����%�� &
����
 � �� �
���
� �� ��
 3���" �" 8�
��
���
&
����
 + ��
���
� �
 ���
�
����
 3���" �" &>
?� �
�	�� �
 ��
 ����3����� �
������ �" ��


�

/��
����
 3���������� �
� ���
 �
���'� �
���
� �� �����

�� ����� �� ��
 ��	� �
����

!
 ���� �
����
 %
 3���
 8�
��
� � �
� B�������� ��

�



���� ��������
 �������� $
 
��

���� ��
3 �
 �	� �
���� �� �� ��


�� ��
 %
�' ��
 
�
��

�
 �" ��
 "	
����
�� 
������>
� �
@	

�
 V (Zn) %��� ��
 ��
�
��

�
 �" 6�3���

���
�"���� �" Zn�

����� �� "�� V (x) �� � ��
��
���
& �
����
�
�& 
����� �����
� ��
����
� ��� �
���
�
��
����
 �� V (x) �� ��
��� �� G(x)� )� ����� �!�
� � ��
��
���
 ��
����
 ϕ(x) �
� �

����
�� an > 0 
��� ���� ��� ��� x > 0&

lim
n→∞E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}

= ϕ(x) (���)

���
 ��� ��� x > 0&

lim
n→∞P

(
a−1

n V (Zn) < x
∣∣∣Zn > 0

)
= ϕ(x). (���)

*����� H

 ��
 
����� �
��"� ���� "�� ��� x, ε > 0 �
� �
 ��������� �
@	

�
 {an} ��

"����%�
� 
������
� ����0

E
{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}

≤ P
(
Zn < G(an(x+ ε))

∣∣∣Zn > 0
)

+ exp
(
−G(an(x+ ε))

G(anx)

)
,

E
{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}

≥ P
(
Zn < G(an(x− ε))

∣∣∣Zn > 0
)
×

exp
(
−G(an(x− ε))

G(anx)

)
.

&�
�
 V (y) �� �
��
���
� �
� ���%�� �����
�: ��

 �� 8�
��
� ���� �" <F=:

lim
x→∞

G(x)
G(cx)

= 0 (��+)

"�� 
�
�� ��
���
� c > 1� 8�	�:"�� �
� ���

 ε > 0 �
� ��� x > 0:

lim inf
n→∞ P

(
Zn < G(an(x− ε))

∣∣∣Zn > 0
)
≤ lim sup

n→∞
E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}
,

lim inf
n→∞ E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}
≤ lim sup

n→∞
P

(
Zn < G(an(x+ ε))

∣∣∣Zn > 0
)
,

��: 
@	����

���:

lim inf
n→∞ P

(
a−1

n V (Zn) < x− ε
∣∣∣Zn > 0

)
≤ lim sup

n→∞
E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}
, (��2)

lim inf
n→∞ E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}
≤ lim sup

n→∞
P

(
a−1

n V (Zn) < x+ ε
∣∣∣Zn > 0

)
. (���)

!" (���) �����: ��

 (��2) �
� (���) ��3��

lim inf
n→∞ P

(
a−1

n V (Zn) < x
∣∣∣Zn > 0

)
≤ ϕ(x+ ε)

�
�

lim sup
n→∞

P
(
a−1

n V (Zn) < x
∣∣∣Zn > 0

)
≥ ϕ(x− ε).

6
���
� ε→ 0 �
� ��'�
� �
�� ����	
� ��
 ��
��
	��� �" ϕ(x): %
 �
� (���)� �

������ �� 8��� 3���" �" 6
���� �� �
 ��
 �3���� �" 6
���� "��� <-=: �	� 
��

������
���3�
��

�



����� 	� "�� ��� 
����
�� {yk; k ≥ 0} �� �����
����� ��$
�� ��

yk+1 := yk − ykl(yk), y0 ∈ (0, 1],

����� l(y) �
 � ��
���
� �
���
�
� ��
����
& l(y) < 1 ��� ��� y& �
� limy↓0 l(y) = 0� ���


lim
k→∞

yk+1

yk
= 1. (���)

�����������& ��

lim sup
k→∞

yk+2 − yk+1

yk+1 − yk
= lim sup

k→∞
yk+1l(yk+1)
ykl(yk)

<∞, (��-)

���
 ����� �!�
�
 � ��

��
� C > 0 
��� ���� ��� ��� n ≥ 0 �
� j ≥ 1&

j <

∫ yn

yn+j

dy

yl(y)
< j + C

n+j−1∑
n

l(yk). (��F)


�������
 	� )� (n+ j) → ∞& ���


j−1

∫ yn

yn+j

dy

yl(y)
→ 1.

*����� &�
�
 yn �
��
��
�: ��
 ����� y∗ := limn→∞ yn 
/����: �
� y∗ �� ��
���� �" ��


@	����
 y = y(1 − l(y))� �	� 	
�
� ��
 ��
�����
 l(y) < 1 ��
 ����
� 
@	����
 ��� ��

	
�@	
 ���	���
 y = 0� 8�	�: y∗ = 0: ��
� ��
 �
@	

�
 yn ��
�
��
� �� >
���8�
�
"��
:

yn+1

yn
= 1 − l(yn) → 1 �� n→ ∞,

��
� (���) �� 3���
��

H����	���:
yk − yk+1

ykl(yk)
≡ 1. (��,)

8���: ���
��
� %��� ��
 ��
���
����� �" yl(y): ��
���

j =
n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

ykl(yk)
<

∫ yn

yn+j

dy

yl(y)
,

A
����
� ��
 3���" �" ��
 ��%
� ��	
� �
 (��F)�

I��
� ����
 ��
 ��
���
����� �" yl(y): %
 �
�

n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

yk+1l(yk+1)
>

∫ yn

yn+j

dy

yl(y)
.

H
 ��
 ���
� ��
�:

n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

yk+1l(yk+1)
−

n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

ykl(yk)
<

n+j−1∑
k=n

ykl
2(yk)

yk+1l(yk+1)
, (����)

��
�
 �� ��
 ��
���
����� �" l(y):

yk − yk+1

yk+1l(yk+1)
− yk − yk+1

ykl(yk)
<

1
l(yk+1)

(yk − yk+1)2

ykyk+1

=
ykl

2(yk)
yk+1l(yk+1)

(yk − yk+1)2

(ykl(yk))2
=

ykl
2(yk)

yk+1l(yk+1)
.

�� (��-): ��
�
 
/���� � A
��
 ��
���
� C �	�� ����

ykl
2(yk)

yk+1l(yk+1)
< Cl(yk).

�



$33���
� ���� ��	
� �� ��
 ����� ��
� ���
 �
 (����):

n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

yk+1l(yk+1)
<

n+j−1∑
k=n

yk − yk+1

ykl(yk)
+ C

n+j−1∑
k=n

l(yk).

I��
� (��,): %
 �

 ���� ��
 A��� �	� �� ��
 ����� ��
� ���
 
@	��� j� 8��� 3���
� ��

	33
� ��	
��
 (��F)� �

&
�

W (x) :=
∫ 1

x

dy

yl(y)
0 < x < 1, (����)

%�
�
 l(y) �� "��� 6
��� ��

����� �� "�� l(y) �
� {yk} �� ��$
�� �
 �
 "���� (� #

��� ��
� ���� l(y) 
�����
�����
 �� +���� "�� ��� 
����
�� bn �� ������
�
� �
� 
���
���
� ��� ��
�����


W (bn) = anx(1 + o(1)) �
 n→ ∞, (����)

����� x ∈ (0,∞)& an := 1/l(yn)& �
� ��� kn := min{k : yk < bn}� ���


lim
n→∞

yn+kn

yn
= e−x. (���+)

*����� ����� �" ���: %
 
��
 ���� bn ��
�
��
� �� >
�� �� n→ ∞� !
�

�: ��
�
 yn ��
�
��
�
�� >
�� �
� limy→0 l(y) = 0: ��
 �
@	

�
 an �

�� �� �
A
���� $������
� �� ��
�����

(����): bn → 0 �� n→ ∞� D

�
: kn ��
� �� �
A
����

���
 ���� ���� (��-) ����� "�� 
�
�� ���%�� �����
� "	
����
 l(x)� B�
�
@	

���: 6
���
� ����� 	
�
� ��
 ��
�����
� �" 6
��� +� G
�����
� ���� kn → ∞ �
� 	��
� B�������� �
%��� n = 0 �
� j = kn: %
 ���


W (ykn) ∼ kn �� n→ ∞. (���2)

I��
� ��
 �
A
����
 �" kn �
� ��
 ��
���
����� �" bn ���
�

W (ykn−1) < W (bn) ≤W (ykn).

*��
��
�: �� (��F):

0 < W (ykn) −W (ykn−1) =
∫ ykn−1

ykn

dy

yl(y)
< Cl(ykn) = o(1) �� n→ ∞.

D

�
:

W (ykn) ∼W (bn) �� n→ ∞. (����)

B����
�
� (���2): (����): �
� (����): %
 ���
 A
����

kn ∼W (ykn) ∼W (bn) ∼ anx �� n→ ∞. (����)

&�
�
 l(y) �
��
��
�: ∫ yn

yn+kn

dy

yl(y)
>

1
l(yn)

log
yn

yn+kn

.

H
 ��
 ���
� ��
�: �� 6
��� �:∫ yn

yn+kn

dy

yl(y)
∼ kn �� n→ ∞.

$� � �
�	��: %
 ���

1

l(yn)
log

yn

yn+kn

< kn(1 + o(1)).

�



8�'�
� �
�� ����	
� (����) �
� �
�����
� ���� an = 1/l(yn): %
 �����
: "�� 
�
�� ε ∈ (0, 1)
�
� ��� ����
 n: ��
 �

@	�����

x > (1 − ε) log
yn

yn+kn

%�


�
�

yn < ex/(1−ε)yn+kn.

&�
�
 l(x) �� ���%�� �����
�: �� "����%� "��� ��
 3�
���	� �

@	����� ����

l(y)
l(yn)

→ 1 �� n→ ∞

	
�"����� "�� y ∈ [yn, yn+kn ]� 8���: ���
��
� %��� 6
��� �: ���
�

kn ∼
∫ yn

yn+kn

dy

yl(y)
∼ 1
l(yn)

log
yn

yn+kn

�� n→ ∞.

H
 ��
 ���
� ��
�: �� "����%� "��� (����) ���� kn ∼ anx� D

�
: �
�����
� ���� an = 1/l(yn):
%
 �
�

lim
n→∞ log

yn

yn+kn

= x.

8��� ���3�
�
� ��
 3���"� �

���� ����� �� ������� 	� 8�
 "	
����
 V (x): �
A

� �
 (��+): ����A
� ��
 ��
�����
�
�" 6
��� �� 8�	�: �� 3���
 ��
 ��
��
� �� �	E�
� �� ���% ���� (���) ����� %��� an =
[H(1/Qn)]−1 �
� ϕ(x) = 1 − e−x�

��� � �������� .����
 7�����
 3���
�� ��
 �
@	

�
 Qn �����A
� ��
 �
�	����
 
@	����


Qk+1 = 1 − f(1 −Qk) = Qk(1 −H(1/Qk)), (���-)

��
� ��
 �
@	

�
{Qk} ���
���
� %��� {yk} �
A

� �
 6
��� � "�� l(x) := H(1/x)� �	� 
��
����
:�

 ��
 
����� �
��"� ���� ��
 "	
����
 (f(s) − s)/(1 − s)�� �
��
���
�� G
���� 
�
� �
A
����
 (���) �" H(x): %
 �

 ���� l(x) �� ���� �
��
���
�� �� ���	�3���
 (���):
H(x) = L(x) ����
� ���%�� �� �
A
���� 8�
�
"��
: l(x) ����
� ���%�� �� >
��� �
 
��
 A
����
���� l(x) ≤ l(1) = p0 < 1 "�� x ∈ [0, 1]� &	�����>�
�: %
 ��
��	�
 ���� l(x) = H(1/x)
�����A
� ��� ��
�����
� �" 6
��� ��

6
�

sn = sn(x) = exp
{
− 1
G(anx)

}
.

����

���: sn �
��
��
� �
� (1 − sn)−1 ∼ G(anx) �� n→ ∞� D

�
:

V
( 1

1 − sn

)
∼ anx �� n→ ∞. (���F)

����
� ���� V (1/x) = W (x)"�� ��� x ∈ [0, 1]: %
 ��
 �
%���
 (���F) �
 ��
 "����%�
� "���0

W (1 − sn) ∼ anx �� n→ ∞.

B�
�
@	

���: ��� ��
�����
� �" 6
��� + ��
 "	�A��
� %��� l(x) = H(1/x): yn = Qn �
�
bn = 1 − sn� 8�
�
"��
:

lim
n→∞

Qn+kn

Qn
= e−x, (���,)

%�
�


kn := min{k : Qk < 1 − sn}. (����)

���� ���� �
A
����
 �" kn �� "����%� ���� fkn−1(0) ≤ sn < fkn(0)� 8�	�:

fn+kn−1 ≤ fn(sn) < fn+kn(0). (����)

�



I��
� ��
 �

@	�����

1 − f(fj(0)) =
∫ 1

fj(0)
f ′(y)dy > f ′(fj(0))(1 − fj(0)),

%
 �
�

f ′(fj(0))(1 − fj(0)) < 1 − fj+1(0) < 1 − fj(0) (����)

"�� 
�
�� �������� .����
 7�����
 3���
��� &�
�
 limj→∞ f ′(fj(0)) = 1: %
 ��
��	�
 "���
(����) ���� (1 − fj−1(0)) ∼ (1 − fj(0)) �� j → ∞� B����
�
� ���� %��� (����) ��
���

1 − fn(sn) ∼ Qn+kn �� n→ ∞. (���+)

���� ���� �
�����
 �
� (���,) %
 A
� ����

lim
n→∞E

{
exp

(
− Zn

G(anx)

)∣∣∣Zn > 0
}

= lim
n→∞

(
1 − 1 − fn(sn)

1 − fn(0)

)
= 1 − e−x.

8�	�: ��
 ��
��
� �� 3���
��

������ 	� 8�
 �
�	����
 �" (1−fn(sn)) �� (1−fn+kn(0)) %��� � 3��3
� kn: %���� �
���>
�
�
 ��
 3���" �" 8�
��
� �: %�� 3��3��
� �
 <,=J �

 ���� <+=� !" ��
 ����3����� �
������ �"
��
 
�

/��
����
 3���������� Qn �� '
�%
: %
 ��
 �
���
 ���
����
�� ��
����
�3�
��
�
����� ��
��
� (�

 8�
��
�� � �
� � �
 <+=)� $��	�
: "�� 
/��3�
:���� Qn ∼ n−1/α ��
n→ ∞ "�� ���
 α ∈ (0, 1]� 6
���
� sn = 1− xQn �
� �
�����
� �
A
����
 (����) �" kn: %

�

 ���� kn ∼ n/xα �� n→ ∞� 8�
�
"��
: �� (���+):

1 − fn(sn) ∼ Qn+kn ∼ (1 + x−α)−1/αQn �� n→ ∞.

��
����:

lim
n→∞E{sZn

n |Zn > 0} = 1 − (1 + x−α)−1/α,

��
� %
 ���
 (�) �
� (�) �" 8�
��
� ��

!
 ��
����� �� 3�3
� <+=: �	� %�� �� 3���
 � ����� ��
��
� "�� Zn ��
�
?� �
@	��
 �
�
�
"�������
 �
 Qn� !
��
�� �" ���� %
 ��
���
� ��
 ����� Qn+kn/Qn: %���� �� �
 ��
 �3����
�" <,=�

������ �� $
 ����3����� 
/3�
����
 "�� 1 − fn(s) ��
 �
 "�	
� 	
�
� ��
 �������
��
��
�����


L(x) = o(log−1 x). (���2)

�� 8�
��
� � �" <��=: ���� ��
�����
 �� �	E��

� "�� ��
 �������� �" �
�����


1 − fn(s) ∼
[
G

(
n+ V ((1 − s)−1)

)]−1
�� n→ ∞.

!
 3�����	���:

Qn ∼ [G(n)]−1 �� n→ ∞. (����)

I��
� ��
 �
���� �
�����
� �
 G
���' �: %
 ��
 �
���
 �	� 8�
��
� � "��� (����)� ���

���� ���	�3���
 (���2) �� �	3
�K	�	��

��+� ����� �� 
�������
 �� H����	���:

P(QnZn < x|Zn > 0) = P
(
H(Q−1

n )V (Zn) < H(Q−1
n )V (xQ−1

n )
∣∣∣Zn > 0

)
. (����)

!� "����%� "��� �
A
����
 (��+) �" V (x) ���� "�� ��������� ε ∈ (0, 1):

V (y) ≥
∫ y

εy

dx

xH(x)
=

log ε−1

H(y)
(1 + o(1)) �� y → ∞. (���-)

!� �
�
� ���� H(y)V (y) → ∞ �� y → ∞� &�
�
 H(x)(= L(x)) �� ���%�� �����
�:

L(Q−1
n )V (xQ−1

n ) ∼ L(xQ−1
n )V (xQ−1

n ) �� n→ ∞. (���F)

	



B����
�
� (���-) �
� (���F): %
 ��
��	�
 ���� L(Q−1
n )V (xQ−1

n ) → ∞ �� n → ∞� 8���
�
�����
: ���
��
� %��� (����) �
� (��2): 3���
� ��
 ����������

+� �� ��
 ���
��	���	�� ������	�	��

!
 &	��
����
 +�� %
 ���
 �	E��

� ��
�����
� %�

 ��
 �
@	

�
 yj: �
A

� �
 6
��� �:
�� ����3���������: �� j → ∞: 
@	����

� �� W−1(j): �

 6
��� 2 �
��%� $
 �33�������

�" ���� �
�	�� �� ��
 �
@	

�
 Qn ���
� 	� ��
 ����3����� �
������ �" Qn� !
 &	��
����

+�� %
 ����	�� ��
 �
K	

�
 �" ��
 "	
����
 L(x) �" (���) �
 ��
 
�

/��
����
 3�����������

+��� �� ��� ��������� ������� ��� ��� ��� ���� W (x)� 6
� {yj} �
 ��
 �
@	

�

�
A

� �
 6
��� �� !� "����%� "��� (����) �
� B�������� � %��� n = 0 ����

W (yj) = j + ψj (+��)

�
� ψj = o(j) �� j → ∞� D

�
:

yj = W−1(j + ψj).

��/ α > 0 �
� �
� l(x) = xα �
 (����)� 8�

 W (x) = α−1(x−α − 1): �
�: ��
�
@	

���:

W−1(x+ o(x)) ∼W−1(x) �� x→ ∞. (+��)

!
 3�����	���: yj ∼ W−1(j) �� j → ∞� �	� �" W (x) �� �
A

� �� � ���%�� �����
� l(x):
��

 (+��) �� 
�� ��	
 �
 �


���� D�%
�
�: �" l(x) ��
� �� >
�� �	E��

��� "���: ��


W−1(j + ψj) ∼W−1(j): �� ��
 

/� �
��� ���%��

����� !� #

��� ���� �(�,� ����
 �
� l(x) = o(log−1 x)� ���
& �
 j → ∞&

yj = W−1(j)(1 + o(1)).

*����� L	���
� n = 0 �
 (��F) �
� ��'�
� �
�� ����	
� ��
 �
A
����
 (����) �" W (x): %

���


j < W (yj) < j + C

j−1∑
k=0

l(yk). (+�+)

!� "����%� "��� ��
 �
"� �

@	����� �
� ��
���
����� �" W (x) ���� yj < W−1(j)� &�
�
 l(x)
�
��
��
�: ���� ��	
� ��3��
�

j−1∑
k=0

l(yk) <
j−1∑
k=0

l(W−1(k)).

����
� ���� l(W−1(x)) �
��
��
�: �

 ���: "�� 
�
�� k ≥ 1: ��
 ��	
�

l(W−1(k)) ≤
∫ k

k−1
l(W−1(x))dx.

8�
�
"��
:
j−1∑
k=1

l(W−1(k)) ≤
∫ j

0
l(W−1(x))dx.

&	�����	��
� x = W (y) �
 ��
 ���� �
�
���� �
� ��'�
� �
�� ����	
� ��
 
@	�����

W ′(x) = − 1
xl(x)

, (+�2)

�

 ��
 
����� �
��"� ����∫ j

0
l(W−1(x))dx =

∫ W−1(j)

1
l(y)W ′(y)dy = −

∫ W−1(j)

1
y−1dy = − logW−1(j).

�




8�	�:
j−1∑
k=1

l(W−1(k)) ≤ − logW−1(j).

&	�����	��
� ���� ��	
� �
�� (+�+): %
 �
�: "�� ���
 C <∞: ��
 �

@	�����

j < W (yj) < j − C logW−1(n),

��: 
@	����

���:

W−1(j −C logW−1(n)) < yj < W−1(j). (+��)

8� ���% ���� ��
�
 ��	
�� "�� yj ��
 ����3��������� 
@	����

�: %
 ��
���
� ��
 ��9
�

�


logW−1(j) − logW−1(j − C logW−1(n)).

����

���: ���� ��9
�

�
 ��
� 
�� 
/�

�

C sup
x∈[n,n−C log W−1(n)]

(logW−1)′(x) logW−1(n) <∞. (+��)

$33���
� (+�2): %
 �
�

(logW−1)′(x) =
(W−1)′(x)
W−1(x)

=
1

W−1(x)W ′(W−1(x))
= −l(W−1(x)).

&�
�
 l(W−1(x)) �� �
��
���
�: ��
 �
"� ��
� ���
 �" (+��) 
@	���

−Cl(W−1(n)) logW−1(n).

!� �
�
� ����

lim
j→∞

logW−1(j) − logW−1(j − C logW−1(n)) = 0

�" l(x) = o(log−1 x) �� x → 0� 8�
 ����
�

� �" �
��� "����%� "��� (+��) �
� ��
 ����
�
�����
� �

��% %
 	�
 6
��� 2 �� �
�
���

 ��
 ����3����� �
������ �" ��
 
�

/��
����
 3���� 
������ �" Zn�

�� (���-):

Qn+1 = Qn −QnH(1/Qn).

$� %
 ���%
� �
 ��
 3���" �" 8�
��
� �: ��
 "	
����
 l(x) := H(1/x) �����A
� ��
 ��
�� 
���
� �" 6
��� �� 8�	�: �
 ���
� �� �33�� 6
��� 2 �� ��
 �
@	

�
 Qn: %
 


� �
�� ��
��
�' ��
�����
 (��-) %��� H(1/x)� &�
�


Qn −Qn+1 = fn+1(0) − fn(0) = f(fn(0)) − f(fn−1(0))

�
� f ′(s) �
��
��
�:

f ′(fn−1(0))(Qn−1 −Qn) < Qn −Qn+1 < (Qn−1 −Qn).

!� "����%� "��� ��
�
 ��	
�� ����

lim
n→∞

Qn −Qn+1

Qn−1 −Qn
= f ′(1) = 1,

��
� (��-) ������ D

�
:

Qn ∼W−1(n) �� n→ ∞,

3�����
� ���� H(1/x) = o(log−1 x) �� x→ 0� 8��� �
�	�� %�� �����

� �
 <��= (�

 8�
��
�
� �
� B�������� � ��
�
) �� 	��
� �
���
� �
�����

�
 ��
��	�
 ���� �	��
����
 %��� �
 
/��3�
: %���� ���%� ���� ��
 ��
�����
 l(x) =
o(log−1 x) �� ����
 �� �
�
� 

�
����� "�� ��
 �������� �" ��
 ����
�

� �" 6
��� 2�

��



������� !� $��	�
 ���� l(x) = log−α x−1 "�� ���
 α ∈ (0, 1]� !
 ���� ���
:

yn+1 = yn

(
1 − log−α 1

yn

)
"�� y0 < e−1.

8�'�
� ��������� �� ���� ���
�: %
 �����
 �� ��
 
@	�����

log
1

yn+1
= log

1
yn

− log
(
1 − log−α 1

yn

)
.

I��
� 8����� 
/3�
���
 "�� log(1 − x): %
 �
�

log
1

yn+1
= log

1
yn

+
∞∑

j=1

1
j

log−jα 1
yn
.

D

�
:

logα+1 1
yn+1

= logα+1 1
yn

[
1 + log−α−1 1

yn
+

1
2

log−2α−1 1
yn

+O
(
log−3α−1 1

yn

)]α+1

= logα+1 1
yn

+ (α+ 1) +
(α+ 1)

2
log−α 1

yn
+O

(
log−2α 1

yn

)
.

6
���
� xn := logα+1 y−1
n : %
 ���


xn+1 = xn + (α + 1) +
α+ 1

2
x−α/(α+1)

n +O(x−2α/(α+1)
n ).

D

�
:

xn = x0 + (α+ 1)n +
n−1∑
j=0

α+ 1
2

x
−α/(α+1)
j +O

(n−1∑
j=0

x
−2α/(α+1)
j

)
. (+�-)

B�
����: xn = (α+ 1)n + o(n) �� n→ ∞� 8�
�
"��
:

x
−α/(α+1)
j = (α+ 1)−α/(α+1)j−α/(α+1)(1 + o(1)) �� j → ∞.

&	���
� ��
� j ∈ [0, n): %
 �
�

n−1∑
j=0

α+ 1
2

x
−α/(α+1)
j = c(α)n1/(α+1)(1 + o(1)) �� n→ ∞,

%�
�
 c(α) = 2−1(α+ 1)−α/(α+1)� &	�����	��
� ���� 
@	����� �
�� (+�-): %
 ���


xn = (α+ 1)n + c(α)n1/(α+1)(1 + o(1)) �� n→ ∞.

.��
� ���' �� yn:

yn = exp
{−[(α+ 1)n]1/(α+1) − c′(α)n(1−α)/(1+α)(1 + o(1))

}
�� n→ ∞, (+�F)

%�
�
 c′(α) = 2−1(α+ 1)−2α/(α+1)�

H
 ��
 ���
� ��
�: W (x) = (α+ 1)−1 logα+1 x−1 �" l(x) = log−α x−1� 8�	�:

W−1(n) = exp
{−[(α+ 1)n]1/(α+1)

}
. (+�,)

B��3���
� (+�F) �
� (+�,): %
 �

 ���� yn �
� W−1(n) ��
 
�� ����3��������� 
@	����

�:
"�� ��� α ∈ (0, 1]�

��



+��� �� ���  ���� ���� ���"��� ��� ��
������ � �� L(x) ��# �� Qn� 8� 	�
 (����)
%
 


� �� �
�
���

 ��
 ����3����� �
������ �" G(x) = V −1(x)� �	� ���� �� 
�� 
���:
�
��	�
 �" ��
 ���% ��������
 �" V (x)� �
 %��� �
��
�����
 �� %��� ��
 "����%�
� 
/��3�
�
$��	�
: ����

V (x) = a logθ x+ b logθ−β x+ o(logθ−1 x), (+���)

%�
�
 a �
� b ��
 3������
: θ > 1 �
� β ∈ (0, 1]� 8� A
� ��
 ����3����� �
������ �" ��

"	
����
 G(x): %
 ��
���
� ��
 
@	����


azθ + bzθ−β + g(z) = x, (+���)

%�
�
 g(z) = o(zθ−1)� !� �� 
����� �


: ���� z = (x/a)1/θ(1 + o(1)) �� x → ∞� 6
���
�

z = (x/a)1/θ(1 + δ(x)) �
 (+���): %
 ���


x
(
1 + θδ(x) +O(δ2(x))

)
+ b(x/a)1−β/θ(1 + (θ − β)δ(x) +O(δ2(x))

)
+ o(x1−1/θ) = x.

8�
�
"��
:�� x→ ∞:

δ(x) = − b

aθ
(x/a)−β/θ(1 + o(1))

�
�

z = (x/a)1/θ − b

aθ
(x/a)(1−β)/θ(1 + o(1)).

8��� �
�
� ���� 	
�
� (+���):

G(x) = exp
{

(x/a)1/θ − b

aθ
(x/a)(1−β)/θ(1 + o(1))

}
�� x→ ∞. (+���)

8�
�
"��
: �
 ���
� �� A
� ��
 ����3������ �" G(x): �� �� 
�� 

�	�� �� '
�% �
�� ��
���


�
�� �" ��
 ����3������ �" V (x)� B�
�
@	

���: �" Z(i): i = 1, 2: ��
 .����
 �����


3���
��
� �����"��
� (���) %��� ���%�� �����
� "	
����
� L(i) �
� L(1)(x) ∼ L(2)(x): ��

 ��

��� ��33

 ���� Q
(1)
n �
� Q

(2)
n ��
 
�� ����3��������� 
@	����

��

#��
���������
�� 8��� %��' %�� A
���
� �	��
� ��
 A��� �	����?� ����� �� ��
 �
�
�������
!
����	�
 �
 ����� D��3������� �� ����
"	��� ��'
�%�
��
�� �
 %�	�� ��'
 �� ���
' M��	�
��
������

 "�� �
���'� %���� �
� �� � �
��
� 3�
�

�����
 �" ��
 �
�	����

�
�
�
��
�
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