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Aufgabe 36: Koerzitivitiat eines degeneriert konvexen Funktionals.
Es seien Q = B;(0) C R4, a >0, ¢ € [1,00[ und

I(u):/ﬂ|x|a|Vu(x)|qu.

(a) Es sei p € [1,q|. Zeige, dass I : W'P(Q) — [0, oo] strikt konvex ist.
(b) Leite mittels einer HOLDER-Abschitzung die Koerzitvitit von I auf Wy () her, falls
pa < d(g—p) gilt.

(c) Esseinun d =1 und M = {u € WH(Q) | u(£1) = +1}. Untersuche die Existenz
eines Minimizers fiir alle Falle von «, p und q. Gebe diesen gegebenfalls explizit an.

Aufgabe 37: Verallgemeinerung des Satzes von loffe. Wir wollen die Bedingungen
fiir die schwache Unterhalbstetigkeit fiir Funktionale I : u — [, f(z,u(x), Vu(z)) dz
abschwiéchen. Im Satz von Ioffe wird f(z,u, A) > h(z) mit h € L}(Q2) verlangt.

Finde moglichst grofe g € [1, 00], so dass I auf WHP(Q2; R™) schwach unterhalb folgenstetig
ist, wenn f sich nach unten durch f(z,u, A) > h(x)— c|u|’ abschétzen ldsst und auch alle
anderen Bedingungen im Satz von loffe erfiillt.

Zeige, dass ein Funktional schwach unterhalbfolgenstetig sein kann, auch wenn es nicht
koerziv ist.

Aufgabe 38: Fehlende schwache Unterhalbfolgenstetigkeit. Es sei Q = B;(0) C R?
und s € [1,6]. Fir u € Rund A € R? sei f: R x R® — R definiert durch f(u, A) =
LI A[2 = 1000]ul*.

Zeige, dass I : H(Q) — R; u— [, f(u(x), Vu(z))dz nur dann schwach unterhalbfolgen-
stetig ist, wenn s < 6 gilt.

Hinweis: Die Folge uy(r) = kmax{0, 1 — k?|x|} ist recht interessant.

Aufgabe 39: Yosida-Moreau-Regularisierung. Es sei f : R¥ — R, gegeben, wobei
ein u, € R¥ mit f(u,) < oo existiere. Fiir festes w > 0 setzen wir

fr(u) = min{ f(v) + AMu—v| | v € RF}.

(a) Zeige, dass fy : R¥ — R (ohne “o0”) stetig ist.

(b) Zeige die Monotonie fy(u) < fu(u) < f(u) fir A < p. Untersuche unter welchen
Voraussetzungen fy(u) — f(u) fiir A — oo gilt.

(c) Fiir welche w iibertragt sich die Konvexitét von f auf f)7?

Abgabe der Losungen am 11. Januar 2010.
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