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Aufgabe 32: Starke Stetigkeit.

Betrachte eine Funktion f ∈ C0(Ω×R
m), die für ein p ∈ [1,∞[ und C > 0 die Abschätzung

|f(x, u)| ≤ C(1+|u|p) für alle x und u erfüllt. Zeige, dass das Funktional

I :

{

Lp(Ω; Rm) → R,

u 7→
∫

Ω
f(x, u(x))dx

stetig (in der Normtopologie) ist.

Aufgabe 33: Schwache Konvergenz in Sobolev-Räumen.

Wir wollen zeigen, dass uk ⇀ u in Wk,p(Ω) genau dann gilt, wenn für alle α ∈ N
d
0

mit
|α| ≤ k die Konvergenz Dαuk ⇀ Dαu in Lp(Ω) gilt.

(a) Identifiziere W1,p(Ω) mittels v = (Dαu)|α|≤k mit einem abgeschlossenen Unterraum Up

des Raumes Vp =
⊗

|α|≤k Lp(Ω).

(b) Zeige, dass die schwache Konvergenz in Vp eingeschränkt auf Up genau die schwache
Konvergenz in Wk,p(Ω) bedeutet und folgere die gewünschte Charakterisierung.

Aufgabe 34: Dualraum-Einbettung. Betrachte zwei Banach-Räume (X, ‖ · ‖X) und
(Y, ‖ · ‖Y ) mit dichter und stetiger Einbettung X ⊂ Y .

(a) Definiere auf dem Dualraum Y ∗ von Y die Abbildung

‖ · ‖∗ :

{

Y ∗ → R,

η 7→ sup
‖x‖X=1

〈η, x〉Y ∗×Y

Zeige, dass ‖ · ‖∗ eine Norm auf Y ∗ definiert, die schwächer ist als ‖ · ‖Y ∗ .

(b) Beweise, dass die Vervollständigung (X◦, ‖ · ‖∗) von (Y ∗, ‖ · ‖∗) eine Darstellung des
Dualraums von X∗ ist und dass damit Y ∗ dicht und stetig in X∗ eingebettet ist.

Aufgabe 35: Weihnachtliche Preisaufgabe. Gegeben sei das Funktional

Iθ(u) =

∫

1

0

u′(x)2

1+u′(x)4
+ θ2|u′(x)| + (u(x)−x)2 dx

auf X = {u ∈ H1(]0, 1[) | u(0) = 0 }. Berechne g(θ) = infu∈X Iθ(u) und charakterisiere in
Abhängigkeit von θ das Verhalten von u und u′ entlang aller infimierenden Folgen.
Die beste Lösung dieser Aufgabe gewinnt einen Büchergutschein über 50 Euro.

Abgabefrist ist Montag, der 1. Februar 2010.

Abgabe der Lösungen der Aufgaben 32–34 am 4. Januar 2010.
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