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hnungSommersemester 2007Dr. Dorothee KneesProf. Alexander Mielke20. Juni 2007Übungsblatt 10Aufgabe 41:In der Vorlesung wurde der Begri� glei
hmäÿige äuÿere Kegelbedingung für bes
hränkteGebiete eingeführt. Finde einen dreidimensionalen Polyeder, der diese Bedingung ni
hterfüllt. (Ein detaillierter Beweis wird ni
ht verlangt.)Aufgabe 42:Sei Ω ⊂ R
d ein Gebiet und f ∈ C1(Ω × R

m × R
m×d, R). Sei ferner u ∈ W 1,p(Ω) einMinimierer des Funktionals

I(u) =

∫
Ω

f(x, u(x),∇u(x)) dx.Für eine Kugel BR(x0) ⊂ Ω existiere eine Konstante M , so dass |u(x)|+ |∇u(x)| ≤ M fürfast alle x ∈ Ω. Folgere, dass u auf BR(x0) folgende s
hwa
he Euler-Lagrange-Glei
hungerfüllt: ∫
BR(x0)

∂uf(x, u(x),∇u(x)) · φ + ∂Af(x, u(x),∇u(x)) : ∇φ dx = 0für alle φ ∈ C∞

c (BR(x0)).Aufgabe 43: (freiwillig)Gegeben I : L2((0, 1)) → R∞ mit I(u) = ‖u‖4
L4(Ω). Zeige:(a) I ist konvex und stark unterhalbfolgenstetig.(b) Bestimme ∂I(u) für alle u ∈ L2((0, 1)). Überlege dazu, dass für u, v ∈ L4((0, 1)) dieRi
htungsableitung DI(u)[v] sinnvoll de�niert ist. Für wel
he u gilt sogar DI(u) ∈

[L2((0, 1))]′ ?(
) Für alle u ∈ L2(0, 1) mit I(u) < ∞ und für alle ε > 0 existiert ein ℓ = ℓ(u, ε) ∈
L2(0, 1)′ mit

I(v) ≥ I(u) − ε − 〈ℓ, v − u〉 ∀ v ∈ L2(0, 1).Hinweis: Man wähle Weg (i) oder (ii):(i) Konstruiere ℓ wie folgt: Finde R > 0, ℓ(x) und eine Funktion a ∈ L1(0, 1) mit∫ 1

0
a(x) dx ≤ ε, so dass

f(u(x) + w) − f(u(x)) − ℓ(x)w + a(x) ≥ 0für alle w ∈ R und fast alle x ∈ (0, 1) mit |u(x)| ≥ R. Hierbei f(u) = u4.(ii) Zeige: Sei X ein Bana
h-Raum und I : X → R∞ sei konvex und unterhalbstetig.Für jedes u ∈ X mit I(u) < ∞ und für jedes ε > 0 existiert ℓ ∈ X ′ so dass für alle
v ∈ X

I(v) ≥ I(u) − ε + 〈ℓ, v − u〉. (bitte wenden)15



Aufgabe 44: (s
hriftli
h)Sei ΩΦ ⊂ R
2 in Polarkoordinaten gegeben dur
h
ΩΦ = {(x, y) ∈ R

2; x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, 0 < r < 1, 0 < ϕ < Φ},

0 < Φ < 2π. Ferner seien
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2; y = 0, x ∈ (0, 1)},

ΓΦ = {(x, y) ∈ R
2; x = r cos Φ, y = r sin Φ, 0 < r < 1}.Auf ΩΦ betra
hten wir den Lapla
e-Operator mit Diri
hlet-Randbedingungen auf Γ0 undNeumann-Randbedingungen auf ΓΦ:

∂2
xu + ∂2

yu = △u = 0, (x, y) ∈ ΩΦ,

u = 0 x ∈ Γ0,

∂u

∂~n
= ∇u · ~n = 0 x ∈ ΓΦ,wobei ~n der äuÿere Normalenvektor auf ΓΦ ist.Man bestimme sämtli
he Lösungen der Form u = rαv(ϕ) mit v 6≡ 0.Wel
he dieser Lösungen liegen in W 1,2(ΩΦ)?Wann sind sämtli
he W 1,2�Lösungen dieser Form sogar in W 2,2(ΩΦ)?
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