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Ubungsblatt 10
Aufgabe 41:

In der Vorlesung wurde der Begriff gleichmdflige dufiere Kegelbedingung fiir beschrinkte
Gebiete eingefiihrt. Finde einen dreidimensionalen Polyeder, der diese Bedingung nicht
erfiillt. (Ein detaillierter Beweis wird nicht verlangt.)

Aufgabe 42:
Sei © C R? ein Gebiet und f € C1(Q2 x R™ x R™*4 R). Sei ferner u € WP(Q) ein
Minimierer des Funktionals

I(u):/ﬂf(x,u(x),Vu(x))dx.

Fiir eine Kugel Br(zg) C Q existiere eine Konstante M, so dass |u(z)|+ |Vu(z)| < M fiir
fast alle x € €. Folgere, dass u auf Bg(xq) folgende schwache Euler-Lagrange-Gleichung
erfiillt:

/ Ouf (2, u(z), V() - & + O f (2, u(z), V() : Voda = 0
Br(z0)
fiir alle ¢ € C°(Bg(xo)).

Aufgabe 43: (freiwillig)
Gegeben I : L?((0,1)) — Ry mit I(u) = ||u||i4(m. Zeige:

(a) I ist konvex und stark unterhalbfolgenstetig.

(b) Bestimme 91 (u) fiir alle u € L2((0,1)). Uberlege dazu, dass fiir u, v € L*((0, 1)) die
Richtungsableitung DI (u)[v] sinnvoll definiert ist. Fiir welche w gilt sogar DI(u) €
[L2((0,1)))?

(c) Fiir alle v € L*(0,1) mit I(u) < oo und fiir alle € > 0 existiert ein £ = {(u,e) €
L2(0,1) mit
I(v)>1(u) —e— {{,v—u) Yov e L*(0,1).
Hinweis: Man wihle Weg (i) oder (ii):
(i) Konstruiere ¢ wie folgt: Finde R > 0, ¢(z) und eine Funktion a € L'(0,1) mit
fol a(z)dz < g, so dass

fu(z) +w) = fu(z)) — €(@)w + a(z) = 0
fiir alle w € R und fast alle z € (0,1) mit |u(z)] > R. Hierbei f(u) = u®.

(ii) Zeige: Sei X ein Banach-Raum und 7 : X — R, sei konvex und unterhalbstetig.
Fiir jedes u € X mit I(u) < oo und fiir jedes ¢ > 0 existiert £ € X’ so dass fiir alle
ve X

I(v) > I(u) —e+ ({,v —u).

(bitte wenden)
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Aufgabe 44: (schriftlich)
Sei Qg C R? in Polarkoordinaten gegeben durch

Qo ={(z,y) ER} 2 =rcosp, y=rsing, 0<r<1,0<p<d}
0 < ® < 27. Ferner seien

Ty ={(x,y) € R* y=0,z¢€ (0,1},
I'p ={(z,y) ER*} z=rcos®, y=rsin®, 0 <r < 1}.

Auf Q¢ betrachten wir den Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen auf I'y und
Neumann-Randbedingungen auf [':

Pu+ hu = Au =0, (x,y) € Qo,
u=0 x €Iy,
0
a—g:Vu-ﬁ:O x €y,

wobei 77 der dufsere Normalenvektor auf I'g ist.
Man bestimme simtliche Losungen der Form u = r®v(p) mit v # 0.
Welche dieser Losungen liegen in W12(Q4)?

Wann sind sédmtliche W2 Losungen dieser Form sogar in W22%(Qg)?

Ni#chste Ubungsstunde: Mittwoch 27. Juni 2007
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