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Ubungsblatt 9

Aufgabe 37:

Sei Q = By(0) C R3, s € [1,00]. Fiir u € Rund A € R® sei f : R x R® — R definiert
durch f(u, A) = LA — 1000 [ul’.

Man zeige: f ist genau dann schwach unterhalbfolgenstetig auf W12(Q), wenn s € [1,6).
Hinweis: Die Folge uy(z) = kmax{0, 1 — k? |z|}, k € N, ist recht interessant.

Aufgabe 38:
Fiir v € Wy ?((—1,1)) sei I(v) = f ) |:17|2 |/ (x)]> dz. Man zeige:

— [ ist koerziv auf W, (Q),
— [ ist nicht koerziv auf W, ”(Q).
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Insbesondere ist I auf W, () nicht koerziv!

Aufgabe 39: (schriftlich)

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons eines Wasserstoffatoms wird durch die
Dichte p : Q — [0,00) mit Q = B(0, R) C R3 beschrieben Setzen Wir p(z) = u*(z), so wird
die potentielle Energie des Elektrons durch I, fQ \:v\ x) dz und die kinetische
Energie durch I, (u) = [, p|Vu(z)|* dz beschrleben, wobei ji, v positive physikalische
Konstanten sind. Welse nach, dass das Funktional I(u) = L, (u) + Lyt (u) auf M = {u €
Wh2(Q) : ||lul|zz = 1} sein Infimum annimmt.
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Hinweis: Zeige und verwende (z — 51') € L*(Q) und |[u?||12(q) < Cllull Z2 o 1wl 710

Aufgabe 40: Galerkin Verfahren

Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet. f € C1(R% R) sei konvex mit Df(0) = 0 und es
gebe ein p € [2,00) und Konstanten ¢; > 0 so dass fiir alle A, B € R? gilt

[f(A)] < a1+ ]AP) (1)
IDaf(A)| < oo+ AP (2)
f(B) = f(A)=Daf(A)-(B—A) >c3|A—BJP (3)

Beispiel (ohne Beweis): f(A) = > |A[” erfiillt (1) (3) falls p > 2.

Sei ferner V) := Wol’p(Q) und fiir A > 0 seien V}, C V4 endlichdimensionale Teilriume mit
Vi, C Vp, fiir hy > hg und

U=V (4)

h>0
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Fiir £ € (W'P(Q)) sei I : Vy — R gegeben durch

I(v) = /Qf(Vu(x))dx— (0, v).

Wir betrachten folgende Minimierungsaufgaben fiir A > 0:

(Py) Finde up € Vo mit I(ug) < I(v) fiir alle v € V4,

(Py) Finde uy, € Vi, mit I(up) < I(vy) fir alle v, € Vj,. (b > 0)

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Folge der Minimierer der Aufgaben (Pj,) fiir
h \, 0 stark gegen den Minimierer von [ auf Vj konvergiert. Wahlt man zum Beispiel fiir
die Raume V}, geeignete Finite-Element-Raume, so folgt (unter der Voraussetzung, dass
(Pp,) exakt gelost wird) die Konvergenz des FE-Verfahrens.

Man zeige:

(a)
(b)

()

(e)

Fiir alle h > 0 besitzt die Aufgabe (P,) eine eindeutige Losung u;, € Vj,.

Fiir alle h > 0 16st uy, die schwache Euler-Lagrange Gleichung
/ DAf(Vuh) -V dx = <£, Uh> Yo, € Vj.
Q

Aus der Konvexitédtsungleichung (3) folgt die Monotonie-Ungleichung
(Daf(B) = Daf(A)) - (B —A) > 2c3|A— BJ".

Man benutze die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen und zeige, dass eine Kon-
stante ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle h > 0 und jede Losung u,; gilt

1
p—1

||uhHW1»P(Q) <c ||£||(W17P(Q))’ :

Man benutze die Euler-Lagrange-Gleichungen und zeige, dass fiir alle Losungen wuy,
und fiir alle v, € V}, gilt

/Q (DAf(VUO) - DAf(VUh)) - V(ug — up) do

= /Q (Daf(Vug) — Daf(Vug)) - V(ug — vp) da.

Hiermit zeige man folgende Variante des Lemmas von Céa: Es existiert eine Kon-
stante ¢ > 0 so dass fiir alle h > 0 folgendes erfiillt ist:

[|uo — Uh”gvl,p(g) < Cvirel‘f/h [uo — UhHWLP(Q) ’

Man zeige uj, — uy in W2(Q).

N#chste Ubungsstunde: Mittwoch 20. Juni 2007
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