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Variationsre
hnungSommersemester 2007Dr. Dorothee KneesProf. Alexander Mielke13. Juni 2007Übungsblatt 9Aufgabe 37:Sei Ω = B1(0) ⊂ R
3, s ∈ [1,∞]. Für u ∈ R und A ∈ R

3 sei f : R × R
3 → R de�niertdur
h f(u, A) = 1

2
|A|2 − 1000 |u|s.Man zeige: f ist genau dann s
hwa
h unterhalbfolgenstetig auf W 1,2(Ω), wenn s ∈ [1, 6).Hinweis: Die Folge uk(x) = k max{0, 1 − k2 |x|}, k ∈ N, ist re
ht interessant.Aufgabe 38:Für v ∈ W

1,p
0 ((−1, 1)) sei I(v) =

∫ 1

−1
|x|

1

2 |v′(x)|2 dx. Man zeige:
p < 4

3
=⇒ I ist koerziv auf W

1,p
0 (Ω),

p > 4
3

=⇒ I ist ni
ht koerziv auf W
1,p
0 (Ω).Insbesondere ist I auf W

1,2
0 (Ω) ni
ht koerziv!Aufgabe 39: (s
hriftli
h)Die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit des Elektrons eines Wassersto�atoms wird dur
h dieDi
hte ρ : Ω → [0,∞)mitΩ = B(0, R) ⊂ R

3 bes
hrieben. Setzen wir ρ(x) = u2(x), so wirddie potentielle Energie des Elektrons dur
h Ipot(u) =
∫

Ω
− γ

|x|
u2(x) dx und die kinetis
heEnergie dur
h Ikin(u) =

∫

Ω
µ|∇u(x)|2 dx bes
hrieben, wobei µ, γ positive physikalis
heKonstanten sind. Weise na
h, dass das Funktional I(u) = Ikin(u) + Ipot(u) auf M = {u ∈

W 1,2(Ω) : ‖u‖L2 = 1} sein In�mum annimmt.Hinweis: Zeige und verwende (x 7→ 1
|x|

) ∈ L2(Ω) und ‖u2‖L2(Ω) ≤ C‖u‖
1

2

L2(Ω)‖u‖
3

2

H1(Ω).Aufgabe 40: Galerkin VerfahrenSei Ω ⊂ R
d ein bes
hränktes Gebiet. f ∈ C1(Rd, R) sei konvex mit Df(0) = 0 und esgebe ein p ∈ [2,∞) und Konstanten ci > 0 so dass für alle A, B ∈ R

d gilt
|f(A)| ≤ c1(1 + |A|p) (1)

|DAf(A)| ≤ c2(1 + |A|p−1) (2)
f(B) − f(A)−DAf(A) · (B − A) ≥ c3 |A − B|p (3)Beispiel (ohne Beweis): f(A) = 1

p
|A|p erfüllt (1)�(3) falls p ≥ 2.Sei ferner V0 := W

1,p
0 (Ω) und für h > 0 seien Vh ⊂ V0 endli
hdimensionale Teilräume mit

Vh1
⊂ Vh2

für h1 ≥ h2 und
⋃

h>0

Vh = V0. (4)13



Für ℓ ∈ (W 1,p(Ω))′ sei I : V0 → R gegeben dur
h
I(v) =

∫

Ω

f(∇u(x)) dx − 〈ℓ, v〉.Wir betra
hten folgende Minimierungsaufgaben für h ≥ 0:(P0) Finde u0 ∈ V0 mit I(u0) ≤ I(v) für alle v ∈ V0.(Ph) Finde uh ∈ Vh mit I(uh) ≤ I(vh) für alle vh ∈ Vh. (h > 0)Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Folge der Minimierer der Aufgaben (Ph) für
h ց 0 stark gegen den Minimierer von I auf V0 konvergiert. Wählt man zum Beispiel fürdie Räume Vh geeignete Finite-Element-Räume, so folgt (unter der Voraussetzung, dass(Ph) exakt gelöst wird) die Konvergenz des FE-Verfahrens.Man zeige:(a) Für alle h ≥ 0 besitzt die Aufgabe (Ph) eine eindeutige Lösung uh ∈ Vh.(b) Für alle h ≥ 0 löst uh die s
hwa
he Euler-Lagrange Glei
hung

∫

Ω

DAf(∇uh) · ∇vh dx = 〈ℓ, vh〉 ∀vh ∈ Vh.(
) Aus der Konvexitätsunglei
hung (3) folgt die Monotonie-Unglei
hung
(

DAf(B) − DAf(A)
)

· (B − A) ≥ 2c3 |A − B|p .Man benutze die s
hwa
hen Euler-Lagrange-Glei
hungen und zeige, dass eine Kon-stante c > 0 existiert, so dass für alle h ≥ 0 und jede Lösung uh gilt
‖uh‖W 1,p(Ω) ≤ c ‖ℓ‖

1

p−1

(W 1,p(Ω))′ .(d) Man benutze die Euler-Lagrange-Glei
hungen und zeige, dass für alle Lösungen uhund für alle vh ∈ Vh gilt
∫

Ω

(

DAf(∇u0) − DAf(∇uh)
)

· ∇(u0 − uh) dx

=

∫

Ω

(

DAf(∇u0) − DAf(∇uh)
)

· ∇(u0 − vh) dx.Hiermit zeige man folgende Variante des Lemmas von Céa: Es existiert eine Kon-stante c > 0 so dass für alle h > 0 folgendes erfüllt ist:
‖u0 − uh‖

p

W 1,p(Ω) ≤ c inf
vh∈Vh

‖u0 − vh‖W 1,p(Ω) .(e) Man zeige uh → u0 in W 1,p(Ω).Nä
hste Übungsstunde: Mittwo
h 20. Juni 200714


