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hraum und I : X → R∞ konvex, unterhalbstetigund superlinear koerziv, d.h. I(un)
‖un‖

→ ∞ für ‖un‖ → ∞.Man zeige: Für jedes ℓ ∈ X ′ existiert ein u ∈ X mit ℓ ∈ ∂I(u).Aufgabe 29: Seien X ein Bana
hraum, u∗ ∈ X und (un)n∈N ⊂ X. Es gelte folgendes:(a) (un)n∈N ist normbes
hränkt in X.(b) ℓ(un) → ℓ(u∗) für ℓ ∈ S, mit S ⊂ X ′ und die lineare Hülle von S (endli
he Linear-kombinationen der Elementen von S) liegt di
ht in X ′.Zeige un ⇀ u∗ in X.Aufgabe 30: Es seien X = Lp((0, 1)) mit p ∈ [1,∞) und u ∈ X gegeben. Die Funktion ũsei erklärt dur
h periodis
he Erweiterung von u auf R. Die Folge (un)n∈N ⊂ X sei de�niertdur
h
un(x) = ũ(nx).Zeige, dass un ⇀ u∗ in X mit u∗(x) =

∫ 1

0
u(ξ)dξ für alle x ∈ (0, 1).Hinweis: Benutze Aufgabe 29 mit S = {1[0,α], 0 ≤ α ≤ 1}, wobei 1[0,α] die Indikatorfunk-tion der Menge [0, α] ist, d.h. 1[0,α](x) = 1 falls x ∈ [0, α] und 0 sonst.Aufgabe 31: Es sei g : R → R mit |g(u)| ≤ C(1 + u2) gegeben und das Funktional

I : L2((0, 1)) → R sei de�niert dur
h I(u) =
∫ 1

0
g(u(x)) dx. Beweise die Äquivalenzfolgender Aussagen:(i) I ist s
hwa
h folgenstetig.(ii) I ist a�n, d.h. I(u) = I(0) + 〈y, u〉 mit y ∈ L2((0, 1), R).Hinweis: Verwende Aufgabe 30 und zeige zunä
hst, dass I(u) = g(

∫ 1

0
u dx) für alle u.Betra
hte dann Folgen un mit un(x) ∈ {α, β} und zeige, dass g konvex und konkav ist.Aufgabe 32: (s
hriftli
h) Sei M = [a, b] für a < b ∈ R und Ω ⊂ R

d sei o�en. Wir de�-nieren M = {u ∈ L2(Ω, R) : u(x) ∈ M f.ü.}. χM : L2(Ω) → R∞ sei die 
harakteristis
heFunktion zu M, d.h. χM(u) = 0 falls u ∈ M und χM(u) = ∞ sonst. Man zeige(a) χM ist s
hwa
h unterhalb folgenstetig auf L2(Ω).(b) M besitzt keine inneren Punkte.(
) Man bere
hne das Subdi�erential ∂χM(u) explizit für u ∈ L2(Ω).(d) Sei M ⊂ R ni
ht leer und M = {u ∈ L2(Ω, R) : u(x) ∈ M f.ü.}. Zeige:
M ist s
hwa
h abges
hlossen ⇐⇒ M ist konvex und abges
hlossen.Hinweis: Betra
hte Folgen uk(x) = H(kx), H : R → {α, β} und H(t + 1) = H(t)und verwende Aufgabe 30.Nä
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