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hnungSommersemester 2007Dr. Dorothee KneesProf. Alexander Mielke9. Mai 2007Übungsblatt 6Aufgabe 23:Seien X ein Bana
hraum und das Funktional I : X → R∪ {∞} gegeben. Das Funktional
I erfüllt folgende Bedingung: Die Menge Sα de�niert dur
h

Sα = {u ∈ X : I(u) ≤ α}ist kompakt in X für jedes α ∈ R. Folgere, dass I sein In�mum auf X annimmt.Aufgabe 24: Konvexe HülleDe�nition: Sei U ⊂ X und X linearer Raum. Die kleineste konvexe Menge, die Uenthält, heiÿt die konvexe Hülle von U . Diese Menge wird mit coU bezei
hnet. D.h. coU =
⋂

Kkonvex,U⊂K K.(a) Zeige, dass coU = {u : u =
∑n(u)

i=1 λiui, n(u) ∈ N, ui ∈ U, λi ≥ 0 mit ∑n(x)
i=1 λi = 1}.(b) Weise na
h, dass für U ⊂ R

n die Zahl n(x) aus (a) immer kleiner oder glei
h n + 1gewählt werden kann.(
) Sei U ⊂ R
n eine kompakte Menge in R

n. Zeige die Kompaktheit von coU . Überlege,dass die konvexe Hülle einer abges
hlossenen Menge in R
n ni
ht abges
hlossen zu seinbrau
ht.Aufgabe 25: In C0([0, 1]) sei folgende Menge gegeben: U = {un, n ∈ N}, wobei u0 = 0und un(x) = 1

n!λn

xn mit λi > 0 und ∑∞
i=1 λi = 1. Zeige(a) Die λi können so gewählt werden, dass U ⊂ C0([0, 1]) folgenkompakt ist.(b) coU ist ni
ht abges
hlossen und somit au
h ni
ht kompakt.Aufgabe 26: Seien X ein re�exiver Bana
h�Raum, M ⊂ X gegeben und u∗ ∈ X \ M .Das Funktional I ist wie folgt de�niert

I : X → R∞ ; u 7→

{

‖u∗ − u‖ , u ∈ M ,

∞ , sonst .(a) Zeige, dass I unterhalb folgenstetig ist, falls M abges
hlossen ist.(b) Sei M konvex. Zeige, dass I konvex ist.(
) Sei M konvex und abges
hlossen. Zeige, dass I einen Minimierer besitzt. Finde einBeispiel in einem endli
hdimensionalen Raum, wo der Minimierer ni
ht eindeutig ist.(d) Sei X = ℓ2 und M = {u ∈ ℓ2
∣

∣

∑∞
n=1(1 − 1

n
)u2

n = 1}. Zeige, dass M abges
hlossen istund dass ‖u‖ > 1 für alle u ∈ M . Finde u∗ ∈ X, so dass I keinen Minimierer besitzt.S
hriftli
he Aufgabe auf der Rü
kseite 9



Aufgabe 27: S
hriftli
hEs sei X ein Bana
hraum. Das Funktional I : X → R sei gegeben dur
h I(u) = B(u, u)+
l(u), mit l ∈ X ′ und B : X × X → R sei eine symmetris
he Bilinearform mit 1

C
‖u‖2 ≤

B(u, u) ≤ C‖u‖2 für ein C > 0.(a) Zeige, dass I konvex ist und dass γ = inf{I(u) : u ∈ X} ≥ −C
‖l‖2

4
.(b) Beweise die Identität B(u − v, u − v) = 4

(

1
2
I(u) + 1

2
I(v) − I(u

2
+ v

2
)
).(
) Es gelte I(u), I(v) ≤ γ + δ. Folgere mit (b) die Abs
hätzung ‖u − v‖2 ≤ 4Cδ.(d) Es sei nun (un) eine in�mierende Folge, d.h. I(un) → γ. Zeige, dass (un) konvergiertund dass der Grenzwert u∗ die Beziehung I(u∗) = γ erfüllt.
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