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Definitionen. Es sei f : R™*? — R stetig.

(a) f heiBt konvex im Punkt Ay, falls ein ¥ € R™*? existiert mit f(B) > f(Ap)+%:(B—A4y)
fiir alle B € R™*?. f heifit konvez, falls es im jedem Punkt konvex ist.

(b) f heiBt quasikonvex im Punkt Ao, falls [, o f(Ao+Vw(y))dy > f(Ao) [, 1dy fiir
alle w € C}(B1(0); R™) gilt. f heiit quasikonver, falls es in jedem Punkt quasikonvex ist.

(c) f heiBt Rang-1-konvex im Punkt Ay, falls ein 3 € R™*? existiert, so dass f(Aq+£®@n) >
f(Ap) + 3:(E®n) fiir alle £ € R™ und alle € RY gilt. f heilt Rang-1-konvex, falls es in
jedem Punkt konvex ist.

Aufgabe 18: Konvexitit. Es sei V = R™ 9 und f:V — R.

(a) Zeige, dass f genau dann konvex ist, wenn fiir alle A\ € (0,1) und A, B € V die
Abschétzung f(AA 4+ (1-X\)B) < Af(A) + (1-X) f(B) gilt.
(b) Es sei nun zusitzlich f € C1(V). Zeige, dass (b1), (b2) und (b3) dquivalent sind:

(b1) f is konvex,

(b2) VA, BeV: f(B) > f(A)+0af(A):(B-A),

(b3) VA1, Ay € Vi (0af(A1)—0af(A2)) : (A1—Az) > 0.
(c) Es sei nun sogar f € C?. Zeige, dass f genau dann konvex ist, wenn fiir alle A € V
die Hesse-Matrix 0% f(A) positive semi-definit ist, d.h. D?f(A)[B, B] > 0 fiir alle B € V.

Aufgabe 19: [Schriftlich] Stetigkeit und Konvexitiit.

Es sei (V)] -||) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Die Definition von Kon-
vexitét einer Funktion f : V — R, = RU{+00} sei nun definiert durch f(Av+(1-\)w) <
Af(v) + (1=X) f(w) fiir alle A € (0,1) und alle v,w € V.

(a) Zeige, dass jede konvexe Funktion f : R — R lokal LIPSCHITZ-stetig ist. Zu einem
Intervall Br(zg) = (xo—R, zo+R) betrachte dazu ssp = sup{ f(z) | * € Bayr(zo) } und
iop = inf{ f(z) | x € Bar(xg) }. Durch Verwendung geeigneter Tangenten kann dann fiir

x1, X9 € Br(zo) die Abschétzung |f(z1) — f(z2)| < w(sw — iaR) gezeigt werden.

(b) Zeige nun, dass auch jede konvexe Funktion f : V' — R lokal Lipschitz-stetig ist.

(c) Konstruiere ein Beispiel einer Funktion f : R — R, = RU {+o0}, die konvex aber
nicht stetig ist.

(d) Konstruiere ein Beispiel einer Funktion f : R — R, die konvex und stetig ist und
sowohl Werte in R als auch +00 annimmt.

(e) Finde einen BANACH-Raum X und ein konvexes Funktional I : X — [0, 00], das in
keinem Punkt stetig ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 20: Quasi— und Rang-1-Konvexitit. Es sei f : R™*% — R gegeben.

(a) Zeige, dass f genau dann Rang-1-konvex ist, wenn fiir alle A € (0,1), A € R™*4,
¢ € R™ und n € R? die Abschitzung f(A + A@n) < (1=N)f(A) + Af(A+ £2n) gilt.

(b) Fiir gegebene & € R™, nn € RN\{0}, A € (0,1) und £ > 0 konstuiere eine Funktion
w. € PCY(B;(0); R™) mit der Eigenschaft, dass Vi, (y) fast iiberall nur die beiden Werte
Ry = —Xé@n und Ry = (1-A)é®@n annimmt und dass [|W:]|co < €[€] |n] gilt. (Hinweis:
feines Wellblech).

(c) Setze nun w.(y) = x(y)W(y) mit x-(y) = min{l, (1—|y|)/e}. Zeige, dass |Vw,||L~
unabhéingig von € beschrinkt bleibt und dass das LEBESGUE-Maf} der Mengen ()5 = {y e
Bi1(0) | Vw:(y) = R; } gegeben (1—X)|B1(0)| bzw. A|B;(0)| strebt.

(d) Folgere, dass die Quasikonvexitit von f die Rang-1-Konvexitét von f impliziert.

Aufgabe 21: Lokale Minimierer und die WEIERSTRASSschen Bedingungen.
Fiir £,0 > 0 sei das Funktional

I(u) = /0 (k' (z)* — 4pu(x)u/ ()’ + 2pzd (2)*) da

auf Xo = {u € PC'([0,1]) | u(0) = 0} gegeben.

(a) Stelle die EULER-LAGRANGE-Gleichung auf und zeige, dass ug = 0 ein kritischer
Punkt ist.

(b) Zeige dass ug ein strikter schwacher lokaler Minimierer ist. (Hinweis: f(z,u,u’) >
5(u)? fir Jul, [u'| < e.)
(c) Stelle die WEIERSTRASSsche Exzess-Funktion auf und priife ob die notwendige bzw.

die hinreichende Bedingung erfiillt ist.

(d) Entscheide, ob ein starker lokaler Minimierer vorliegt.

Aufgabe 22: JENSENsche Ungleichung. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum
und f:V — R konvex.

(a) Weise nach, dass f(qius + qous + -+ + qntn) < q1f(u1) + gof (u2) + -+ - + g f (uy,) gilt,
falls ¢; > 0 fiir alle ¢ und ¢4 + g2 + - - - + g, = 1 ist.

(b) Sei Q@ C R? ein Gebiet und u eine skalare stiickweise konstante Funktion auf € mit
Werten in V. Zeige

f (ﬁ(ﬂ) o u(x)dx) < oy Jo f(u(z)) da.

(c¢) Folgere, dass (b) auch fiir u € C°(Q; V) bzw. u € LY(Q; V) gilt.
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