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Aufgabe 10: Klassische Mechanik
In der LAGRANGE’schen Mechanik betrachten wir ein Funktional aus Kinetischer Energie
minus potentieller Energie:

. . ) 1
L(t,q,q) = K(g,q) —U(t,q)  mit K(q,v) = 5(
(a) Leite die EULER-LAGRANGE-Gleichungen fir I(q) = E(t q(t),q(t)) dt her und
zeige deren Aquivalenz zu den NEWTON’schen Gleichungen (Impulsanderung = Kraft).

M(q)v) - v.

(b) Wann ist die Energie £(t,q,q) = K(q, ¢) + U(t, q) entlang von Losungen konstant?

(c) Es sei w € R™ eine Richtung fur die D, U(t, ¢)[w] = 0 fiir alle (¢,q) € R x R™ gilt.
Folgere, dass der Impuls in w-Richtung konstant entlang von Losungen ist.

Aufgabe 11: Rotationssymmetrische mechanische Probleme
Essei £L: R x R™ x R™ — R eine LAGRANGE-Funktion mit Rotationssymmetrie:

Jw € R™™ mit w' = —w: L(t,e™q,e*q) = L(t,q,q) fiir alle t,s € R und ¢, € R™.

Fiir v = —w ist R(s) = e =Y ° L (sw)" eine Rotationsmatrix, d.h. R(s)"R(s) = I.
(a) Folgere, dass die Identitat D, L(t, ¢, A)[wq] + DaL(t, q, A)[wA] = 0 gilt.

(b) Unter Verwendung der EULER-LAGRANGE-Gleichung zeige nun, dass der zugehorige
Drehimpuls J, (¢, q,q¢) = DaL(t, q, ¢)[wq| entlang von Losungen konstant ist.

(c) Das Ergebnis von (b) soll fiir alle kritischen Punkte gezeigt werden, ohne die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen zu verwenden. Betrachte dazu DI(g)[v] = 0 mit I wie in der
obigen Aufgabe und mit v(t) = s(t)wq(t), s € C}(R).

(d) Betrachte das KEPLER-Problem mit £(q, ¢) = %2|q|* — | ™ und bestimme alle mogli-
chen Drehimpulserhaltungen.

Aufgabe 12: Minimierungsproblem auf R
Gegeben sei der Funktionenraum X = {u € C'(R)| lirin u(z) = £1 } und das Funktional

I:X — R mit
= [u3u Gt sWi(u(z))dz  mit W(u) = (u—1)%u?(u+1)?.

(a) Zeige I(u) > f VW (u)dz = 1. Hinweis: Verwende die Ungleichung a®+b* > 2|a|[b].

(b) Stellen dle EULERfLAGRANGE—GleiChung des Problems auf, und diskutiere die Be-
dingungen unter denen sich a? + b° > 2|a||b| in eine Gleichung verwandelt.

(c) Bestimme die Losung der EULER-LAGRANGE-Gleichung. Skizziere das Phasenbild der
Losung, und diskutiere das Verhalten der Losung in der Ndhe des Nullpunktes.

(d) Zeige, dass das Variationsproblem keinen Minimierer besitzt.
(bitte wenden)



Aufgabe 13: [Schriftlich] Rotationskérper mit minimaler Oberfléiche
Betrachte 1 : M — R mit

I(u) = foé 2ru(z)\/14+u/ (x)2de, M = {u € CY([0,4]) | u(z) >0, u(0) =ro, u(l) =r¢}.

Alle Losungen der EULER-LAGRANGE-Gleichung haben die Form u(x) = Ulc,d,z) =
c cosh (%l)

(a) Betrachte den Fall ry = ry und zeige, dass stets d = ¢/2 gewéhlt werden kann. Betrach-
te nun c als freien Parameter, der sowohl ¢ als auch die Losung bestimmt. Diskutiere die

Anzahl der Losungen fiir verschiedene Werte von ¢. Zeichne (numerisch) die Oberfliche
der so entstehenden Minimalfliche in Abhéngigkeit von ¢ beziehungsweise von /.

(b) Es sei nun ry > 0 und ry > 0 beliebig. Zeige durch Wahl einer geeigneten Folge, dass
stets i(rg, 1, 0) == inf{ I(u) |u € M } < m(r2+r}) gilt. Vergleiche mit (a).

(c) Schitze im Falle rg = r, das Infimum i(rg, ro, £) moglichst gut nach unten ab. Benutze

dazu uy, = min{u(z) |z € [0,4] } und dass v'1 + w2 sowohl durch 1 als auch durch |u/|
abgeschétzt werden kann. (Hinweis: |u/|dz = |du|.)
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