Variationsrechnung

Sommersemester 2007

Dr. Dorothee Knees

|W| | | A‘ S Prof. Alexander Mielke
25. April 2007

Ubungsblatt 2

Aufgabe 6: Lemma von DU Bois—REIMOND
Essei T = {v e C([a, B; R™) | v(a) = v(B) = 0 }.
(a) Fiir beliebiges g € C%([a, 3], R™) zeige, dass aus

fﬁ r)dz =0 firalleveT
folgt, dass g auf [«, ] konstant ist. (Konstruiere v € T' mit v'(z) = g — ﬁ—% ffg(&)dg.)
(b) Es seien die Funktionen g, f € C%(Ja, 3]; R™) gegeben und es gelte
fﬁ z)+g(z) v (z)]de =0 firaleveT.
Folgere g € C!([a, 6];]1%’”) und ¢'(x) = f(z) fiir alle z € [o, 3] gilt.
Aufgabe 7: Explizit 16sbare Probleme
(a) Stelle fur die Menge M = {u € Cl([O, 7]) Ju(0) = 0 } und das Funktional I : M — R;
= Jo (W' (x))* + 2u(x) cos(x) + %] dx + 4u(r),

die Euler-Lagrange—-Gleichung auf und bestimme die kritischen Punkte.

(b) Bestimme mlttels der klasr51schen Methode der Variationsrechnung alle kritischen
Punkte von I(u fl 2 dz unter den Randbedingungen u(1) = 0,u(2) = 3.
Welche Extremalelgenschaften haben diese kritischen Punkte.

Aufgabe 8: EULER-LAGRANGE-Gleichung: Seien das Gebiet 2 € R? und die Menge
M ={uec C*Q,R)|ulspg =0} und das Funktional I(u) : M — R definiert durch

I(u) = /Q B (Vu(x)- ( . ) Vau(z) +)\u2) - %u?’] dz

gegeben. Stellen Sie die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf.

Aufgabe 9: Vektoranalysis und der ESHELBY-Tensor Es sei 0 C R ein Gebiet.

(a) Fiir die Tensorfelder A € C*(Q; R™*4) und B € C}(Q; R™*™) zeige die Produktregel
div(BA) = C:A+ BdivA  mit (C:A), = 30" 30| 0n, BuuAy;.

(b) Fiir eine Dichte f € C*(Q x R™ x R™*4) ist der
EsHELBY-Tensor E(x,u, A) = AT, f (v, u, A) — f(z,u, A)l; € R4

definiert. Zeige, dass Losungen u € C?(Q) der zu f gehérigen EULER-LAGRANGE-Gleichung
folgende Beziehung erfiillen:

divE(-, u, Vu)(z) + 0, f (x, u(x), Vu(z)) = 0 € R
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