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Aufgabe 31: Eindimensionale, homogene Wellengleichung: utt = uxx.

(a) Es seien A,B,C,D die Ecken eines beliebigen Rechtecks in der (t, x)-Ebene, dessen
Seiten parallel zu den Winkelhalbierenden sind. Zeige, dass für jede Lösung die folgende
Beziehung gilt:

u(A)− u(B) + u(C)− u(D) = 0.

(b) Zeige, dass unter Verwendung von (a) die gesamte Lösung der Anfangsrandwertauf-
gabe

utt = uxx für (t, x) ∈ (0,∞)× Ω,
u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1(x) für x ∈ Ω, u(t,±1) = 0 für t ≥ 0

auf Ω = (−1, 1) ⊂ R1 konstruiert werden kann.
Hinweis: Im Dreieck zwischen (0,−1), (0, 1) und (1, 0) gilt die d’Alembertsche Formel.

(c) Gebe für u1 ≡ 0 und u0(x) = 1−|x| die Lösung explizit an.

Aufgabe 32: Quadratische Membran. Wir betrachten auf dem Quadrat Ω = (0, π)×
(0, π) die Wellengleichung utt = ∆u = ux1x1 + ux2x2 mit Dirichlet-Randbedingungen
u(t, ·)|∂Ω = 0.

(a) Gebe ein vollständiges Orthonormalsystem {Φj |j ∈ N } von L2(Ω) an, so dass u(t, x) =
cos(ωjt)Φj(x) mit geeignetem ωj eine Lösung der Wellengleichung liefert.

(b) Zeige, dass für ω2 = 10 zwei verschiedene Eigenfunktionen Φi und Φj existieren,
so dass : Φi(x1, x2) = Φj(x2, x1) 6= Φj(x1, x2) auf Ω gilt. Diskutiere die Knotenlinien
( = Nullstellen) der Lösung u(t, ·) = cos(

√
10 t)

(
αΦi+βΦj

)
. Betrachte insbesondere die

Fälle α/β ∈ {∞, 1,−1, 0}.

Aufgabe 33: Das Ganzraumproblem und Fourier-Transformation. Betrachte
utt = ∆u für (t, x) ∈ R× Rd mit u(0, ·) = u0 ∈ Hk(Rd), ut(0, ·) = u1 ∈ Hk−1(Rd), k ∈ N.

(a) Zeige, dass die räumliche Fourier-Transformierte û(t, ·) = Fu(t, ·) die gewöhnliche
Differentialgleichung ûtt(t, ξ) = −|ξ|2û(t, ξ), û(0, ξ) = û0(ξ), ût(0, ξ) = û1(ξ) löst. Gebe
die Lösung explizit an.

(b) Zeige durch Rücktransformation, dass u(t, ·) ∈ Hk(Rd) und ut(, ·) ∈ Hk−1(Rd) für alle
t ∈ R gilt. Benutze die Charakterisierung von Hk im Fourier-Raum.

(c) Folgere weiter u ∈ C0(R,Hk(Rd)) ∩ C1(R,Hk−1(Rd)).
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