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Aufgabe 29: Das Lemma von Cea. Es sei H ein Hilbert-Raum und B : H×H → R
ein symmetrische, stetige und koerzitive Bilinearform, d.h. es existeren c0, C1 > 0, so dass
für alle u, v ∈ H gilt:

B(u, v) = B(v, u), |B(u, v)| ≤ C1‖u‖‖v‖, B(u, u) ≥ c0‖u‖2.

Weiter sei F : H → R eine Linearform (stetige lineare Abbildung).

(a) Es sei nun V ein abgeschlossener Unterraum von H. Zeige dass das folgende schwache
Problem eine eindeutige Lösung hat:

Finde v ∈ V , so dass ∀ ṽ ∈ V : B(v, ṽ) = F (ṽ).

Zeige weiter die Abschätzung ‖v‖ ≤ ‖F‖H∗/c0.

(b) Es sei u ∈ H die Lösung von B(u, ũ) = F (ũ) für alle ũ ∈ H. Leite für die Lösung v
aus (a) folgende Beziehung her:

∀w ∈ V : B(u−w, u−w) = B(v−w, v−w) +B(u−v, u−v).

Verwende dazu u−w = u−v + v−w und betrachte B(u−v, v−w).

(c) Folgere die Abschätzung des Cea-Lemmas: ‖u−v‖ ≤ (C1/c0)1/2 min{ ‖u−w‖|w ∈ V }.

Aufgabe 30: Galerkin-Verfahren für eine parabolische Gleichung.

Betrachte auf Ω = (0, π) das eindimensionales parabolische Problem

∂tu(t, x) =
(
Au(t, ·)

)
(x) mit

(
Aũ
)
(x) = ∂x

(
a(x)∂xũ(x)

)
+ b(x)∂xũ(x) + c(x)ũ.

Zusätzlich sind Dirichlet-Randbedingungen u(t, 0) = u(t, π) = 0 und die Anfangbe-
dingung u(0, x) = u0(x) mit u0 ∈ L2(Ω) gegeben. Dabei seien a, b, c ∈ C1([0, π]) mit
a0 := min{ a(x) | x ∈ [0, π] } > 0.

(a) Gebe ein k ∈ R an, so dass für alle u ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω) die folgende Abschätzung gilt:

〈Au, u〉L2 :=

∫

Ω

(
Au
)
udx ≤ −a0

2
‖u‖2

H1(Ω) + k‖u‖2
L2(Ω).

(b) Betrachte das vollständige ONS {φj | j ∈ N } mit φj(x) = (2/π)1/2 sin(jx) und defi-
niere für N ∈ N die Galerkin-Matrix MN ∈ RN×N mittels MN,ij = 〈Aφj, φi〉. Folgere
〈MNα

N , αN〉RN ≤ k|αN |2 für alle αN ∈ Rn.

(c) Es sei nun uN(t, x) =
∑N

1 α
N(t)φj(x) die Galerkin–Lösung, d.h. α̇N = MNα

N und
αNj (0) = 〈u0, φj〉L2 . Zeige die Abschätzung ‖uN(t)‖L2 ≤ ekt‖u0‖L2 für t ≥ 0 und N ∈ N.

(d) Gebe eine von N unabhängige Abschätzung für
∫ T

0

∫
Ω
∂xu

N(t, x)2 dxdt an. (Die obere
Schranke sollte nur von T, a, b, c und ‖u0‖L2 abhängen.)
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