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Aufgabe 25: Wirtinger–Ungleichung. Für alle beschränkten Gebiete Ω ⊂ Rd (zu-
sammenhängend!) mit Lipschitz-Rand gilt die Wirtinger-Ungleichung

∃C > 0 ∀ u ∈ H1(Ω) mit
∫

Ω
udx = 0 :

∫
Ω
u2 dx ≤ C

∫
Ω
|∇u|2 dx.

Das kleinste C heißt Wirtinger-Konstante CWirt des Gebiets Ω.

(a) Untersuche den Fall Ω = (0, `) ⊂ R1 mittels von Cosinus-Reihen und bestimme die
Wirtinger-Konstante CWirt explizit.

(b) Betrachte nun Ω = Πd
j=1(0, `j) ⊂ Rd und bestimme wiederum CWirt explizit.

(c) Es seien nun Ω und Ω̃ zwei Gebiete mit Wirtinger-Konstanten CWirt(Ω) bzw.

CWirt(Ω̃). Weiter sei Φ : Ω → Ω̃ eine C1–Abbildung, die Ω bijektiv auf Ω̃ abgebildet.
Dabei gelte

det DΦ(x) ≡ c und |DΦ(x)| ≤M für alle x ∈ Ω.

Zeige CWirt(Ω̃) ≤M2CWirt(Ω).

(d) Betrachte das folgende “fraktale” Gebiet Ω:

Ω = ]0, 3[× ]−1, 0[
⋃ ∑∞

j=1

( ]
3
2j
, 5

2j

[
× ]1, 2[

) ⋃ ∑∞
j=1

( ]
4
2j
− 1

4j
, 4

2j
+ 1

4j

[
× [0, 1]

)
.

Skizziere das Gebiet und überprüfe, ob das Gebiet einen Lipschitz-Rand hat und ob es
eine Wirtinger-Ungleichung erfüllt.

Aufgabe 26: Anfangsrandwert-Aufgaben für die Wärmeleitungsgleichung.

(a) Bestimme mittels des Spiegelungsprinzip die Lösung der Wärmeleitungsgleichung auf
der Halbachse mit Dirichlet-Randbedingungen:

∂tu = ∂2
xu für t > 0 und x > 0,

(AB) u(0, x) = u0(x) für x > 0, (RB) u(t, 0) = 0 für t > 0.
(Dir)

Gebe die Lösung explizit in der Form u(t, x) =
∫∞

0
KD(t, x, y)u0(y)dy an.

(b) Bestimme mittels des Spiegelungsprinzip die Lösung der Wärmeleitungsgleichung auf
der Halbachse mit Neumann-Randbedingungen:

∂tu = ∂2
xu für t > 0 und x > 0,

(AB) u(0, x) = u0(x) für x > 0, (RB) ∂xu(t, 0) = 0 für t > 0.
(Neu)

Gebe die Lösung explizit in der Form u(t, x) =
∫∞

0
KN(t, x, y)u0(y)dy an.

(c) In welchem Falle gilt Energieerhaltung
∫∞

0
u(t, x)dx ≡ const ?

(bitte wenden)
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Aufgabe 27: Abklingeingenschaften in der Wärmeleitungsgleichung mit diver-
sen Randbedingungen.

Wir betrachten jeweils die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung ∂tu = ∂2
xu mit An-

fangsbedingungen u(0, x) = u0(x) auf dem Intervall Ω = (x0, x1), wobei bei x = x0 und
x = x1 entsprechende Randbedingungen vorgeschrieben werden.

(a) Wir betrachten Ω = ]0, π[ und die gemischten Randbedingungen u(t, 0) = 0 (Dirichlet)
sowie ∂xu(t, π) = 0 (Neumann). Bestimme ein vollständiges Orthonormalsystem {φn ∈
L2(Ω|n ∈ N } mit φ′′(x) = λnφn(x) und φn(0) = 0 und φ′n(π) = 0. Konstruiere daraus eine
Lösungsformel für das Anfangswertproblem. Welche Abklingrate hat die Gesamtenergie
E(t) =

∫ π
0
u(t, x)dx ?

(b) Wir betrachten nun auf Ω = ]−π/4, π/4[ die Abstrahlungsbedingungen

∂xu(t, π/4) + u(t, π/4) = 0 und ∂xu(t,−π/4)− u(t,−π/4) = 0.

Zeige, dass die Lösung u(t, ·) in L2(Ω) und dass die Gesamtenergie wie e−t gegen 0 geht.
Verwende dazu ohne Beweis, dass es ein vollständiges Orthonormalsystem aus Eigenfunk-
tionen gibt. Dieses muss aber nicht explizit bestimmt werden.

(c) Betrachte wiederum Lösungen u des Problems aus (b). Leite für a ∈ C2(Ω) die Identität

d
dt

∫
Ω
a u2 dx = −

∫
Ω

2a u2
xdx +

∫
Ω
axx u

2 dx +
[
2a uux−axu2

]π/4
−π/4

her. Wähle nun a(x) = cos(γx) mit geeignetem γ > 0, so dass sich die Abschätzung
d
dt

∫
Ω
a u2 dx ≤ −γ2

∫
Ω
a u2 dx ergibt. Dazu darf ohne Beweis verwendet werden, dass aus

d
dt
β ≤ cβ die Abschätzung β(t) ≤ ectβ(0) folgt (Gronwallsches Lemma). Folgere damit
‖u(t)‖L2(Ω) ≤ 2e−0.7 t‖u(0)‖L2(Ω).

Aufgabe 28: Glättungseigenschaften der Wärmeleitungsgleichung. Die Lösungen
des Anfangswertproblems der Wärmegleichung sind für t > 0 stets in C∞. Wir wollen dies
quantifizieren und betrachten dazu ut = uxx auf den Intervall Ω = ]0, 2π[ mit periodischen
Randbedingungen. Das Anfangswertproblem hat daher die Lösungsformel

u(t, ·) = etAu0 mit etAv :=
∑

n∈Z
e−n

2t〈v, En〉L2En.

Hierbei bilden die En mit En(x) = (2π)−1/2einx ein vollständiges Orthonormalsystem im
komplexen Hilbert-Raum L2(Ω).

(a) Zeige, dass für t ≥ 0 der Operator etA von L2(Ω) nach L2(Ω) beschränkt ist und die
Norm 1 hat.

(b) Zeige, dass für t > 0 der Operator etA von L2(Ω) nach H1
per(Ω) auch beschränkt ist

(verwende Aufgabe 18). Gebe eine Konstante C > 0 an, so dass ‖etA‖L2(Ω)→H1
per(Ω) ≤

C(1+t−1/2) gilt.

(c) Zeige für alle k ∈ N, dass es positive Ck und αk gibt, so dass für t > 0 die Abschätzung
‖etA‖L2(Ω)→Hkper(Ω) ≤ Ck(1+t−αk) gilt.
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