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Aufgabe 22: Zum Spuroperator. Es sei Q = (0,/) x ¥ C R¢, wobei X in beschrinktes
Gebiet in R?! sei. Fiir z € Q schreiben wir x = (s,) mit s € (0,/¢) und y € .

(a) Zeige fiir u € CH(Q) und 0 < s; < s9 < £ die Abschitzung
|u(s1,-) —u(s2, ) |l2m) < Vs1—s2|0su||12((s1,50)x3) < VS1—52]| V|20

(b) Zeige durch betrachten von u(s,y) = (f—s)u(s,y), dass ein Cy > 0 existiert, so dass
auBerdem [|u(0,-)|[r2m) < Collullm ) gilt.

(¢) SchlieBe mittels Dichtheit, dass sich die Spurabbildung
ClQ) — L*(%),
v
u  — u(0,-),
zu einem stetigen linearen Operator auf ganz H! () fortsetzen lisst und dass jede Funktion
in H'(Q) einen Reprisentanten hat, der in C'/2(]0, £], L2(Q2)) liegt.
Zusatzbemerkung: Die Abbildung v : H}(Q2) — L?(X) ist nicht surjektiv.

Aufgabe 23: Resolventen und Eigenwerte von elliptischen Operatoren. Wir
betrachten ein beschrinktes Gebiet Q C R Weiter sei A € L™(Q;R%:Y), a € L*(Q;R?)

und « € L>®(£2). Weiter gebe es ein § > 0, so dass A(z)¢ - & > §|¢)? fiir alle x € Q und alle
¢ € RY gilt. Damit ist die Bilinearform

B(u,v) = /QA(x)Vu(x) -Vo(z) + a(z) - Vu(z) v(z) + a(x)u(z)v(z)d

auf H}(Q) x HL(Q) definiert. Ein A € C heiit Eigenwert von B, falls es ein v € H}(Q2)\{0}
gibt, so dass B(u,v) = A [, uvdz fiir alle v € Hj(Q) gilt. Kénnen wir fiir ein A € C zeigen,
dass ein co > 0 mit | B(u,u)—Al|ul?2| > col|ul|:, so liegt A in der Resolventenmenge. Wir
wollen grofle Gebiete finden, die in der Resolventemenge liegen.

(a) Gebe ein C] > 0 an, so dass |B(u,v)| < Cy|jul|m ||v|lg: auf HY(Q) gilt.

(b) Es sei A € R und By(u,v) = B(u,v) — A [, uvdz. Konstruiere ein \,, so dass By fiir
alle A < \, die Koerzitivitit By(u,u) > co||ul|?; mit ¢ > 0 auf Hj(Q) gilt.

(c) Es soll nun A € C untersucht werden. Betrachte dazu den By y(u,v) = €' By(u,v)
und schéitze | By (u,u)| nach unten durch Re (Bg(u,u)) ab. Finde ein A, so, dass alle
A € Cmit Re A < Re A, in der Resolventenmenge liegt. Zeige weiter, dass fiir jeden Strahl
A= pel? p >0, mit o € ]0,2n[ ein p,(0) existiert, so dass alle A\ = pe'” mit p > p,(0) in
der Resolventenmenge liegen.

(bitte wenden)
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Aufgabe 24: Lineare Elastizitit. Es sei

sym sym

1
E(u) = 5(vu +Vu') eREY und X(E) = ASpur(E)I + 2uE € RL:!

wobei die Lamé-Konstanten A und p feste Parameter sind. Fiir Matrizen A, B € R%? sei

sym
das Skalarprodukt A:B durch ij:l A By, und |A|* durch A:A definiert.

(a) Zeige, dass genau dann ein 6 > 0 mit X(E):E > §|E|? fir alle E € RE:! existiert,
wenn g > 0 und dA\+2p > 0 gilt.

(b) Wir betrachten nun ein beschréinktes Gebiet 2 C R? und definieren auf H}(2; RY) die
quadratische Form

Setzen wir Funktionen aus H}(Q2) durch 0 auBerhalb von € fort, so kénnen wir H}(Q; R?)
in HY(R% RY) = HE (R4 R?) einbetten. Stelle mittels der Fourier-Transformation @ = Fu
die quadratische Form () in der Form

mit einer geeigneten HERMITEschen Matrix Q(¢) € C4*4 dar.
(Hinweise: F(E(u)) = 1 (i@ + u®i¢) und (a®b):(c®d) = a-cb-d.)

(¢) Folgere mittels (b), dass sich @ nach unten durch min{u, \4+2u}||Vu||?, abschitzen
lasst und vergleiche dies mit dem Ergebnis aus (a).
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