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Aufgabe 19: DIRICHLET-Problem. Auf dem Einheitskreis Q = { z € R? | |z| < 1} soll
das folgende DIRICHLET-Problem gelost werden:

Au(z) =0 firx € Q, u(y) = g(y) fir y € 05. (DP)

(a) Zeige, dass fiir n € Ny und ¢, € C die Funktion  — Re (cn(xl—l—i:cg)") eine Losung
von (DP) mit geeigneten Randwerten ist. Stelle diese Randwerte mittels des Winkels
¢ = arg(zy+izg) dar.

(b) Konstruiere fiir gn : ¢ — Re ( SN ") die Losung uy von (DP) und berechne
die Normen von uy in L*(Q), H'(Q) und H?(Q) explizit.

(c¢) Untersuche mittels des Grenziibergangs N — oo fiir welche Funktionen ¢ : 002 — R
die Losung des DIRICHLET-Problems (DP) in H'(Q2) bzw. in H?(2) liegt. Dabei gelte in
Analogie zu Aufgabe 18 fiir s € |0, oo[ die Definition

0y (10,27]) = { f € L2(]0, 27[) | 3 (¢j)jez with 3 (1+]5]*)[e;|* < oo f(t) = Focje" }.
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Aufgabe 20: Singularitit an einer einspringenden Ecke. In der Ebene R? seien
mittels z = r(cos ¢, sin ¢) Polarkoordinaten gegeben. Damit ist

Q= {r(cos¢,sinp) € R* |r €]0,1[, ¢ €]0,37/2[}

als Dreiviertelkreisscheibe definiert.

(a) Uberpriife, dass die Funktion w(z) = r?/3sin(2¢4/3) harmonisch auf  ist. Welche
Randwerte nimmt w auf 92 an?

(b) Priife, ob w in HY(Q) bzw. H?(Q) liegt. Zeige dazu, dass die schwachen Ableitungen
gleich den klassischen Ableitungen sind.

(c) Zeige, dass es eine Funktion f € C°(Q2) C L2(Q) gibt, so dass die eindeutige Losung
des DIRICHLET-Problems Au = f in Q und u|sq = 0 in H}(Q) liegt, aber nicht in H?(Q).

Aufgabe 21: Ganzraumprobleme.

(a) Es sei A € R™? symmetrisch und positiv definit, b € R¢ und ¢ € ]0, co[. Beweise, dass
die elliptische Gleichung
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fiir jedes f € L?(R?) eine eindeutige Losung u € H2(RY) hat.

(b) Zeige, dass fiir ¢ > 0 die parabolische Gleichung 2u = Au — cu + f fiir (¢,z) € R
fiir jedes f € L*(R'*?) eine eindeutige Losung u € L*(R**%)hat, wobei Su, %u, M‘?ngu €
L2(R1+4) gilt.

(c) Gilt das Ergebnis in (b) auch noch fiir ¢ < 07
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