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Aufgabe 4: Transformation quaslinearer Gleichungen. Wir betrachten die quasli-
neare Gleichung

a(z,u(z)) - Vu(z) = b(z,u(z)) fir v € Q C RY, (Q)
wobei die Funktion u :  — R gesucht ist.

(a) Wir betrachten die Koordinatentransformation x = ®(y) mit einer bijektiven Abbil-
dung @ : Q — Q, wobei ® und &' C! seien. Wir setzen v(y) = u(®(y)) = (uo®)(y).
Welche Gleichung erfiillt v, wenn u die Gleichung (Q) erfiillt.

(b) Es sei nun ¢ : R — R eine Bijektion, fiir die 1 und ¢~ in C! seien. Welche Gleichung
erfilllt w: Q — R;z +— ¢(u(z)), wenn u die Gl. (Q) erfiillt.

(c) Betrachte den Spezialfall dyu + a(t, z,u) - V,u = b(t, z, u) und geben die Gleichungen
fir v und w aus (a) und (b) in der Form v + ... bzw. dyw + ... an. Dabei soll die
Transformations geméf (a) nicht von ¢ abhéngen.

(d) Welche Transformationen ® und ¢ fiithren die Gleichung Oyu + 0, u + x10,,u = u auf
die Gleichung d,w + 9y, w = 1 zuriick? Geben Sie die allgemeine Losung w an und leiten
Sie daraus die allgemeine Losung u her.

Aufgabe 5: Fahrzeugmodell. Wir untersuchen das eindimensionale Fahrzeugmodell
0ip + 9:(pV (p)) = 0 fiir (t,2) € [0,00[ xXR;  p(0,2) = po(),

wobei V(p) = 2max (p . —p) sei. Zu jeweils gegebenen Losungen sollen die Fahrzeugbahnen

Pmax

x = X(t;€) als Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung

#(t) = V(p(t, 2(1))) und 2(0) = ¢
explizit bestimmt werden. Dazu sollen folgende zwei Félle konkret berechnet werden.
(a) Hineinfahren in ein Stauende: Fiir 0 < p_ < p; < ppax sei die Losung

plta) = {

py fir x > ¢,
p_ fir x < ¢,

mit ¢, = Vmax (pmax — Py — p_).

pmax

gegeben.

(b) Ampelanfahrproblem: Mit e(t) = vmaxt — 24/ fUmaxt ist die Verkehrsdichteverteilung
geméafy der Vorlesung gegeben durch

Pmax fir x € [—é, _Umaxt]a
plt,2) = § 2 (1= 522) it o € [ma{ st €(1)}, ],
0 sonst.

(bitte wenden)



Aufgabe 6: Sprungbedingungen. Fiir A : QxR — R sei die Erhaltungsgleichung
mit (div A(-, u(-))(z) = Z;l:l Op,aj(w) und ay(z) = Aj(7,u(x))

auf Q C R? gegeben.
(a) Wie lautet die quasilineare Form a(z,u) - Vu = b(x, u) fir klassische Losungen?

(b) Es sei u € L>*(Q) eine schwache Losung, d.h. fir alle ¢ € C(2) gilt

/QA(x,u(x)) -Vo(x) + b(x,u(x))p(r)dr = 0.

Weiter sei C eine Hyperfliche, die € in die zwei Teile €, und 2 teilt, so dass die Ein-
schrinkungen uy = ulg, aus C'(2y) sind. Zeige die Sprungbedingung

(AW, usv) = Al u-) - v(y) fiixalle y € C,

wobei v der Normalenvektor an C ist. (Hinweis: Zeige zunéchst dass in €, und ©_ klas-
sische Losungen vorliegen. Integriere dann die schwache Form auf €2, und 2_ getrennt
und zeige, dass nur Randterme auf C {ibrig bleiben.)

(c) Konkretisiere die Sprungbedingung fiir den eindimensionalen Fall

O (a(u)) + 0, (B(z,w)) = b(t, z, u),

wenn die Schockfront C in der Form x = s(t) gegeben ist.



