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Schriftliche Abgabe: Dienstag 23. Januar 2018 (13:15 Uhr)

Hinweis: Die mit (V) gekennzeichneten Aufgaben konnen Sie in den Ubungen vom
23.-25. Jan. 2018 vorrechnen. Bitte bereiten Sie entsprechende Unterlagen vor.

Aufgabe 12.1 (3 Punkte) Es sei (M, %, 1) ein Mafiraum. Zeigen Sie, dass der Vektor-
raum L>°(M, u) vollstandig ist beziiglich der Norm

| fllz :=esssup|f(z)| ;= inf{a € [0,00] : |f| < « p-fast iiberall}.
zeM

Aufgabe 12.2 (5 Punkte) (V)
Fiir welche 1 < p < oo und «a € R liegen die folgenden Funktionen im Raum LP(2)?

(a) f(x) = log(z) auf Q =]0,1];

(b) f(x) =2 auf Q = (0,1];

(¢) flz) =2 auf Q = [L, oof;

(d) f(z)=|z|* auf Q = Bd(O)CRdmitd>2

(Hinweis: Integriere iiber Q = B, (0)\B2 (0 ) 0) und verwende den Transformationssatz);
(e) Fiir welche 1 < p < oo liegt die Folge a,, = n € N, im Folgenraum ¢* = L?(N, ()7

Aufgabe 12.3 (4 Punkte) (V) (a) Es sei Q C R? Lebegue-messbar mit () < oo.
Zeigen Sie fiir 1 < ¢ < p < oo, dass LP(2) C L4(Q) gilt.

(b) Sei Q :=[0,1]¢ C R% Zeigen Sie fiir 1 < ¢ < p < oo durch ein geeignetes Gegenbei-
spiel, dass LP(Q) C L4(Q).

Aufgabe 12.Z (4 Punkte) (V) Fir 0 <p <1 und f: M — R p-messbar definiere

= ([ uraw)”

(a) Zeigen Sie, dass N,(f+g)? < N,(f)? + N,(g)* gilt.
Hinweis: Untersuchen Sie das Vorzeichen von ¢(a) = a? + b — (a + b)? fiir b > 0.

(b) Folgern Sie daraus, dass N,(f+g) < 20-P/P (N,(f) + N,(g)) gilt.

(c) Zeigen Sie durch ein geeignetes Beispiel, dass C'(p) = 207P)/P > 1 die bestmogliche
Konstante ist und dass somit die Minkowski-Ungleichung fiir 0 < p < 1 nicht gilt.

(bitte wenden)
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Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen am 16.-18. Januar 2017 besprochen.

Aufgabe 12.A Zeigen Sie fiir allgemeine p € [1, 00], dass LP(M, p) ein normierter Vek-
torraum ist. Hinweis: Uberpriifen Sie zunichst die Reprédsentanten-Unabhéngigkeit der

Definitionen [f]. + [g]~ := [f + g]~, Alf]~ = [A ]~ und [|[[f]]|zr) = [l 2r@)-

Aufgabe 12.B Seien (M, 2L, ;1) ein Maraum, f € L>°(M, ) und g € L*(M, ut). Zeigen
Sie
fge LN(M,p) wnd || fgllo gy < fllzoe@amllgllo -

Aufgabe 12.C Betrachten Sie p € ]0, 1] und nichtnegative, y-messbare f,g : M — [0, 00
und zeigen Sie fiir N, aus Aufgabe 12.7, dass folgende Abschitzung gilt:

Np(f+9) > Np(f) + Np(ﬂ)-



