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Schriftliche Abgabe: Dienstag 9. Januar 2018 (13:15 Uhr)

Hinweis: Die mit (V) gekennzeichneten Aufgaben konnen Sie in den Ubungen vom
9.-11. Jan. 2018 vorrechnen. Bitte bereiten Sie entsprechende Unterlagen vor.

Aufgabe 10.1 (4 Punkte) Sei Cav(R™ x R™) die Familie der Teilmengen von R™ x R",
fiir die das Prinzip von Cavalieri (vgl. Vorlesung) gilt. Sei Aj, As, ... paarweise disjunkte
Mengen in Cav(R™ x R™). Beweisen Sie, dass die Mengen

(a) A1UA;, (b)) J4 (C)UAi

auch zu Cav(R™ x R") gehoren.

Aufgabe 10.2 (4 Punkte) (V) (a) Es sei

22 — 2

flzy) = (@ +9°)
0 wenn (x,y) = (0,0).

wenn z2 + y% > 0,

auf Q = {(z,y) € R? : 0 <2 < 1,0 <y < 1}. Berechne die beiden iterierten eindimen-
sionalen Integrale f[o 1 f[o 1 f(z,y)dzrdy und f[o 1 f[o 1 f(z,y)dydx und zeige damit, dass
die Reihenfolge der eindimensionalen Integrationen wesentlich ist.
(b) Es sei
Ty
fla,y) =4 (@497
0 wenn (x,y) = (0,0).

wenn 22 + y% > 0,

auf Q = {(z,y) e R? : =1 <2 <1,-1 <y < 1}. Zeigen Sie, dass in diesem Fall die
beiden iterierten eindimensionalen Integrale gleich sind, aber trotzdem f nicht Lebesgue-
integrierbar ist.

Aufgabe 10.3 (4 Punkte) (V) Schwerpunkt Der Schwerpunkt eines Korpers Q C R?

mit homogener Massenverteiling ist gegeben durch 25 = (2§ . 25w) € R mit,

)

Ag(Q) 25 = /xidw firi=1,...,d.
0

Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Halbkugel H = {z € R® : 22 + 23 + 22 <9, 23 >0 }.

(bitte wenden)
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Aufgabe 10.4 (4 Punkte) (V) Grenzwertvertauschung. Es sei (M, 2, 1) ein Maf3-
raum und (fx) eine Folge 2A-messbarer Funktionen.

(a) Zeigen Sie unter der Zusatzvoraussetzung f;, > 0 fiir alle k£ die Grenzwertvertauschung
S [ = [ (S 8)a

(b) Beweise das Folgende: Ist " | [, | fe|dp < 0o, so konvergiert Y77, fi p-fast iiberall
absolut gegen eine p-messbare Funktion f, und es gilt die Grenzwertvertauschung

@fduzlwifkduzilwfkdu.

Aufgabe 10.Z1 (4 Punkte) Fiir welche o, § € R gilt

dx
3 < 0
2 |2]% (1 + z]o)

Dabei ist |z| = max(|z1],|z2]) fiir = (21, 22). Benutze nur den Satz von Fubini und
nicht den Transformationssatz.

Aufgabe 10.Z2 (5 Punkte) (a) Es sei £ C R? messbar und \;(E,) = 0 fiir fast alle
r € R (wobel E, := {yeR : (z,y) € E'}). Folgern Sie, dass dann A\(E) = 0 und
M (Ey) = 0 fiir fast alle y € R, wobel E, :={z € R : (z,y) }.

Hinweis: Satz von Fubini.

(b) Sei f: R? — [0, oc] eine messbare Funktion. Sind die beiden folgenden Aussagen (B1)
und (B2) dquivalent? (Hierbei ist “Vi, " gleichbedeutend mit “fur fast alle”.)

(Bl) Viaz € R ViayeR: f(z,y) < o0
(B2) Viay €ER Viaz € R: f(z,y) < o0

(c) Sind die beiden folgenden Aussagen (C1) und (C2) dquivalent?
(C1) Viax € R Yy e R: x—y ist irrational;
(C2) Vy € R Vi,z € R:  x—y ist irrational.

Hinweis zu (b) und (c¢): Es kann hilfreich sein, die geschachtelten Quantorenaussagen
durch Klammern zu strukturieren.

Aufgabe 10.Z3 (4 Punkte) “Fubini via Cavalieri”. Es sei f:R%— [0, 00] mit R? =
R™ x R™ eine Lebesgue—messbare Funktion und A := { (z,2) e RY xR : z € [0, f(z)] }.

(a) Zeige Ag41(A) = [pa f(2z)dx mittels des Prinzips von Cavalieri.

(b) Fiir € R™ betrachte die Schnitte Az C R"xR und zeige Ap11(Az) = [p. f(T,7)dT L.

(c) Folgere [, f(z)dx = [g ( Jen (@, T dx) dz.
(bitte wenden)
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Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen am 19.-21. Dezember 2017
besprochen

Aufgabe 10.A Sei (N*, Pot(NF), ¢;) der MaB-Raum mit Zihlmaf$ (. Sei f eine Funktion
auf N? mit

1 fiir x =y,
flz,y) =< -1 firx=y+1,
0 sonst.

Ist der Satz von Fubini in diesem Fall anwendbar? Bestimme

/N(/Nf(:c,y)dcl)dcl, /N</Nf(x,y)dgl>d§1, und /N2\f(:c,y)ld@-

Aufgabe 10.B (a) Gegeben seien das Quadrat Q = {z € R? : 0 < zy,79 <1} und die
Funktion f(xy,x5) = x3x5. Berechne das Integral

/ f(z)dx

Q

mithilfe des Satzes von Fubini.

(b) Sei A={z€R?: 2+ (x5—1)? < 2 }. Berechne das Integral

/ (22 + 323 + 1) da.
A



