HuMBOLDT-UNIVERSITAT ZU BERLIN

Institut fiir Mathematik Analysis 3
Prof. A. Mielke .
Ph. Bringmann, Dr. I. Kmit WiSe 2017/18

R. Hasenfelder, A. D. Vu

Ubungsblatt 9
Schriftliche Abgabe: Dienstag 19. Dezember 2017 (13:15 Uhr)

Hinweis: Die mit (V) gekennzeichneten Aufgaben kénnen Sie in den Ubungen vom
19.-21. Dez. 2017 vorrechnen. Bitte bereiten Sie entsprechende Unterlagen vor.

Aufgabe 9.1 (5 Punkte) (V) Sei f, : [0,1] — R eine Folge der messbaren Funktionen,
die punktweise gegen eine Funktion f : [0,1] — R konvergiert. Entscheiden Sie unter
welcher der folgenden zusétzlichen Annahmen die Grenzwertvertauschung

lim fo(z)do = f(z)dz
n—o00 [0,1] [0,1]

gilt oder falsch ist (Gegenbeispiel):

(a) fn> fund f[O,l] | fn(x)]do < oo fiir alle n;

(b) fn > foy fir alle n;

(¢) fn < f fiir alle n.

Sind im Fall (c) der Satz von Lebesgue bzw. das Lemma von Fatou anwendbar?

Aufgabe 9.2 (5 Punkte) (V) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit li;rll) f(z) = o0.

(a) Beweisen Sie, dass f genau dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral Rf; |f(z)|dz = limg Rff |f(x)|dz konvergiert.

(b) Zeigen Sie fiir den Fall in (a) die Gleichheit “27 i

fdr = F W){f(x)dx = R/abf(x)dx = lim R/ff(x)dx.

[a,b] B/

_ Jf@)] fira<z<b-1/n,
N 0 fir b—1/n <z <b,
sein. Benutze den Satz von Lebesgue fiir eine Richtung und den Satz von Beppo Levi fiir
die andere Richtung.

Hinweis: Die Funktionenfolge g, (z) konnte hilfreich

Aufgabe 9.3 (4 Punkte) Bestimme alle a, 3 € R, fiir die die Funktion f(x) = 2 sin 2®
Lebesgue-integrierbar bzw. Riemann-integrierbar auf |0, 1] ist.

Hinweis: Benutze Aufgabe 9.2.
Aufgabe 9.Z (3 Punkte) Zeigen Sie, dass der Grenzwert

G hm/wdm
g1+t

existiert und berechnen Sie ihn.

(bitte wenden)
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Die folgenden Aufgaben werden teilweise
in den Ubungen am 12.-14. Dezember 2017 besprochen

Aufgabe 9.A (Monotone Konvergenz) (a) Sei f, : R — R eine Folge messbarer
Funktionen, wobei f; Lebesgue-integrierbar ist. Folgern Sie aus

fi(z) < folz) < fa3(x) < ... fiir alle z € RY,

dass die Grenzwertvertauschung

n—oo

lim [ f,(z)dz = /HIEEO fo(z)dz, (GWV)

auch wenn die Grenzfunktion f(x) = lim,_,~ fn(x) € RU {oco} nicht integrierbar ist.

(b) Priifen Sie in den folgenden vier Fillen die Gleichheit (GWV) und welche der drei
Grenzwertsétze anwendbar sind:

1

O fule) = T o Q=R
(b2) fulz) = ﬁ auf © =0, o],
(03) fula) = 7 0l 2= 10,00
(b4) fulr) = +1m2 auf O —R.

Aufgabe 9.B Sei f, : [0, 7] — R mit

nsin(nr) fir0 <z < I,
falz) = (n) o "
0 furﬁgxgﬂ.

(a) Zeigen Sie, dass f, fiir jedes n Lebesgue-messbar und Lebesgue-integrierbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge f,(x) fiir jedes x € [0, 7] konvergiert.

(c) Sind das Lemma von Fatou beziehungsweise der Satz von Lebesgue anwendbar?
(

d) Gilt die Gleichheit

lim fn(x) dx:/[o | lim f,(z)dx ?

n—oo [077_(_] n—o0



