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Aufgabe 28 (Topologische Vektorrdume): Es sei (X,+,K,:) ein Vektorraum und HS =
{pa|a € I} ein System von Halbnormen. Es sei die T g, die durch diese Halbnormen erzeugte
Topologie.

(a) Zeige, dass eine Menge O C X genau dann offen ist, wenn fiir alle z € X die verschobene
Menge z+0 := {z+y |y € O} offen ist.

(b) Zeige, dass eine Menge O C X genau dann offen ist, wenn fiir alle A € K\{0} die Menge
A0 = { Ay |y € O} offen ist.

(c) Bestétige, dass (X,Tgg,+,-) ein topologischer Vektorraum ist.

Aufgabe 29 (Schwartzsche Funktionen = schnellabfallende Funktionen):
Es sei S(RY) die Menge der schnellabfallenden Funktionen nach LAURENT SCHWARTZ (*5.3.1915
in Paris, 14.7.2002):

S(RY) = { f € C®(R%R) |Vk,l € No: pry(f) < oo}

wobei pi(f) = sup{ (1 + [z)¥|D*f(z)| | € RY, a € N, |a|; =1} ist.

(a) Zeige, dass S(R?) versehen mit dem Halbnormensystem HS = {pj; | k,l € Ng} ein
vollstandiger topologischer Vektorraum ist.

(b) Zeige, dass C°(R%;R) dicht in S(RY) liegt.

(c) Ist der SCHRODINGER-Operator Hgasq aus Aufgabe 11 stetig als Abbildung von S(R?) in
Sich? In B sei (Hasa)(2) = ~(AN)@) + o2/ (x) it Af = Y4, .

Aufgabe 30 (BANACH-Raum der steligen linearen Operatoren):
Fiir normierte Vektorrdume (X, ||-||x) und (Y, |- |ly) sei £L(X,Y") die Menge der stetigen linearen
Operatoren.

(a) Zeige, dass die Operatornorm ||A||x—y = sup{ ||[Az||y | ||z||x <1} tatsdchlich alle Normax-
iome erfiillt.

(b) Beweise, dass der normierte Vektorraum (£(X,Y), ||| x—y) genau dann vollstandig ist, wenn
(Y, |l - ly) ein BANACH-Raum ist. Es darf verwendet werden, dass fiir jeden BANACH-Raum X
eine nichttriviale stetige lineare Abbildung in £(X,R) existiert (Satz von HAHN-BANACH).

(c) Es seien X und Y HILBERT-RAume. Ist dann (£(X,Y), ||| x—y ) immer ein HILBERT-Raum?

Aufgabe 31 (Operatornormen): Berechne die Operatornormen fiir folgende Beispiele:
(a) X =Y =R? und A(i;) = (1122?;:”2) mit den Normen
(al) fl=fl = [z[r  (a2) [[zf| = |zl2  (a3) [Jz]| = |2|oo
) X =Y =0 ={a=(ar)ren | ||lala < oo} mit |a]3 = > keN a2 und den Operatoren
(bl) Ta = (a1,0,a2,0,as,0,...,a;,0,...)
(b2) Ta = (a1—2a2, a2—2a3, e, — 2ak+1, .o )
(¢) X =Y =L*°((0,00)) mit der Norm || - ||oo, (Af)(t) = [;° K(t—s)f(s)ds und K (1) = re~ Il
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