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Aufgabe 24 (Distributionenableitungen):

Hinweis: Zur Berechnung der Distributionenableitungen konnen die Integrationsgebiete
in Bereiche zerlegt werden, in denen die Integranden glatt sind.

Bestimme alle Distributionenableitungen bis zur Ordung 2 der folgenden Funktionen:
(a) f R — Rt o |1,

(b) g : R? = R; (1, x2) — max{0, x 22 };

(c) h:R?® — R;z — max{0, 1—|z|*}.

Aufgabe 25 (Sobolevscher Einbettungssatz):

Ist Q C R? ein beschréiinktes Gebiet mit differenzierbarem Rand, dann gilt der Sobolevsche
Einbettungssatz. Ist 1 —d/p > —d/q mit 1 < p < q < oo, so ist WHP(Q) in L()
eingebettet (enthalten) und die W'P—Norm ist starker als die L¢~Norm. Gilt sogar 1 —
d/p=a € (0,1), so ist W-P(Q) sogar in C*(Q) eingebettet.

(Dies soll hier nicht bewiesen werden, aber veranschaulicht. Beachte, dass im Allgemeinen

fir p < ¢ nur C*(Q) C L9(Q) C LP(Q?) gilt. Die Existenz einer Ableitung verbessert also
die L9—Zugehorigkeit.)
(a) Betrachte Q = By(0) = {y € R?| |y| < 1} und die Funktion fz : @ — R mit
fsly) = @5 fir y # 0. Diskutiere fiir welche d, p, «, 5 die Beziehungen fz € LP(Q) bzw.
fs € C*(Q2) gelten.
(b) Zeige, dass fiir § > 0 die Distributionenableitung % fs existieren und durch die
klassischen Ableitungen ausgedriickt werden konnen. Folgere, dass fz € W'P(Q) genau
fir 5 > 1 — d/p gilt. Vergleiche mit das Ergebnis mit der Aussage des Sobolevschen
Einbettungssatzes und iiberlege, ob die Aussagen “scharf” sind.
(c) Sei nun Q = (a,b) C R' und p € (1,00). Zeige fiir Funktionen g in C'([a,b]) die
Abschatzung

l9(t1) = g(t2)] < [tr=ta|'7[|g/ |-

und folgere daraus die Einbettung W?((a, b)) C C*=1/?([a, b]).

Aufgabe 26 (Topologische Vektorraume):

(a) Der normierter Vektorraum (X || - ||) sei mit der Normtopologie T . versehen. Zeige,
dass damit ein topologischer Vektorraum vorliegt (d.h., dass die Vektoraddition und die
Skalarmultiplikation stetig sind).

(b) Betrachte X = R? als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Vektoraddition und
Skalarmultiplikation. Anstelle der Euklidsche Topologie verwenden wir aber die feinere
Topologie Tsiranien, die durch die Mengen

O(z,e) = {pr e R?||p—1| < ¢} (Strahlensegmente)
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erzeugt wird. Zeige, dass die Skalarmultiplikation stetig ist, wahrend die Vektoraddition
unstetig ist. (Hinweis: Fiir die Unstetigkeit reicht es, ein O(z, ) zu finden, dessen Urbild
V C R? x R? nicht offen ist, d.h. 3 (v,w) € V V,,d, > 0: Ov,,)xO(w,d,) ¢ V.)

Aufgabe 27 (Lokale Lebesgue-Riume):
Fiir beliebige Gebiete 2 C R? und p € [1, oo] setzen wir

LP

loc

(Q):={f:Q—>R| f messbar und Vw € Q: f|, € LP(w) },

wobei “€” kompakt enthalten bedeutet.

(a) Zeige, dass es innerhalb des Halbnormensystems

HSe={p,: LL.(Q) = R|we Q} mit p.(f) = || fllrw)

loc

eine abzéhlbare Familie HSy = {px | k € N} C HS¢ gibt, so dass fiir jedes w € € ein
k € N und ein Cy, > 0 mit p,(f) < Ckpp(f) fir alle f gibt.

(b) Gebe ein Metrik auf (L} (), Tys.) an.

loc
(c) Es sei Q C R? beschrankt mit glattem Rand und (f,),en sei eine Folge, die in LY ()
gegen f, konvergiert und auflerdem noch in LI(€2) (ohne “loc”) beschrénkt ist. Folgere
im Falle 1 < p < ¢ < o0, dass fiir alle r € (p, q) Konvergenz in L"(€2) vorliegt. Gilt eine
entsprechende Aussage auch fiir 1 < ¢ < p < co? (Hinweis: Schétze |f,—f|" in w € 2
anders ab, als in Q \ w und wéhle w geeignet.)
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