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Aufgabe 8 (Der Folgenraum /,):
Es seien I' eine beliebige unendliche, abzdhlbare Menge (z.B. N) und

b= {(ay)er | [[(ay)rerlli < oo} mit [[(ay)erlli = Z |a, ]
~yel’

(a) Zeige, dass ({1, - ||1) ein normierter Vektorraum ist.
(b) Uberpriife, ob der Raum vollsténdig ist.
(c) Finde eine beschriankte Folge, die keinen Haufungspunkt hat.

Aufgabe 9 (Weitere Folgenriaume):

Es sei mit I' wie in Aufgabe 8 weiter
loo = {(ay)yer | [(ay)rerlloe <00} mit [[(ay)serlloo = supf la,| [y €T}

(a) Uberpriife, dass (s, || - ||sc) €in Banach-Raum ist.

(b) Deute ¢; als Teilmenge von £, und zeige, dass || - ||; stérker als || - ||« ist. Finde eine
Folge, die bzgl. der einen Norm konvergiert, aber nicht bzgl. der anderen.

(c) Zeige, dass die Menge der Nullfolgen
co = { (ay)yer | ay — 0 fir v — oo }

der Abschluss von ¢; (als Teilmenge von /., aufgefasst) im Banach-Raum ({, || - ||oo) ist.

Aufgabe 10 (Banachscher Fixpunktsatz):
Zeige Versionen (a) und (b) des bekannten Satzes, wobei (X, || - ||) ein Banach-Raum ist.

(a) Es sei M C X abgeschlossen und ® : M — M sei eine Kontraktion mit Kontraktions-
konstante x < 1. Dann besitzt ® einen eindeutigen Fixpunkt z* und fiir jeden Startpunkt
xg € M gilt fur die Iterationen z,,11; = ®(x,) die a priori Fehlerabschitzung

n

K
2o — (o)l

= 7)) < 5

bitte wenden



(b) Es sei ¥ : X — X eine Abbildung fiir die R > 0, k € (0,1) und y € X existiert, so

dass fiir x1,29 € Br(y) ={z € X | |lz—y| < R} gilt:

[W(z1) = W(zo)l| < oy — of| und [ly = W(y)[ < (1-r)R.

Dann hat ¥ einen Fixpunkt in Br(y).

(c) Wihle eine Norm in R? in der Form ||(z1, z)|| = |21| + a|zz|, so dass fiir
U(z) = (%xl — 1=+ 423, fesing + %:pg)
mittels (b) ein Fixpunkt nahe 0 gefunden werden kann.

Aufgabe 11 (Hermitesche Funktionen und Polynome):

Die Hermiteschen Funktionen i, (z) = Che™2

malsystem in L?(R), d.h.,

**H,(x) bilden ein vollstandiges Orthonor-

(s ey = / ()t (2) A = By (0)

Dabei sind H,(z) = (—1)"e** $-e=*" die Hermiteschen Polynome, die Orthogonalpoly-

dz™
nome heiflen, da sie beziiglich des gewichteten Skalarprodukts

(p, Q>Herm=/Rp(x)q(x) e da

ein Orthonormalsystem bilden.

(a) Fir n = 0,1, 2,3 bestimme durch explizite Rechnung H,, und die Normierungskon-
stanten C),. Rechne die Orthogonalitdt der vier 1), explizit nach. (Hinweis: Verwende
[ 2% de = -4 [% e dz|,_,.)

(b) Unter Verwendung der Tatsache, dass das Polynom H,, die gewdhnliche Differential-
gleichung H)(z) — 2z H) (x) + 2nH,(z) = 0 erfiillt, zeige

(HSChrédw) (2) = —"(z) + 22o(x) = Cnr1)(z) fir z € R, (*%)

und folgere die Orthonormalitét (O) fiir alle n,m € N.

Bemerkung: Die Hermiteschen Funktionen spielen eine wichtige Rolle in der Quanten-
mechanik. Die Gleichung (**) zeigt, dass 1, ein Eigenzustand des Schrodinger-Operators
Hseprsq fir den linearen harmonischen Oszillators zum “Energiewert” 2n4-1 ist.



