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Korrektur zu den Vorlesungen vom 30.1. und 3.2.2006

Definition: In einem topologischen Raum (X, 7) heifit eine Teilmenge (iiberdeckungs-)
kompakt, falls jede Uberdeckung aus offenen Mengen eine endliche Uberdeckung enthalt.
Die Teilmenge heifit folgenkompakt, falls jede Folge in A ein konvergente Teilfolge besitzt.

Der Satz von Banach—Alaoglu—Bourbaki

Version I von Banach (1932)!:
Fiir jeden separablen Banach-Raum X ist die abgeschlossene Einheitskugel des Dual-
raums X', d.h., B’ = {2’ € X' | ||'||x» <1}, schwachx—folgenkompakt.

Version II von Bourbaki (1938)? und Alaoglu (1940)3:
Fiir jeden Banach—-Raum X ist die abgeschlossene Einheitskugel B’ in der schwachx—
Topologie iiberdeckungskompakt.

Die Dualraume von nichtseparablen Banach-Réumen sind Beispiele von topologischen
Vektorraumen, in denen Uberdeckungskompakthelt und Folgenkompaktheit verschieden
sind. Folgendes Beispiel ist H.—W. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Kap. 5 entnommen.

Beispiel: Auf dem nicht-separablen Banach-Raum X = L*°((0, 1)) definieren wir durch
=k [ g(tydt  fir g € Lo((0,1))
eine Folge (Fy)gen in X' = E(X, R) mit ||F||x = 1.

Wir zeigen nun, dass KEINE Teilfolge davon schwach konvergiert. Sei also (F},)ien eine
beliebige Teilfolge. Wir konstruieren fiir diese Teilfolge ein g € L>((0, 1)), so dass Fy,(g)
fiir | — oo nicht konvergiert. Dazu wiéhle aus (k;)en eine weitere Teilfolge (ki) en aus,
so dass ki, > 3k, fiir alle j € N gilt. Setze nun

= Z Xam,br] (£) Mit ap, = 1/ky, und by, = 1/ky,, .

meN

(Hierbei gilt xa(t) =1 fiir t € A und 0 sonst.) Beachte, dass per Konstruktion
b123a1>a123b2>...23bm>bm23am>am23bm+1—>0.

Fiir dieses spezielle g, das nur die Werte 0 und 1 annimmt, folgt nun einerseits

Fiy (9) = & (b = i+ o7 9(0)dt) > 1 (b — 40 = 2

und andererseits

Fiy,, (9) = ki, Jyom g(t)dt =

L ()t < g <

am

Dies zeigt, dass (Fy,(g))ien nicht konvergiert.
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