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Aufgabe 38 (Orthogonalprojektion): Es sei H ein HILBERT-Raum und A eine konvexe
abgeschlossene Teilmenge darin. Weiter bezeichnet P4 : H — A C H die Orthogonalprojektion
mit ||[x—Pa(x)|| = inf{ |z—a| |a € A}.

(a) Fiir beliebige 21,70 € H zeige Re(x1—mxa, Pa(x1)—Pa(x2)) > ||Pa(z1) — Pa(z2)||?. Folgere
daraus die Abschatzung ||Pa(x1)—Pa(z2)| < ||z1—2x2]|-

(b) Es gelte A = Span{ej,eq,...,e,}, wobei die Vektoren ey,..., e, orthogonal zueinander
stehen sollen. Gebe P4 explizit an.

(c) Es sei X = C°([~1,1]) der mit der iiblichen Supremumsnorm versehene BANACH-Raum und
Aa={feX| [° f)dt— [} f®)dt =a}.

Zeige, dass A, in X abgeschlossen und konvex ist. Berechne d(a) := inf{ [|[0—f||~ | f € Au }-
Fiir welche a € R gibt es ein f € A, mit d(a) = [|0—f||?

Aufgabe 39 (Orthogonale Komplemente): Sei H ein HILBERT-Raum mit Skalarprodukt
(-,+). Fiir eine beliebige Menge M C H setzen wir

Mt = {zeH|VyeM: (z,y) =0} (Orthogonalraum zu M)
[M] = Span(M) ={Y}, \jz; [ NN, \; €K, z; € M}
M = Abschluss(M) = cl(M) = {lim, o0 T | 5, € M }.

Weiter sei M+ = (ML), Zeige folgende Aussagen:

Aufgabe 40 (Quadratische Minimierungsprobleme): Es sei H ein reeller HILBERT-Raum
mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || -||. Weiter sei C > 0 und a : H x H — R eine symmetrische
Bilinearform mit % ||z||* < a(z,z) < C||z||? fiir alle z € H.

(a) Zeige, dass mittels ((z,y)) := a(x,y) ein Skalarprodukt auf H definiert wird und dass die
zugehorige Norm || - || zur urspriinglichen Norm &dquivalent ist.

(b) Sei nun F € H' = L(H,R) eine stetige Linearform auf H und
1

J(z) = 5@(3:,1:) — F(x).
Zeige, dass x, € H genau dann die Funktion J minimiert (d.h., J(z.) = p := inf{ J(z)|x € H }),
wenn x, fir alle y € H die Beziehung a(x,,y) = F(y) erfillt.
(c) Zeige ohne Verwendung des Satzes von LAX-MILGRAM, dass J einen eindeutigen Minimierer
besitzt. Verwende dazu das WEIERSTRASS ’sche Prinzip: Wahle eine Folge (x)gen mit J(zg) —
1 und zeige dass zj eine CAUCHY-Folge ist. (Hinweis: Der Beweis des Projektionssatzes und
Teil (a) konnen hilfreich sein.)
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