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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1 (Faktorisierung) - schriftlich

Es sei (X, K, N) ein halbnormierter Vektorraum. Zeige:

(a) V={x € X|N(z) =0} ist ein linearer Unterraum.

(b) 2 ~y < N(z—y) = 0 definiert eine Aquivalenzrelation.

(c) |l[x]~]|~ LN (x) ist wohldefiniert (Repréasentantenunabhéngigkeit).
(

d) (X)w, K, || - ||~) ist ein normierter Vektorraum.

Aufgabe 2 (Vergleichbare Normen) - miindlich

Sind auf dem Vektorraum X zwei Normen || - ||; und || - ||2 gegeben, so heifit || - ||2 stirker
als || - |1 falls es ein C' > 0 gibt, so dass ||z||; < C||z|. fiir alle z € X gilt. Die Normen
heiflen dquivalent, falls || - ||; stdrker als || - ||z ist und gleichzeitig || - ||o starker als || - ||; ist.

(a) Betrachte auf C.(R) &of {fe€eCR)|IR >0:|t| > R = f(t) =0} die beiden

Normen

11l = / F@ldE und | flleo = sup{ |£(1)] |t € R}.

Zeige, dass keine der Normen stérker als die andere ist. (Konstruiere dazu geeignete Folgen
(fu)nen und (gn)nen, die das jeweilige “Stérkersein” zum Widerspruch fiihren.)

(b) Sei nun —oo < a < b < oo und X = C([a, b]). Weiter seien || - ||; und || - || wie in (a)
gegeben, wobei R durch [a, b] ersetzt ist. Zeige, dass || - ||oo stirker als || - ||; ist und dass
die Normen nicht dquivalent sind.

(bitte wenden)



Aufgabe 3 (Vervollstindigungen) - miindlich

Sei X ein Vektorraum, und seien || - ||; und || - |2 zwei Normen auf X so dass || - || stérker
als || - || ist. Sei B; die Vervollsténdigung von (X, || ||;) (¢ = 1,2). Konstruiere eine lineare
Abbildung K : By — By, fiir die das Diagramm

X
N
By [ > By

kommutiert und die beschrénkt ist in folgendem Sinne. Es existiert C' > 0 so dass fiir alle
x € By die Ungleichung ||Kz|[; < Clz||2 gilt.

Bemerkung: Die letzte Aussage bedeutet, dass K stetig ist. K ist i.A. nicht injektiv.

Aufgabe 4 (Der Folgenraum /¢;) - miindlich
Es seien I' eine beliebige unendliche, abzahlbare Menge (z.B. N) und

b ={(ay)er | [[(ay)serlli < oo} mit [[(ay)erll = Z |a, ]

yel

(a) Zeige, dass ({1, ] - ||1) ein normierter Vektorraum ist.
(b) Uberpriife, ob der Raum vollstéindig ist.
(c) Finde eine beschrinkte Folge, die keinen Héufungspunkt hat.



