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VorwortDies ist das Vorlesungsskript zu zwei vierstündigen einführenden Vorlesungen über Wahrs
hein-li
hkeitstheorie, gehalten an der Universität Leipzig 2005/06 und 2008/09 sowie an der Te
h-nis
hen Universität Berlin 2012/13. Es werden die grundlegenden Begri�e motiviert und ent-wi
kelt, wie Wahrs
heinli
hkeitsräume, Zufallsgröÿen, Erwartungswert und Varianz, bedingteWahrs
heinli
hkeiten und Erwartungswerte, Unabhängigkeit, Konvergenzbegri�e, sto
hastis
heProzesse und vieles mehr. Ein Steilkurs stellt die benötigten maÿtheoretis
hen Konzepte undHilfsmittel zusammen. Ferner werden viele der wi
htigen Verteilungen und ihre Einsatzgebieteund Beziehungen unter einander vorgestellt. Au
h fundamentale sto
hastis
he Prozesse wie dieeinfa
he Irrfahrt, der Poisson-Prozess, Markovketten, stationäre Prozesse und die Brown's
heBewegung werden eingeführt und untersu
ht.In den ersten Kapiteln bes
hränken wir uns auf diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräume und ler-nen die wi
htigen diskreten Verteilungen kennen. Sodann behandeln wir Wahrs
heinli
hkeitenmit Di
hten und wi
htige Beispiele. Ans
hlieÿend bringen wir den Begri� des allgemeinen Wahr-s
heinli
hkeitsraums unter Verwendung von Maÿtheorie. Dazu tragen wir zunä
hst die grundle-genden Begri�e und Konzepte der Maÿtheorie zusammen, um dann die allgemeine Wahrs
hein-li
hkeitstheorie zu präsentieren und auszubauen, womit ungefähr der Sto� der ersten der beidenVorlesungen endet.In der zweiten Vorlesung behandeln wir Unabhängigkeit, bedingte Erwartungswerte, diver-se Konvergenzbegri�e und ihre Beziehungen untereinander (eins
hlieÿli
h des Zentralen Grenz-wertsatzes und des Satzes von Prohorov), Markovketten, allgemeine sto
hastis
he Prozesse indiskreter Zeit, stationäre Prozesse und den Ergodensatz sowie die Konstruktion der Brown's
henBewegung mit Hilfe des Satzes von Donsker.Das vorliegende Skript wurde natürli
h aus mehreren vers
hiedenen Quellen gespeist, die manni
ht mehr alle im Einzelnen zurü
k verfolgen kann. Die Lehrbü
her, die den meisten Ein�uss aufdie Gestaltung des ersten Teils dieses Skriptes hatten, sind die viel benutzten klassis
hen Texte[Kr02℄ von U. Krengel und [Ge02℄ von H.-O. Georgii, ferner das Lehrbu
h [Kl06℄ von A. Klenke.Es sind au
h Hinweise meiner Kollegen N. Gantert und A. Klenke einge�ossen, denen i
h hiermitdafür danke. In der Überarbeitung vom Wintersemester 2008/09 korrigierte i
h ein paar Fehler,verbesserte stellenweise die Präsentation und fügte man
he Erläuterungen und Übungsaufgabenhinzu. Im März 2012 trug i
h etli
he kleine Korrekturen ein, die mir dankenswerter Weise AlbertHaase und Jonka Hähnel übermittelten. Frau Leili Riazy steuerte netterweise die Illustration zuBeispiel 5.2.6 bei.Berlin, im März 2012 1





Kapitel 1Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräumeIn diesem Abs
hnitt führen wir die grundlegenden Begri�e der diskreten Wahrs
heinli
hkeitstheo-rie ein, das heiÿt der Theorie der Wahrs
heinli
hkeiten auf hö
hstens abzählbar unendli
h groÿenMengen. Wir geben eine Auswahl an Beispielen und sammeln Eigens
haften dieses Konzeptes.1.1 Grundbegri�eWir beginnen mit einem einführenden Beispiel.Beispiel 1.1.1. Wir würfeln mit zwei fairen1 Würfeln. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dassdie Augensumme ni
ht kleiner als zehn ist?Es bieten si
h (mindestens) zwei Mögli
hkeiten der Problemlösung an. Wir können zumBeispiel ansetzen, dass jedes Element aus Ω = {1, 2, . . . , 6}2 (das ist die Menge aller Zahlenpaaremit Koe�zienten zwis
hen 1 und 6) die selbe Wahrs
heinli
hkeit besitzt (also 1/36), wobei wir einsol
hes Paar identi�zieren als die Ergebnisse der beiden Würfel. (Wir behandeln also die beidenWürfel als unters
heidbar, obwohl davon si
her die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit ni
ht abhängenwird.) Dann zählen wir die günstigen Elementarereignisse, also diejenigen Paare, die das gesu
hteEreignis realisieren. Wir kommen auf die se
hs Paare (4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 4), (6, 5) und (6, 6).Also antworten wir, dass die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit glei
h 6/36 sei, also 1/6.Eine zweite Mögli
hkeit ist, die Menge Ω = {2, 3, 4, . . . , 12} von mögli
hen Augensummenzu betra
hten. Allerdings müssen wir bea
hten, dass diese elf Elementarereignisse ni
ht glei
hwahrs
heinli
h sind. Zum Beispiel hat die 2 die Wahrs
heinli
hkeit 1/36, und die 3 hat die Wahr-s
heinli
hkeit 1/18. Nun müssen wir also die Wahrs
heinli
hkeiten der 10, 11 und 12 ermittelnund sie addieren, um die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit zu erhalten. Die 10 hat die Wahrs
heinli
h-keit 1/12, denn es gibt drei Mögli
hkeiten, die Summe 10 zu würfeln. Die 11 und die 12 haben dieWahrs
heinli
hkeiten 2/36 bzw. 1/36. Eine Addition ergibt, dass die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeitglei
h 1/6 beträgt, also das selbe Ergebnis wie oben. 3Dieses Beispiel ma
ht mehrere Dinge deutli
h:1. Es emp�ehlt si
h, eine Grundmenge von Elementarereignissen zu de�nieren, deren Wahr-s
heinli
hkeiten einzeln bestimmt werden. Letzteres ist besonders einfa
h, wenn alle die1Mit einem `fairen' Würfel meinen wir einen idealisierten, der jedes der se
hs Ergebnisse mit der selben Wahr-s
heinli
hkeit 1
6
ausgibt. 3



4 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEglei
he Wahrs
heinli
hkeit besitzen.2. Das Ereignis, na
h dem gefragt ist, identi�ziert man mit einer Teilmenge der Grundmenge.Ihre Wahrs
heinli
hkeit ist die Summe ihrer Einzelwahrs
heinli
hkeiten.3. Es gibt im Allgemeinen mehrere Mögli
hkeiten, eine Grundmenge zu wählen.Das zu Grunde liegende Konzept fassen wir wie folgt zusammen. Mit P(Ω) bezei
hnen wirdie Potenzmenge einer Menge Ω, also die Menge aller Teilmengen von Ω.De�nition 1.1.2 (diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum). Ein diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraumist ein Tupel (Ω, p), bestehend aus einer endli
hen oder hö
hstens abzählbar unendli
hen Menge
Ω und einer Abbildung p : Ω → [0, 1] mit der Eigens
haft

∑

ω∈Ω

p(ω) = 1.Wir nennen Ω den Ereignisraum, seine Elemente die Elementarereignisse, seine Teilmengendie Ereignisse und die p(ω) die Einzelwahrs
heinli
hkeiten.Die Abbildung P : P(Ω) → [0, 1], de�niert dur
h
P(A) =

∑

ω∈A

p(ω) für alle A ⊂ Ω,heiÿt das von den Einzelwahrs
heinli
hkeiten induzierte Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ. Man spri
htau
h von einer Verteilung P auf Ω.Da alle Einzelwahrs
heinli
hkeiten ni
ht negativ sind, spielt in dem Ausdru
k ∑
ω∈Ω p(ω) dieReihenfolge der Summanden keine Rolle. Genau genommen handelt es si
h um den Grenzwert

limn→∞
∑n

i=1 p(ωi), wobei ω1, ω2, . . . eine Abzählung von Ω ist.Der ersten Lösung im Beispiel 1.1.1 lag also der Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, p) mit Ω =
{1, 2, . . . , 6}2 und p(ω) = 1

36 für jedes ω ∈ Ω zu Grunde.Der Begri� des Wahrs
heinli
hkeitsraums in De�nition 1.1.2 ist ein Spezialfall eines allge-meinen und fundamentalen Konzepts, das erst in Kapitel 7 behandelt werden wird. Die funda-mentalen Eigens
haften des Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes P in De�nition 1.1.2 sind die folgenden.Bemerkung 1.1.3 (Kolmogorov's
he Axiome). Sei (Ω, p) ein diskreter Wahrs
heinli
hkeits-raum. Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P hat die beiden Eigens
haften(i) P(Ω) = 1 (Normierung),(ii) für alle Folgen (Ai)i∈N von paarweise disjunkten2 Ereignissen gilt
P
(⋃

i∈N

Ai

)
=

∑

i∈N

P(Ai) (abzählbare Additivität).Die Gültigkeit dieser beiden Eigens
haften ist evident. 32Wir nennen Ereignisse Ai mit i ∈ I paarweise disjunkt, wenn Ai ∩ Aj = ∅ für alle i, j ∈ I mit i 6= j.



1.1. GRUNDBEGRIFFE 5Diese sogenannten Kolmogorovs
hen Axiome sind für uns also Folgerungen aus De�nition 1.1.2.In allgemeinerem Rahmen (siehe Kapitel 7) fordert man sie übli
herweise als Axiome, muss aberzunä
hst de�nieren, was Ereignisse sein sollen. Es ist lei
ht zu sehen, dass jede endli
he oderhö
hstens abzählbare Menge Ω, auf deren Potenzmenge eine Abbildung P de�niert ist, die denKolmogorovs
hen Axiomen genügt, dur
h die De�nition
p(ω) = P({ω}) für ω ∈ Ωzu einem diskreten Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, p) gema
ht wird.Wir spre
hen also von Teilmengen von Ω als von Ereignissen. Wir listen die wi
htigstengängigen Spre
hweisen für Ereignisse und ihre Entspre
hung in der mathematis
hen Mengen-s
hreibweise auf:Spra
he der Ereignisse Mengens
hreibweise

A, B und C sind Ereignisse A,B,C ⊂ Ω
A und B A ∩B
A oder B A ∪Bni
ht A Ac = Ω \A
A und B s
hlieÿen si
h aus A ∩B = ∅
A impliziert B A ⊂ BWahrs
heinli
hkeiten genügen einigen einfa
hen Regeln:Lemma 1.1.4. Sei (Ω, p) ein diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum, dann hat das zugehörige Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ P die folgenden Eigens
haften:(a) P(∅) = 0,(b) A ⊂ B =⇒ P(A) ≤ P(B) für alle Ereignisse A und B,(
) P(A ∪B) + P(A ∩B) = P(A) + P(B) für alle Ereignisse A und B,(d) P(

⋃
i∈NAi) ≤

∑
i∈N P(Ai) für alle Folgen (Ai)i∈N von Ereignissen,(e) Falls für eine Folge (Ai)i∈N von Ereignissen und ein Ereignis A gilt:3 Ai ↓ A oder Ai ↑ A,so gilt limi→∞ P(Ai) = P(A).Beweis. Die Beweise von (a) - (d) sind Übungsaufgaben. Der Beweis von (e) geht wie folgt. Falls

Ai ↑ A, so ist A glei
h der disjunkten Vereinigung der Mengen Ai \ Ai−1 mit i ∈ N (wobei wir
A0 = ∅ setzen), und daher gilt na
h Bemerkung 1.1.3:

P(A) = P
( ∞⋃

i=1

(Ai \ Ai−1)
)

=

∞∑

i=1

P(Ai \ Ai−1) = lim
n→∞

n∑

i=1

P(Ai \Ai−1) = lim
n→∞

P(An).Der Beweis der Aussage unter der Voraussetzung Ai ↓ A ist eine Übungsaufgabe.Beispiel 1.1.5. Wir betra
hten ein Kartenspiel mit 2n Karten, darunter zwei Jokern. Wir bildenzwei glei
h groÿe Stapel. Wir groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h beide Joker im selbenStapel be�nden?3Wir s
hreiben Ai ↓ A für i → ∞, falls Ai+1 ⊂ Ai für jedes i und T
i∈N

Ai = A. Analog ist Ai ↑ A de�niert.



6 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEWir benutzen den Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, p) mit
Ω =

{
(i, j) ∈ {1, 2, . . . , 2n}2 : i 6= j

} und p((i, j)) =
1

|Ω| =
1

2n(2n − 1)
.Wir interpretieren i und j als die Plätze der beiden Joker im Kartenspiel. Die Plätze 1 bis ngehören zum ersten Stapel, die anderen zum zweiten. Also betra
hten wir das Ereignis

A =
{
(i, j) ∈ Ω: i, j ≤ n

}
∪

{
(i, j) ∈ Ω: i, j ≥ n+ 1

}
.Man sieht lei
ht, dass A genau 2n(n− 1) Elemente besitzt. Also ist P(A) = n−1

2n−1 . 31.2 UrnenmodelleWie aus Beispiel 1.1.1 klar wurde, ist eine der einfa
hsten Verteilungen dur
h die Glei
hvertei-lung (au
h Lapla
e-Verteilung) auf einer endli
hen Menge Ω gegeben. Hier gilt p(ω) = 1/|Ω| fürjedes ω ∈ Ω, wobei |Ω| die Kardinalität von Ω bezei
hnet, also die Anzahl der Elemente in Ω. ImFolgenden geben wir eine Liste von wi
htigen Beispielen von Lapla
e-Räumen, die von Urnen-modellen her rühren. Dabei werden einige sehr wi
htige Formeln der elementaren Kombinatorikmotiviert und hergeleitet.Beispiel 1.2.1 (Urnenmodelle). Es sei eine Urne gegeben, in der N Kugeln mit den Aufs
hriften
1, 2, . . . , N liegen. Wir ziehen nun n Kugeln aus der Urne. Es stellt si
h die Frage, wieviele unter-s
hiedli
he Ergebnisse wir dabei erhalten können. Ein Ergebnis ist hierbei ein Tupel (k1, . . . , kn)in {1, . . . , N}n, wobei ki dafür stehen soll, dass in der i-ten Ziehung die Kugel mit der Nummer
ki gezogen wird.Die Anwort auf diese Frage hängt stark davon ab, ob wir die einzelnen Ziehungen mit oderohne zwis
henzeitli
hem Zurü
klegen dur
hführen und ob wir Ergebnisse als unters
hiedli
h an-sehen wollen, wenn sie si
h nur in der Reihenfolge unters
heiden. Mit M bezei
hnen wir dieMenge {1, . . . , N}.(I) mit Zurü
klegen, mit Reihenfolge. Wir legen also na
h jeder Ziehung die gezogene Kugeljeweils wieder in die Urne zurü
k, und wir betra
hten die Ziehung unters
hiedli
her Kugeln inunters
hiedli
her Reihenfolge als unters
hiedli
h. Als Modell bietet si
h die Menge

ΩI = Mn = {(k1, . . . , kn) : k1, . . . , kn ∈ M},die Menge aller n-Tupel mit Koe�zienten aus M, an. Es ist klar, dass ΩI genau Nn Elementebesitzt.(II) ohne Zurü
klegen, mit Reihenfolge. Hier legen wir zwis
hendur
h keine gezogenen Ku-geln zurü
k, insbesondere müssen wir voraus setzen, dass n ≤ N . Ein geeignetes Modell ist
ΩII = {(k1, . . . , kn) ∈ Mn : k1, . . . , kn ∈ M paarweise vers
hieden}.Die Anzahl der Elemente von ΩII ist lei
ht aus der folgenden Argumentation als

|ΩII | = N(N − 1)(N − 2) · · · · · (N − n+ 1) =
N !

(N − n)!



1.2. URNENMODELLE 7zu ermitteln:4 Bei der ersten Ziehung haben wir N Kugeln zur Auswahl, bei der zweiten nurno
h N − 1 und so weiter. Jede dieser insgesamt n Ziehungen führt zu einem anderen n-Tupel.(III) ohne Zurü
klegen, ohne Reihenfolge. Hier legen wir keine gezogenen Kugeln zurü
k,und uns interessiert zum S
hluss ni
ht, in wel
her Reihenfolge wir die n Kugeln gezogen haben.Also emp�ehlt si
h die Grundmenge
ΩIII = {A ⊂ M : |A| = n} = {{k1, . . . , kn} ⊂ M : k1, . . . , kn paarweise vers
hieden},die Menge der n-elementigen Teilmengen von M. Die Kardinalität von ΩIII kann man ermitteln,indem man si
h überlegt, dass die Menge ΩII alle Teilmengen aus ΩIII genau n! Mal au�istet,nämli
h als Tupel in sämtli
hen mögli
hen Reihenfolgen. Also gilt

|ΩIII | =
|ΩII |
n!

=
N !

(N − n)!n!
=

(
N

n

)
.Den Ausdru
k (

N
n

) liest man `N über n', er wird Binomialkoe�zient genannt. Eine seiner wi
h-tigsten Bedeutungen ist, dass er die Anzahl der n-elementigen Teilmengen einer N -elementigenMenge angibt.(IV) mit Zurü
klegen, ohne Reihenfolge. Wir legen also die jeweils gezogene Kugel na
h jederZiehung zurü
k, und am Ende ordnen wir die Aufs
hriften der gezogenen Kugeln und zählen,wie oft wir wel
he gezogen haben. In einer gewissen Abwandlung bedeutet also ki ni
ht mehr dieAufs
hrift der Kugel, die wir als i-te gezogen haben, sondern die i-t kleinste Aufs
hrift, die wirgezogen haben. Dies legt die Grundmenge
ΩIV = {(k1, . . . , kn) ∈ Mn : k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn},nahe, die Menge der n-Tupel in ni
htabsteigender Reihenfolge. Zur Ermittlung der Kardinalitätverwenden wir einen kleinen Tri
k. Wir betra
hten die Abbildung (k1, . . . , kn) 7→ (k′1, . . . , k

′
n)mit k′i = ki + i− 1. Diese Abbildung ist bijektiv von ΩIV in die Menge

Ω =
{
(k′1, . . . , k

′
n) ∈ (M′)n : k′1 < k′2 < · · · < k′n

}
,wobei M′ = {1, . . . , N + n − 1}. O�ensi
htli
h besitzt diese Menge Ω die selbe Kardinalitätwie die oben behandelte Menge Ω′

III , wobei Ω′
III allerdings ni
ht mit M = {1, . . . ,N} gebildetwird, sondern mit M′. Nun können wir die obige Formel für die Kardinalität von ΩIII benutzen,na
hdem wir N dur
h N + n− 1 ersetzt haben, und wir erhalten

|ΩIV | = |Ω| = |Ω′
III | =

(
N + n− 1

n

)
.

3Es stellt si
h heraus, dass eine Fülle von weiteren Modellen auf die obigen Urnenmodellezurü
kgeführt und mit Hilfe der Formeln in Beispiel 1.2.1 behandelt werden können.Beispiel 1.2.2. Wir würfeln mit vier Würfeln. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dasswir vier vers
hiedene Augenzahlen erhalten? (Übungsaufgabe) 34Mit n! = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 (lies `n Fakultät') bezei
hnet man das Produkt der ersten n natürli
henZahlen. Man sieht lei
ht, dass es genau n! vers
hiedene Permutationen von n unters
heidbaren Objekten gibt.



8 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEBeispiel 1.2.3. Wie groÿ ist beim Zahlenlotto `6 aus 49' die Wahrs
heinli
hkeit für genau se
hsbzw. für genau vier Ri
htige? (Übungsaufgabe) 3Beispiel 1.2.4 (Geburtstagszwillinge). Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit p, dass unter n ∈ NPersonen keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben? (Natürli
h setzen wir voraus,dass das Jahr 365 Tage hat, dass n ≤ 365 gilt und dass alle Geburtstage unabhängig von einanderdie glei
he Wahrs
heinli
hkeit haben.)Die Menge aller Geburtstagskombinationen der n Personen ist ΩI mit N = 365 aus Bei-spiel 1.2.1, und die Menge von Kombinationen, die das gesu
hte Ereignis realisieren, ist dieMenge ΩII . Also ist die Anwort, dass die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit glei
h
p =

|ΩII |
|ΩI |

= 1
(
1 − 1

N

)(
1 − 2

N

)
. . .

(
1 − n− 1

N

)
= exp

{n−1∑

i=1

log
(
1 − i

N

)}ist. Bei N = 365 und n = 25 ist dieser Wert etwa glei
h 0, 432. Für allgemeine n und Nkönnen wir eine Approximation dieses unhandli
hen Ausdru
ks vornehmen, wenn n sehr kleinim Verhältnis zu N ist. In disem Fall benutzen wir die Näherung log(1 + x) ≈ x für kleine |x|und erhalten
p ≈ exp

{
−

n−1∑

i=1

i

N

}
= exp

{
−n(n− 1)

2N

}
,was si
h viel lei
hter bere
hnen lässt. 3Beispiel 1.2.5. Wie viele Mögli
hkeiten gibt es, n ununters
heidbare Murmeln auf N Zellen zuverteilen?Diese Frage führt auf die Frage der Kardinalität von ΩIV in Beispiel 1.2.1, und wir benutzendie Gelegenheit, eine alternative Lösung anzubieten. Wir denken uns die n Murmeln in eineReihe gelegt. Sie in N Zellen einzuteilen, ist äquivalent dazu, N − 1 Trennwände zwis
hen die

n Murmeln zu setzen, denn dadur
h werden ja die N Zellen de�niert. (Links von der erstenTrennwand ist der Inhalt der ersten Zelle, zwis
hen der (i− 1)-ten und i-ten Trennwand ist derInhalt der i-ten Zelle, und re
hts von der (N−1)-ten Trennwand ist der Inhalt der letzten Zelle.)Dadur
h erhalten wir eine Reihe von N + n− 1 Objekten: n Murmeln und N − 1 Trennwände.Jede der (N+n−1
n

) mögli
hen Anordnungen (hier benutzen wir die Formel für ΩII) korrespondiertmit genau einer Mögli
hkeit, die Murmeln in N Zellen einzuteilen. Also ist diese Anzahl glei
h(N+n−1
n

). 31.3 Weitere Beispiele von VerteilungenBei Ziehungen aus einer Urne, in der zwei vers
hiedene Typen von Kugeln liegen, bietet si
h dasfolgende Modell an.Beispiel 1.3.1 (Hypergeometris
he Verteilung). Aus einer Urne mit S s
hwarzen undW weiÿenKugeln ziehen wir n Kugeln ohne Zurü
klegen. Wir setzen dabei voraus, dass S,W,n ∈ N0 mit
n ≤ S + W . Wir nehmen wie immer an, dass die Kugeln in der Urne gut gemis
ht sind. Unsinteressiert die Wahrs
heinli
hkeit, dass dabei genau s s
hwarze und w = n − s weiÿe Kugelngezogen wurden, wobei s,w ∈ N0 mit s ≤ S und w ≤ W . Das heiÿt, dass s die Bedingungen
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max{0, n −W} ≤ s ≤ min{S, n} erfüllen muss. Die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit ist glei
h

Hypn,S,W (s) =

(S
s

)( W
n−s

)
(S+W

n

) , s ∈
{
max{0, n −W}, . . . ,min{S, n}

}
.Dies ergibt si
h aus einer mehrfa
hen Anwendung der Formel für |ΩIII | in Beispiel 1.2.1: Der Nen-ner ist die Anzahl der Mögli
hkeiten, n Kugeln aus S+W auszuwählen, und im Zähler steht dieAnzahl der Mögli
hkeiten, s Kugeln aus S auszuwählen und n−s aus W . Wir können die Menge

Ω = {max{0, n −W}, . . . ,min{S, n}} zusammen mit Hypn,S,W als einen Wahrs
heinli
hkeits-raum au�assen. Der analytis
he Na
hweis, dass Hypn,S,W wirkli
h auf Ω normiert ist, ist etwasunangenehm; wir begnügen uns mit der probabilistis
hen Argumentation, dass wir die Summeder Wahrs
heinli
hkeiten aller mögli
hen Ereignisse erhalten, indem wir Hypn,S,W (s) über s ∈ Ωsummieren. Man nennt Hypn,S,W die hypergeometris
he Verteilung auf Ω mit Parametern n, Sund W . 3Beispiel 1.3.2. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass na
h dem Geben beim Skatspiel Spieler
A genau drei Asse besitzt? (Wir gehen davon aus, dass 32 Karten an drei Spieler, die je zehnKarten erhalten, und den Skat verteilt werden, und dass genau vier Asse unter den 32 Kartensind. Natürli
h nehmen wir wieder an, dass das Spiel gut gemis
ht ist.)Um diese Frage zu beantworten, benutzen wir die hypergeometris
he Verteilung mit S = 4,
W = 28 und n = 10 und s = 3, denn Spieler A erhält zehn von 32 Karten, und es gibt vier Asseund 28 andere Karten im Spiel. Die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit ist also

Hyp10,4,28(3) =

(4
3

)(28
7

)
(32
10

) =
66

899
.

3Eine der wi
htigsten Verteilungen, die uns in dieser Vorlesung immer wieder begegnen wird,tau
ht auf bei der Frage na
h Erfolgszahlen bei Serien von Glü
ksspielen.Beispiel 1.3.3 (Bernoulliverteilung). Wir spielen ein Glü
ksspiel, bei dem es mit Wahrs
hein-li
hkeit p ∈ [0, 1] einen Erfolg gibt und sonst keinen. Insgesamt spielen wir es n Mal, und alle
n Spiele sind unabhängig voneinander. (Zur Präzisierung dieses Begri�s siehe Abs
hnitt 2.2,insbesondere Beispiel 2.2.3.) Man sagt, wir führen ein Bernoulli-Experiment der Länge n mitErfolgswahrs
heinli
hkeit p dur
h. Dieses Experiment können wir mit dem Wahrs
heinli
hkeits-raum (Ω, q) gut bes
hreiben, wobei Ω = {0, 1}n (die Menge aller Vektoren der Länge n mitKoe�zienten 0 oder 1, wobei `1' für `Erfolg' steht und `0' für `Misserfolg'), und die Einzelwahr-s
heinli
hkeiten sind gegeben dur
h

q(ω) = p
Pn

i=1 ωi(1 − p)n−
Pn

i=1 ωi , ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω.(Man bea
hte, dass ∑n
i=1 ωi glei
h der Anzahl der Einsen im Vektor ω ist und n − ∑n

i=1 ωidie Anzahl der Nullen.) Den Na
hweis, dass q tatsä
hli
h eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung auf
Ω induziert (d. h., dass die q(ω) si
h zu Eins aufsummieren), führt man am besten über einevollständige Induktion. 3Beispiel 1.3.4 (Binomialverteilung). Wir führen ein Bernoulli-Experiment der Länge n mitErfolgswahrs
heinli
hkeit p ∈ [0, 1] dur
h wie in Beispiel 1.3.3. Wir groÿ ist die Wahrs
hein-li
hkeit, genau k Erfolge zu haben, wobei k ∈ {0, . . . , n}? Formaler gefragt, wie groÿ ist dieWahrs
heinli
hkeit des Ereignisses Ak = {ω ∈ Ω:

∑n
i=1 ωi = k}?



10 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEDie Lösung anzugeben fällt uns ni
ht s
hwer. Es gibt (n
k

) Anzahlen von Spielverläufen, indenen es genau k Erfolge gibt, und die k Erfolge ges
hehen mit Wahrs
heinli
hkeit pk, und die
n − k Misserfolge mit Wahrs
heinli
hkeit (1 − p)n−k. Also ist die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeitgegeben dur
h die Formel

Bin,p(k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k, k ∈ {0, . . . , n}.Die Verteilung auf Ω = {0, . . . , n} mit den Einzelwahrs
heinli
hkeiten Bin,p heiÿt die Binomial-verteilung mit Parametern p ∈ [0, 1] und n ∈ N. Wir erinnern an den Binomis
hen Lehrsatz

(x+ y)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k, x, y ∈ R, n ∈ N, (1.3.1)der eine analytis
he Re
htfertigung dafür liefert, dass Bin,p tatsä
hli
h eine Wahrs
heinli
hkeits-verteilung induziert. Ohne Probleme leitet man die Beziehungen

n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n,

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0,

n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1,

(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)(1.3.2)her (Übungsaufgabe). 3In den folgenden beiden Beispielen führen wir die wohl wi
htigsten Verteilungen auf einemabzählbar unendli
hen Raum ein.Beispiel 1.3.5 (Geometris
he Verteilung). Wir stellen uns vor, dass wir das Glü
ksspiel ausBeispiel 1.3.4 so lange spielen, bis wir zum ersten Male einen Erfolg verbu
hen können. Mitwel
her Wahrs
heinli
hkeit passiert dies beim k-ten Spiel (wobei k ∈ N)?Au
h diese Frage beantworten wir lei
ht. Das gesu
hte Ereignis ist dadur
h 
harakterisiert,dass wir genau k − 1 Mal hinter einander keinen Erfolg haben und im k-ten Spiel endli
h einen.Also ist die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit glei
h
Geop(k) = p(1 − p)k−1, k ∈ N. (1.3.3)Die Verteilung auf Ω = N mit den Einzelwahrs
heinli
hkeiten Geop heiÿt geometris
he Verteilungmit Parameter p ∈ (0, 1). Sie ist also die Verteilung der Wartezeit auf den ersten Erfolg in einerSerie von Glü
ksspielen, die jeweils mit Erfolgswahrs
heinli
hkeit p ablaufen. Man
he Autorende�nieren die geometris
he Verteilung auf der Menge N0 = N∪ {0} mittels der Formel p(1− p)kfür k ∈ N0. Wir werden diese Verteilung mit G̃eop bezei
hnen.Die Interpretation als Wartezeit auf den ersten Erfolg in einer mögli
herweise unendli
h lan-gen Serie von Glü
ksspielen s
heint den überabzählbaren Wahrs
heinli
hkeitsraum Ω = {0, 1}Nzu erfordern, die Menge aller unendli
h langen 0-1-Folgen. Das ist allerdings tatsä
hli
h ni
htnötig, da die Betra
htung des Ereignisses, dass das k-te Spiel den ersten Erfolg bringt, nur denendli
hen Wahrs
heinli
hkeitsraum Ω = {0, 1}k erfordert. 3Beispiel 1.3.6 (Poisson-Verteilung). Mit einem Parameter α ∈ (0,∞) betra
hten wir die Ver-teilung auf Ω = N0 = {0, 1, 2, . . . }, die gegeben ist dur
h

Poα(k) = e−αα
k

k!
, k ∈ N0. (1.3.4)



1.3. WEITERE BEISPIELE VON VERTEILUNGEN 11Die Verteilung Poα heiÿt die Poisson-Verteilung zum Parameter α. Eine ihrer wi
htigsten Be-deutungen und Anwendungen kommt von der folgenden Überlegung her. Wir denken uns, dassim Zeitintervall (0, t] eine zufällige Anzahl von Zeitpunkten zufällig verteilt sind. Um dies zupräzisieren, müssen wir ein paar zusätzli
he, plausible Annahmen ma
hen. Wir teilen das Inter-vall in n glei
he Stü
ke der Länge t/n ein und nehmen an, dass jedes dieser Teilintervalle fürgroÿes n hö
hstens einen dieser zufälligen Punkte enthält. Auÿerdem nehmen wir an, dass dieEnts
heidung, ob die n Teilintervalle jeweils einen sol
hen Zeitpunkt enthalten, unabhängig fällt(ein Begri�, den wir in Abs
hnitt 2.2 präzisieren werden), und zwar mit Wahrs
heinli
hkeit pn.Mit anderen Worten, wir nehmen an, dass wir es mit einem Bernoulli-Experiment der Länge nmit Erfolgswahrs
heinli
hkeit pn zu tun haben. Den Parameter p = pn legen wir so fest, dassfür groÿes n die erwartete Gesamtzahl der zufälligen Punkte im Intervall (0, t] (dies ist die Zahl
npn, was in Abs
hnitt 3.3 präzisiert werden wird) ungefähr ein fester Wert α ∈ (0,∞) ist. Derfolgende Satz sagt, dass die Verteilung der Anzahl der zufälligen Punkte in (0, t] dann etwa dur
hdie Poisson-Verteilung gegeben ist:Satz 1.3.7 (Poissonapproximation der Binomialverteilung; Poisson's
her Grenzwertsatz). Falls
limn→∞ npn = α, so gilt für jedes k ∈ N0

lim
n→∞

Bin,pn(k) = Poα(k).Beweis. Wir benutzen die (gebräu
hli
he) Notation an ∼ bn, wenn limn→∞ an/bn = 1. Alsosieht man, dass (
n

k

)
=
nk

k!

n(n− 1)(n− 2) · · · · · (n− k + 1)

nk
∼ nk

k!
, (1.3.5)da wir den zweiten Bru
h als Produkt von k Brü
hen s
hreiben können, die jeweils gegen Einskonvergieren. Nun benutzen wir die Tatsa
he limt→0(1 + t)1/t = e, um zu s
hlussfolgern, dass

Bin,pn(k) =

(
n

k

)
pk

n(1 − pn)n(1 − pn)−k ∼ nk

k!
pk

n

[
(1 − pn)1/pn

]npn ∼ (npn)k

k!
e−npn

→ αk

k!
e−α = Poα(k).

3Beispiel 1.3.8 (Verallgemeinerte hypergeometris
he Verteilung und Multinomialverteilung). Ineinem Tei
h gibt es N Fis
he von k unters
hiedli
hen Sorten, und zwar genau Ni Stü
k vonSorte i ∈ {1, . . . , k}, wobei N = N1 + · · · + Nk. Wir �s
hen n ∈ {0, . . . ,N} Fis
he zufällig ausdem Tei
h heraus. Mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit fangen wir dabei genau ni ∈ N0 Fis
he vonder Sorte i für jedes i ∈ {1, . . . , k}? Wir setzen natürli
h voraus, dass n = n1 + · · · + nk und
ni ∈ {0, . . . , Ni} für jedes i.Die Antwort ist o�ensi
htli
h (bei `guter Mis
hung' der Fis
he im Tei
h) gegeben dur
h dieFormel

Hypn;N1,...,Nk
(n1, . . . , nk) =

∏k
i=1

(Ni
ni

)
(N

n

) .Die Verteilung Hypn;N1,...,Nk
auf der Menge

Ωn =
{
(n1, . . . , nk) ∈ Nk

0 : n1 + · · · + nk = n
}



12 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEheiÿt die verallgemeinerte hypergeometris
he Verteilung mit Parametern n und N1, . . . ,Nk. Mankann Ωn au�assen als die Menge aller Zerlegungen einer Menge von n ununters
heidbaren Ob-jekten in k Teilmengen, siehe au
h Beispiel 1.2.5.Falls man annehmen kann, dass si
h von jeder Sorte sehr viele Fis
he im Tei
h be�nden,dann kann man die verallgemeinerte hypergeometris
he Verteilung au
h approximieren mit einerlei
hter handhabbaren Verteilung. Wir nehmen dabei an, dass N1, . . . ,Nk so groÿ sind, dass dieobige Wahrs
heinli
hkeit im Wesentli
hen nur no
h von den relativen Anteilen Ni/N abhängt.Dann kann man in etwa davon ausgehen, bei jedem Fang eines einzelnen Fis
hes die Sorte i mitWahrs
heinli
hkeit pi = Ni/N zu erwis
hen, unabhängig davon, wieviele und wel
he Fis
he mans
hon vorher ge�s
ht hat. Dies wird im folgenden Satz präzisiert.Satz 1.3.9 (Multinomialapproximation). Für jedes n ∈ N und alle n1, . . . , nk ∈ N mit n1 + · · ·+
nk = n und für alle p1, . . . , pk ∈ [0, 1] mit p1 + · · · + pk = 1 gilt

lim
N,N1,...,Nk→∞

Ni/N→pi∀i

Hypn;N1,...,Nk
(n1, . . . , nk) = Muln;p1,...,pk

(n1, . . . , nk) =

(
n

n1, . . . , nk

) k∏

i=1

pni
i .Der Multinomialkoe�zient

(
n

n1, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! . . . nk!
, für n1 + · · · + nk = n,gibt o�ensi
htli
h die Anzahl der Mögli
hkeiten an, eine Menge von n unters
heidbaren Objektenin k Teilmengen mit n1, n2, . . . , nk Elementen zu zerlegen. Die in Satz 1.3.9 eingeführte Verteilung

Muln;p1,...,pk
auf Ωn heiÿt die Multinomialverteilung mit Parametern p1, . . . , pk. Sie bes
hreibt dieWahrs
heinli
hkeit, genau ni Mal das Ergebnis i zu erhalten für jedes i ∈ {1, . . . , k}, wenn nMal hintereinander ein Zufallsexperiment mit den mögli
hen Ausgängen 1, . . . , k, die jeweils dieWahrs
heinli
hkeit p1, . . . , pk haben, dur
hgeführt wird. Daher ist die Multinomialverteilung eineVerallgemeinerung der Binomialverteilung auf mehr als zwei mögli
he Ausgänge des Experiments.Der Multinomialsatz

(x1 + · · · + xk)
n =

∑

n1,...,nk∈N0
n1+···+nk=n

(
n

n1, . . . , nk

) k∏

i=1

xni
i für alle x1, . . . , xk ∈ R,liefert die Begründung, dass Muln;p1,...,pk

tatsä
hli
h eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung auf Ωninduziert.Beweis von Satz 1.3.9. Man sieht lei
ht wie in (1.3.5), dass im Grenzwert Ni → ∞ gilt
(
Ni

ni

)
∼ Nni

i

ni!
,wobei wir (wie allgemein übli
h) a ∼ b s
hreiben, wenn der Quotient von a und b gegen 1 strebt.Also erhalten wir für den Grenzwert N,N1, . . . ,Nk → ∞ mit Ni/N → pi für alle i:

Hypn;N1,...,Nk
(n1, . . . , nk) ∼

∏k
i=1

N
ni
i

ni!
Nn

n!

=

(
n

n1, . . . , nk

) k∏

i=1

(Ni

N

)ni ∼
(

n

n1, . . . , nk

) k∏

i=1

pni
i .

3



Kapitel 2Bedingte Wahrs
heinli
hkeit undUnabhängigkeitIn vielen Situationen liegt s
hon eine gewisse Information vor, wenn man die Wahrs
heinli
hkeiteines Ereignisses bestimmen mö
hte. Bei Abs
hluss einer Lebensversi
herung kennt man s
hondas aktuelle Alter des Antragstellers, beim Skatspiel kennt man s
hon die eigenen Karten, beiMeinungsumfragen hat man vor der eigentli
hen Befragung s
hon die Bevölkerungsgruppe desoder der Befragten festgestellt. Das heiÿt, dass man über das Eintreten oder Ni
hteintreteneines Ereignisses B s
hon informiert ist, wenn man die Wahrs
heinli
hkeit eines Ereignisses Abestimmen will. In diesem Abs
hnitt wollen wir mathematis
h präzisieren, was eine bedingteWahrs
heinli
hkeit von A gegeben B ist, und was es heiÿen soll, dass die Ereignisse A und Bunabhängig sind.Dem gesamten Kapitel legen wir einen diskreten Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, p) zu Grunde.2.1 Bedingte Wahrs
heinli
hkeitenWir beginnen wieder mit einem einführenden Beispiel.Beispiel 2.1.1 (Umfrage). In einer Meinungsumfrage soll der Anzahl der Rau
her an der Bevöl-kerung fest gestellt werden, das heiÿt die Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses A, dass eine zufälligheraus gegri�ene Person Rau
her ist. Hierbei mö
hte man allerdings mehrere Bevölkerungsgrup-pen unters
heiden, zum Beispiel die Gruppe der 21- bis 30jährigen Frauen, was das Ereignis Bdarstellen soll. Man mö
hte also die bedingte Wahrs
heinli
hkeit von A unter der Vorausset-zung, dass B eintritt, feststellen. Dazu wird man normalerweise die Anzahl der rau
henden 21-bis 30jährigen Frauen dur
h die Anzahl der 21- bis 30jährigen Frauen teilen, d.h., den Anteilder Rau
herinnen unter den 21- bis 30jährigen Frauen bestimmen. Dies führt auf die plausibleFormel
P(Rau
her(in) | 21- bis 30jährige Frau) =

|{21- bis 30jährige Rau
herinnen}|
|{21- bis 30jährige Frauen}| =

P(A ∩B)

P(B)
.

3Dieses Beispiel nehmen wir nun als Anlass zu einer allgemeinen De�nition. Wir müssenallerdings bea
hten, dass die obige Formel Gebrau
h davon ma
ht, dass wir es mit einer Glei
h-verteilung zu tun haben. 13



14 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHÄNGIGKEITDe�nition 2.1.2 (bedingte Wahrs
heinli
hkeit). Es seien A und B zwei Ereignisse mit P(B) >
0. Mit

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)bezei
hnen wir die bedingte Wahrs
heinli
hkeit von A gegeben B.Beispiel 2.1.3. Es sei pk die Wahrs
heinli
hkeit, dass man während des k-ten Lebensjahrs stirbt.(Hier ma
hen wir natürli
h wie übli
h eine ganze Reihe an stark vereinfa
henden Annahmen, z. B.dass diese Wahrs
heinli
hkeit ni
ht abhängt vom Ges
hle
ht, dem Geburtsjahr, dem Wohnort,dem Beruf et
.) Dann ist sk = pk + pk+1 + pk+2 + . . . die Wahrs
heinli
hkeit, dass man dasAlter k errei
ht. Wenn man für einen Zeitgenossen die Wahrs
heinli
hkeit, im k-ten Lebensjahrzu sterben, ermitteln mö
hte, sollte man bea
hten, dass dieser gerade lebt und das Alter l hat(mit l ≤ k). Also sollte man tatsä
hli
h die bedingte Wahrs
heinli
hkeit gegeben, dass er gerade
l Jahre alt ist, angeben, und dies ist der Quotient pk/sl. 3Wir sammeln ein paar einfa
he, aber wi
htige Eigens
haften der bedingten Wahrs
heinli
h-keit.Lemma 2.1.4 (totale Wahrs
heinli
hkeit, Bayess
he Formel). Es sei B ein Ereignis mit P(B) >
0.(i) P(· | B) erfüllt die Kolmogorovs
hen Axiome (siehe Bemerkung 1.1.3), d. h. es gilt P(Ω |

B) = 1, und für alle Folgen (Ai)i∈N von paarweise disjunkten Ereignissen gilt P(
⋃

i∈NAi |
B) =

∑
i∈N P(Ai | B).(ii) Es gilt die Formel von der totalen Wahrs
heinli
hkeit: Für jedes Ereignis A und jede Folge

(Bi)i∈N von paarweise disjunkten Ereignissen mit B =
⋃

i∈NBi und P(Bi) > 0 für alle
i ∈ N gilt

P(A ∩B) =
∑

i∈N

P(Bi)P(A | Bi).(iii) Es gilt die Formel von Bayes: Für jedes Ereignis A mit P(A) > 0 und jede Folge (Bi)i∈Nvon paarweise disjunkten Ereignissen mit Ω =
⋃

i∈N Bi und P(Bi) > 0 für alle i ∈ N gilt
P(Bi | A) =

P(Bi)P(A | Bi)∑
j∈N P(Bj)P(A | Bj)

, i ∈ N.Beweis. einfa
he Übungsaufgabe.Die folgende Anwendung der Bayess
hen Formel zeigt, dass man ni
ht zu alarmiert seinmuss, wenn ein ni
ht ganz hundertprozentiger Test auf eine seltene Krankheit anspri
ht.Beispiel 2.1.5 (Test auf eine seltene Krankheit). Eine seltene Krankheit liegt bei ungefähr0,5 Prozent der Bevölkerung vor. Es gibt einen (re
ht guten) Test auf diese Krankheit, derbei 99 Prozent der Kranken anspri
ht, aber au
h bei 2 Prozent der Gesunden. Mit wel
herWahrs
heinli
hkeit ist eine getestete Person tatsä
hli
h krank, wenn der Test bei ihr angespro
henhat?



2.2. UNABHÄNGIGKEIT VON EREIGNISSEN 15Wir teilen also die Gesamtmenge Ω aller getesteten Personen ein in die Ereignisse B1 derkranken und B2 der gesunden getesteten Personen. Es sei A das Ereignis, dass die getestetePerson auf den Test anspri
ht. Gesu
ht ist die bedingte Wahrs
heinli
hkeit P(B1 | A). DemAufgabentext entnimmt man die Angaben
P(B1) = 0, 005, P(A | B1) = 0, 99, P(A | B2) = 0, 02.Insbesondere ist natürli
h P(B2) = 0, 995. Nun können wir die Bayess
he Formel benutzen, umdie Aufgabe zu lösen:

P(B1 | A) =
P(B1)P(A | B1)

P(B1)P(A | B1) + P(B2)P(A | B2)
=

0, 005 · 0, 99
0, 005 · 0, 99 + 0, 995 · 0, 02 =

495

2485
≈ 0, 2.Also ist trotz positiven Testergebnisses die Wahrs
heinli
hkeit, diese Krankheit zu haben, ni
htalarmierend ho
h. Man sollte unter Beoba
htung bleiben. 3In man
hen Fällen erweist si
h die folgend vorgestellte Formel als nützli
h.Lemma 2.1.6 (Multiplikationsformel). Für jedes n ∈ N und alle Ereignisse A1, . . . , An ⊂ Ω mit

P(A1 ∩ · · · ∩An−1) 6= 0 gilt
P(A1 ∩ · · · ∩An) = P(A1)P(A2 | A1)P(A3 | A1 ∩A2) . . . P(An | A1 ∩ · · · ∩An−1).Beweis. Klar.Beispiel 2.1.7. Mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit besitzt beim Skat jeder der drei Spieler na
hdem Geben genau ein Ass?Wir verteilen also zufällig 32 Karten, darunter vier Asse, an drei Spieler, die je zehn Kartenerhalten, und den Skat. Es sei Ai das Ereignis, dass der i-te Spieler genau ein Ass erhält. MitHilfe der Multiplikationsformel aus Lemma 2.1.6 erre
hnen wir:
P(A1 ∩A2 ∩A3) = P(A1)P(A2 | A1)P(A3 | A1 ∩A2)

=

(4
1

)(28
9

)
(
32
10

) ×
(3
1

)(19
9

)
(
22
10

) ×
(2
1

)(10
9

)
(
12
10

) = 103 2 · 4!
32 · 31 · 30 · 29 ≈ 0, 0556.

32.2 Unabhängigkeit von EreignissenIn diesem Abs
hnitt präzisieren wir, was es heiÿt, dass zwei oder mehr Ereignisse unabhän-gig sind. Intuitiv bedeutet Unabhängigkeit der Ereignisse A und B, dass das Eintre�en oderNi
hteintre�en von A ni
ht beein�usst wird vom Eintre�en oder Ni
hteintre�en von B. Ein ele-mentares Beispiel, in dem man den Unters
hied zwis
hen Abhängigkeit und Unabhängigkeit gutsehen kann, ist das Ziehen zweier Kugeln aus einer Urne ohne Zurü
klegen im Verglei
h zumZiehen mit Zurü
klegen: Das Ziehen der ersten Kugel sollte das Ergebnis der zweiten Ziehungbeein�ussen, wenn man die erste ni
ht wieder zurü
k legt, aber ni
ht, wenn man sie zurü
k legtund damit den Zustand, der vor der ersten Ziehung vorlag, wieder her stellt.Wie formalisiert man aber Unabhängigkeit zweier Ereignisse A und B? Eine gute Idee istes, zu fordern, dass die Wahrs
heinli
hkeit von A überein stimmen muss mit der bedingten



16 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHÄNGIGKEITWahrs
heinli
hkeit von A gegeben B (zumindest, falls P(B) > 0), also P(A) = P(A | B). Dies istau
h tatsä
hli
h eine plausible Formel, do
h sollte man in der De�nition für Symmetrie sorgen.Ferner brau
hen wir einen tragfähigen Begri� der Unabhängigkeit mehrerer Ereignisse:De�nition 2.2.1 (Unabhängigkeit). (i) Zwei Ereignisse A und B heiÿen unabhängig, fallsgilt: P(A ∩B) = P(A)P(B).(ii) Eine Familie (Ai)i∈I (wobei I eine beliebige Indexmenge ist) heiÿt unabhängig, falls fürjede endli
he Teilmenge J von I die folgende Produktformel gilt:
P
(⋂

i∈J

Ai

)
=

∏

i∈J

P(Ai). (2.2.1)Beispiel 2.2.2. Beim n-fa
hen Wurf mit einem fairen Würfel (also Ω = {1, . . . , 6}n mit derGlei
hverteilung) sind die n Ereignisse `i-ter Wurf zeigt ai' für i = 1, . . . , n bei beliebigen
a1, . . . , an ∈ {1, . . . , 6} unabhängig, denn ihre jeweilige Wahrs
heinli
hkeit ist 1

6 , und die Wahr-s
heinli
hkeit eines beliebigen S
hnittes dieser Ereignisse ist 1
6 ho
h die Anzahl der ges
hnittenenMengen. 3Beispiel 2.2.3 (Bernoulli-Experiment). Das in Beispiel 1.3.3 eingeführte Bernoulli-Experimentbesteht tatsä
hli
h aus n unabhängigen Experimenten, die jeweils Erfolgswahrs
heinli
hkeit phaben. Mit anderen Worten, die Ereignisse Ai = {ω ∈ Ω: ωi = 1} (`i-tes Spiel hat Erfolg') sindunabhängig für i = 1, . . . , n. Der Na
hweis der Unabhängigkeit ist eine Übungsaufgabe. 3Beispiel 2.2.4. Beim zweimaligen Ziehen je einer Kugel aus einer gut gemis
hten Urne mit ss
hwarzen und w weiÿen Kugeln sind die Ereignisse `erste Kugel ist weiÿ' und `zweite Kugelist weiÿ' unabhängig, wenn na
h dem ersten Ziehen die gezogene Kugel zurü
k gelegt wur-de, aber ni
ht unabhängig, wenn dies ni
ht ges
hah. (Übungsaufgabe: Man beweise dies.) Diesunterstrei
ht, dass Unabhängigkeit ni
ht nur eine Eigens
haft der Ereignisse ist, sondern au
hents
heidend vom Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ abhängt. 3Bemerkung 2.2.5. (a) Es ist klar, dass jede Teilfamilie einer Familie von unabhängigen Er-eignissen unabhängig ist.(b) Die Forderung, dass die Produktformel in (2.2.1) für jede endli
he Teilauswahl J gelten soll(und ni
ht nur für J = I oder nur für alle zweielementigen Teilauswahlen) ist sehr wesent-li
h. Der (weitaus weniger wi
htige) Begri� der paarweisen Unabhängigkeit fordert die Pro-duktformel nur für die zweielementigen Teilmengen J von I. Im folgenden Beispiel habenwir drei paarweise unabhängige Ereignisse, die ni
ht unabhängig sind: In Ω = {1, 2, 3, 4}mit der Glei
hverteilung betra
hten wir die Ereignisse A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3} und

A3 = {3, 1}. (Übungsaufgabe: Veri�ziere, dass A1, A2 und A3 paarweise unabhängig, aberni
ht unabhängig sind.)(
) Unabhängigkeit ist keine Eigens
haft vonMengen von Ereignissen, sondern von Tupeln vonEreignissen, die allerdings ni
ht von der Reihenfolge abhängt. Dies ist wi
htig, wenn z. B.eines der Ereignisse in dem betra
hteten Tupel mehrmals auftritt. Falls das Paar (A,A)unabhängig ist, so folgt P(A) = P(A ∩A) = P(A)P(A) = P(A)2, also P(A) ∈ {0, 1}.(d) Unabhängigkeit kann sogar trotz Kausalität vorliegen, wie das folgende Beispiel zeigt.Beim Würfeln mit zwei fairen Würfeln (also Ω = {1, . . . , 6}2 mit der Glei
hverteilung)



2.2. UNABHÄNGIGKEIT VON EREIGNISSEN 17betra
hten wir die Ereignisse A = {Augensumme ist 7} = {(i, j) ∈ Ω: i + j = 7} und
B = {erster Würfel zeigt 6} = {(i, j) ∈ Ω: i = 6}. Dann gilt P(A ∩ B) = P({(6, 1)}) =
1
36 = 1

6 × 1
6 = P(A)P(B). Also sind A und B unabhängig, obwohl o�ensi
htli
h eine Kau-salität zwis
hen diesen beiden Ereignissen vorliegt.

3Ein hilfrei
hes Kriterium für Unabhängigkeit von Ereignissen ist das Folgende. Es sagt, dassdie Unabhängigkeit von n Ereignissen glei
hbedeutend ist mit der Gültigkeit der Produktformelin (2.2.1) für J = {1, . . . , n}, aber man muss für jedes der Ereignisse au
h das Komplementzulassen können. Zur bequemsten Formulierung benötigen wir die Notation A1 = A für Ereignisse
A, während Ac wie übli
h das Komplement von A ist.Lemma 2.2.6. Ereignisse A1, . . . , An sind genau dann unabhängig, wenn für alle k1, . . . , kn ∈
{1, c} gilt:

P
( n⋂

i=1

Aki
i

)
=

n∏

i=1

P(Aki
i ). (2.2.2)Beweis.`=⇒': Wir setzen die Unabhängigkeit der A1, . . . , An voraus und zeigen (2.2.2) mit einerInduktion na
h n. Für n = 1 ist ni
hts zu zeigen. Wir nehmen nun den S
hluss von n auf n+ 1vor und setzen voraus, dass A1, . . . , An+1 unabhängig sind. Nun zeigen wir (2.2.2) für n+1 statt

n mit einer weiteren Induktion über die Anzahl m der `c' in k1, . . . , kn+1.Für m = 0 folgt die Behauptung aus der De�nition der Unabhängigkeit der A1, . . . , An+1.Nun ma
hen wir den Induktionss
hluss von m ∈ {0, . . . , n} auf m + 1: Es seien m + 1 Kom-plementzei
hen in k1, . . . , kn+1. Dur
h eine geeignete Permutation der Ereignisse können wirannehmen, dass kn+1 = c ist. Dann haben wir
P
(n+1⋂

i=1

Aki
i

)
= P

( n⋂

i=1

Aki
i ∩Ac

n+1

)
= P

( n⋂

i=1

Aki
i

)
− P

( n⋂

i=1

Aki
i ∩An+1

)
.Der erste Summand ist na
h Induktionsvoraussetzung an n glei
h ∏n

i=1 P(Aki
i ), und der zweitena
h Induktionsvoraussetzung an m glei
h [

∏n
i=1 P(Aki

i )]P(An+1). Nun setzt man diese zweiGlei
hungen ein, klammert geeignet aus und erhält die beabsi
htigte Glei
hung:
P
(n+1⋂

i=1

Aki
i

)
=

n+1∏

i=1

P(Aki
i ).`⇐=': Wir setzen also die Gültigkeit von (2.2.2) voraus und zeigen nun die Unabhängig-keit von A1, . . . , An. Sei {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, und sei {j1, . . . , jm} das Komplement von

{i1, . . . , ik} in {1, . . . , n}. Dann lässt si
h ⋂k
l=1Ail wie folgt als disjunkte Vereinigung s
hreiben:

k⋂

l=1

Ail =
⋃

k1,...,km∈{1,c}

k⋂

l=1

Ail ∩
m⋂

s=1

Aks
js
.Die Wahrs
heinli
hkeit von der Menge auf der re
hten Seite ist na
h unserer Voraussetzung glei
h

∑

k1,...,km∈{1,c}

k∏

l=1

P(Ail) ×
m∏

s=1

P(Aks
js

) =
k∏

l=1

P(Ail),



18 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHÄNGIGKEITwobei wir au
h die Additivität bei paarweiser Disjunktheit benutzten.Da Lemma 2.2.6 symmetris
h ist in den Ereignissen und ihren Komplementen, ist die folgendeFolgerung klar.Korollar 2.2.7. Ereignisse A1, . . . , An sind genau dann unabhängig, wenn ihre Komplemente
Ac

1, . . . , A
c
n unabhängig sind.Eine sehr hübs
he Anwendung betri�t die Riemanns
he Zetafunktion und die Euler's
heProduktformel:Beispiel 2.2.8 (Euler's
he Primzahlformel). Die Riemann's
he Zetafunktion ist de�niert dur
h

ζ(s) =

∞∑

k=1

k−s, s > 1.Die Euler's
he Primzahlformel oder Produktdarstellung dieser Funktion lautet
ζ(s) =

∏

p prim

(
1 − p−s

)−1
.Diese Formel wollen wir nun mit probabilistis
hen Mitteln beweisen. Wir skizzieren hier nur denWeg, die Ausformulierung der Details ist eine Übungsaufgabe.Wir erhalten einen Wahrs
heinli
hkeitsraum (N, q), indem wir q(k) = k−sζ(s)−1 für k ∈ Nsetzen. Man zeigt, dass die Mengen pN = {pk : k ∈ N} (die Mengen der dur
h p teilbaren Zahlen)unabhängig sind, wenn p über alle Primzahlen genommen wird. Aufgrund von Folgerung 2.2.7sind also au
h die Komplemente (pN)c unabhängig. Deren S
hnitt ist glei
h der Menge {1}, derenWahrs
heinli
hkeit glei
h ζ(s)−1 ist. Die Unabhängigkeit liefert, dass der (unendli
he) S
hnittder Mengen (pN)c mit p eine Primzahl die Wahrs
heinli
hkeit hat, die dur
h das Produkt derWahrs
heinli
hkeiten dieser Mengen gegeben ist. Diese identi�ziert man mit (1−p−s), und darausfolgt die Euler's
he Produktdarstellung der Riemann's
hen Zetafunktion. 32.3 ProdukträumeDer Begri� der Unabhängigkeit ist eng verknüpft mit Produkträumen von mehreren Wahrs
hein-li
hkeitsräumen. Man denke an n na
heinander und unabhängig von einander ausgeführten Zu-fallsexperimenten, die jeweils dur
h einen Wahrs
heinli
hkeitsraum bes
hrieben werden. Die ge-samte Versu
hsreihe dieser n Experimente wird in natürli
her Weise dur
h den Produktraumbes
hrieben.



2.3. PRODUKTRÄUME 19De�nition 2.3.1. Es seien (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräume. Auf derProduktmenge
Ω = Ω1 × · · · × Ωn =

{
(ω1, . . . , ωn) : ω1 ∈ Ω1, . . . , ωn ∈ Ωn

}de�nieren wir p : Ω → [0, 1] dur
h
p
(
(ω1, . . . , ωn)

)
=

n∏

i=1

pi(ωi).Dann ist (Ω, p) ein diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum, der der Produktwahrs
heinli
hkeitsraumder Räume (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) genannt wird. Er wird au
h mit ⊗n
i=1(Ωi, pi) bezei
hnet. Fallsdie Räume (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) identis
h sind, s
hreiben wir au
h (Ω, p) = (Ω1, p1)

⊗n.Das Beispiel 2.2.2 wird im folgenden Satz verallgemeinert.Satz 2.3.2. Seien (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräume, und seien A1 ⊂
Ω1, . . . , An ⊂ Ωn Ereignisse in den jeweiligen Räumen. Dann sind die Ereignisse A(1)

1 , . . . , A(n)
nunabhängig im Produktraum (Ω, p) der Räume (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn), wobei

A(i)

i = {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ω: ωi ∈ Ai}.Die Ereignisse A(i)

i sind ni
hts weiter als eine Art Einbettung des Ereignisses `Ai tritt ein'in den Produktraum an die i-te Stelle. Korrekter ausgedrü
kt, wenn πi : Ω → Ωi die Projektion
πi((ω1, . . . , ωn)) = ωi auf den i-ten Faktor bezei
hnet, dann ist

A(i)

i = {ω ∈ Ω: πi(ω) ∈ Ai} = π−1
i (Ai)das Urbild von Ai unter πi.Beweis. Mit P bezei
hnen wir das von p auf dem Produktraum Ω induzierte Wahrs
heinli
h-keitsmaÿ.Sei J ⊂ {1, . . . , n}, dann ist die Produktformel in (2.2.1) für die Ereignisse A(i)

i mit i ∈ J zuzeigen. Die Wahrs
heinli
hkeit des S
hnittes dieser Mengen drü
ken wir dur
h Summation überalle Einzelereignisse aus:
P
(⋂

i∈J

A(i)

i

)
= P

(
{ω : ωi ∈ Ai für alle i ∈ J})

=
∑

ω : ωi∈Ai∀i∈J

p(ω) =
∑

ω1,...,ωn : ωi∈Ai∀i∈J

p1(ω1) . . . pn(ωn).Den letzten Ausdru
k können wir mit der Notation Bi = Ai, falls i ∈ J und Bi = Ωi, falls i /∈ J ,zusammenfassen als
∑

ω1∈B1

p1(ω1) · · ·
∑

ωn∈Bn

pn(ωn) =
n∏

i=1

∑

ωi∈Bi

pi(ωi) =
n∏

i=1

Pi(Bi) =
∏

i∈J

Pi(Ai),



20 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHÄNGIGKEITda ja Pi(Bi) = Pi(Ωi) = 1 für i /∈ J . (Natürli
h bezei
hnet Pi das zu (Ωi, pi) gehörige Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ.) Nun bea
hte man, dass gilt:
A(i)

i = Ω1 × · · · × Ωi−1 ×Ai × Ωi+1 × · · · × Ωn,woraus folgt, dass Pi(Ai) = P(A(i)

i ). Dies beendet den Beweis.



Kapitel 3Zufallsgröÿen, Erwartungswerte undVarianzenWir wollen ni
ht nur die Wahrs
heinli
hkeiten von Ereignissen bestimmen, sondern au
h zufälligeGröÿen behandeln. In diesem Abs
hnitt präzisieren wir, was eine Zufallsgröÿe ist, und was wirunter ihrem Erwartungswert und ihrer Varianz verstehen wollen. Auÿerdem erläutern wir, wasUnabhängigkeit von Zufallsgröÿen ist.Wir legen wieder dem gesamten Kapitel einen diskreten Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, p) zuGrunde.3.1 ZufallsgröÿenDe�nition 3.1.1 (Zufallsgröÿe). Jede Abbildung X : Ω → R heiÿt eine (reellwertige) Zufalls-gröÿe oder Zufallsvariable.Beispiel 3.1.2. Die Augensumme bei zwei Würfen mit einem fairen Würfel ist die auf Ω =
{1, . . . , 6}2 mit der Glei
hverteilung de�nierte Zufallsvariable X : Ω → R mit X(i, j) = i+ j. 3Beispiel 3.1.3. Die Anzahl der Erfolge im Bernoulli-Experiment (also Ω = {0, 1}n mit q(ω) =
p

Pn
i=1 ωi(1 − p)n−

Pn
i=1 ωi , wobei p ∈ [0, 1] ein Parameter ist; siehe Beispiel 1.3.3) ist die Zufalls-variable X : Ω → R, gegeben dur
h X(ω) =

∑n
i=1 ωi. 3Im Umgang mit Zufallsgröÿen haben si
h einige sehr handli
he Konventionen eingebürgert.Wir s
hreiben X(Ω) für die (hö
hstens abzählbare) Menge {X(ω) ∈ R : ω ∈ Ω}, das Bild von Ωunter X. Für eine Menge A ⊂ R ist die Menge X−1(A) = {ω ∈ Ω: X(ω) ∈ A} (das Urbild von

A unter X) das Ereignis `X nimmt einen Wert in A an' oder `X liegt in A'. Wir benutzen dieKurzs
hreibweisen
{X ∈ A} = X−1(A) = {ω ∈ Ω: X(ω) ∈ A},
{X = z} = X−1({z}) = {ω ∈ Ω: X(ω) = z},
{X ≤ z} = X−1((−∞, z]) = {ω ∈ Ω: X(ω) ≤ z}und so weiter. Statt P({X ∈ A}) s
hreiben wir P(X ∈ A) et
. Mit P(X ∈ A,Y ∈ B) meinen21



22 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENwir immer P({X ∈ A} ∩ {Y ∈ B}), d. h., das Komma steht immer für `und' bzw. für denmengentheoretis
hen S
hnitt.De�nition 3.1.4 (Verteilung einer Zufallsgröÿe). Sei X eine Zufallsgröÿe, dann ist das Paar
(X(Ω), pX) de�niert dur
h pX(x) = P(X = x), ein diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum. Dasinduzierte Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P ◦X−1, de�niert dur
h P ◦X−1(A) =

∑
x∈A pX(x), erfüllt

P ◦X−1(A) = P(X ∈ A) für alle A ⊂ X(Ω) und wird die Verteilung von X genannt.Bemerkung 3.1.5. Wenn man X−1 als Urbildoperator von der Potenzmenge von X(Ω) indie Potenzmenge von Ω au�asst, dann ist P ◦ X−1 die Hintereinanderausführung der beidenAbbildungen X−1 : P(X(Ω)) → P(Ω) und P : P(Ω) → [0, 1].Wir können P◦X−1(A) = P(X ∈ A) für jede Teilmenge von R betra
hten und meinen damit
P ◦X−1(A ∩X(Ω)). 3Je na
hdem, ob das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P ◦X−1 die Binomial-, geometris
he oder hy-pergeometris
he Verteilung ist, nennen wir die Zufallsgröÿe X binomialverteilt, geometris
h ver-teilt oder hypergeometris
h verteilt, analog für jede andere Verteilung. Insbesondere ist also dieAnzahl der Erfolge in einem Bernoulli-Experiment binomialverteilt, und die Wartezeit auf denersten Erfolg ist geometris
h verteilt. Letztere Verteilung besitzt eine interessante 
harakteri-stis
he Eigens
haft, die (bei ober�ä
hli
her Betra
htung) der Intuition widerspri
ht: Wenn maneine groÿe Anzahl von erfolglosen Spielen beoba
htet hat, erwartet man viellei
ht, dass die Er-folgswahrs
heinli
hkeit im nä
hsten Spiel gröÿer sein sollte, denn im Dur
hs
hnitt sollten si
hja über lange Spielserien die Erfolge und Misserfolge im Verhältnis ihrer Wahrs
heinli
hkeitenausglei
hen.1 Der nä
hste Satz zeigt, dass dies ein Trugs
hluss ist.Lemma 3.1.6 (Gedä
htnislosigkeit der geometris
hen Verteilung). Sei X eine geometris
h auf
N verteilte Zufallsgröÿe, und sei n ∈ N. Dann ist für jedes k ∈ N

P(X = k) = P(X = n− 1 + k | X ≥ n).Insbesondere ist also, wenn man n−1 erfolglosen Spielen beigewohnt hat, die Wahrs
heinli
h-keit für den nä
hsten Erfolg na
h genau k weiteren Spielen unabhängig von n, also unabhängigvom bisherigen Spielverlauf.Beweis. Wir re
hnen die re
hte Seite explizit aus:
P(X = n− 1 + k | X ≥ n) =

P(X = n− 1 + k,X ≥ n)

P(X ≥ n)
=

P(X = n− 1 + k)∑∞
l=n P(X = l)

=
p(1 − p)n+k−2

∑∞
l=n p(1 − p)l−1

=
(1 − p)k−1

∑∞
l=1(1 − p)l−1

= p(1 − p)k−1

= P(X = k).1Dieser Gedanke wird in Satz 5.1.4 unter dem Namen `Gesetz der Groÿen Zahlen' präzisiert werden.



3.2. UNABHÄNGIGKEIT VON ZUFALLSGRÖßEN 233.2 Unabhängigkeit von ZufallsgröÿenWir beginnen mit einer re
ht allgemeinen De�nition der Unabhängigkeit von diskreten Zufalls-gröÿen.De�nition 3.2.1. Sei (Xi)i∈I eine Familie von Zufallsgröÿen Xi : Ω → R, wobei I eine beliebigeIndexmenge ist. Wir sagen, die Familie (Xi)i∈I ist unabhängig (oder au
h, die Xi mit i ∈ Iseien unabhängig), wenn für jede Familie (Ai)i∈I von reellen Mengen Ai ⊂ R die Familie derEreignisse ({Xi ∈ Ai})i∈I unabhängig ist.Tatsä
hli
h lässt das Konzept von diskreten Wahrs
heinli
hkeitsräumen, das wir in diesemSkript behandeln, es ni
ht zu, mehr als endli
h viele unabhängige Zufallsgröÿen zu konstruie-ren. Die Existenz einer unendli
h groÿen Familie von unabhängigen Zufallsgröÿen erfordert dieTheorie von Wahrs
heinli
hkeiten auf überabzählbar groÿen Mengen (die wir später behandelnwerden), denn alleine wenn man s
hon abzählbar unendli
h viele unabhängige Zufallsgröÿen de-�nieren mö
hte, die jeweils nur zwei vers
hiedene Werte annnehmen, sagen wir, 0 und 1, mussman das auf einer Menge tun, die die Menge {0, 1}N (die Menge aller unendli
hen Folgen mitKoe�zienten in {0, 1}) enthält, aber diese Menge ist überabzählbar. Im Folgenden werden wiralso auss
hlieÿli
h endli
h viele unabhängige Zufallsgröÿen betra
hten.Wir bringen zunä
hst eine Charakterisierung der Unabhängigkeit von endli
h vielen Zufalls-gröÿen. Ausführli
her könnte man die Unabhängigkeit von Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn formulie-ren, indem man die Gültigkeit die Produktformel (2.2.1) für alle endli
hen Teilmengen J von
{1, . . . , n} und alle Ereignisse der Form {Xi ∈ Ai} fordert. Das folgende Lemma sagt, dass mansi
h zurü
k ziehen kann auf einelementige Mengen Ai und auf die Wahl J = {1, . . . , n}. DerBeweis zeigt, dass man nämli
h alle anderen Ereignisse aus dieser speziellen Wahl kombinierenkann dur
h Vereinigungsbildung.Lemma 3.2.2. Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn sind genau dann unabhängig, wenn für alle x1 ∈
X1(Ω), . . . , xn ∈ Xn(Ω) gilt:

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) =

n∏

i=1

P(Xi = xi).Beweis.`=⇒': Dies folgt aus einer Anwendung der De�nition 2.2.1 auf die Teilmenge J = {1, . . . , n}und die Ereignisse {Xi = xi}.`⇐=' Seien A1, . . . , An ⊂ R, und sei J eine beliebige ni
htleere Teilmenge der Indexmenge
{1, . . . , n}. Wir zeigen die Gültigkeit der Produktformel (2.2.1) für die Ereignisse {Xi ∈ Ai} mit
i ∈ J , wobei wir voraus setzen dürfen, dass Ai ⊂ Xi(Ω). Hierzu s
hreiben wir den S
hnitt dieserEreignisse als eine disjunkte Vereinigung von S
hnitten von Ereignissen der Form {Xi = xi} mit
i ∈ {1, . . . , n}. Auf diese Ereignisse können wir die Produktformel laut Voraussetzung anwenden.Die Einführung der Notation Bi = Ai, falls i ∈ J , und Bi = Xi(Ω) sonst, vereinfa
ht die



24 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENNotation. Also gilt
P
(⋂

i∈J

{Xi ∈ Ai}
)

= P
( n⋂

i=1

{Xi ∈ Bi}
)

= P
( ⋃

x1∈B1,...,xn∈Bn

n⋂

i=1

{Xi = xi}
)

=
∑

x1∈B1,...,xn∈Bn

P
( n⋂

i=1

{Xi = xi}
)

=
∑

x1∈B1,...,xn∈Bn

n∏

i=1

P(Xi = xi)

=
n∏

i=1

∑

xi∈Bi

P(Xi = xi) =
n∏

i=1

P(Xi ∈ Bi) =
∏

i∈J

P(Xi ∈ Ai).

Beispiel 3.2.3 (Indikatorvariable). Für ein beliebiges Ereignis A bezei
hnen wir mit 1lA diedur
h
1lA(ω) =

{
1, falls ω ∈ A,
0, falls ω /∈ A,de�nierte Indikatorvariable auf A. Es folgt lei
ht aus einer Kombination von Lemma 2.2.6 undLemma 3.2.2, dass Ereignisse A1, . . . , An genau dann unabhängig sind, wenn die Indikatorvaria-blen 1lA1 , . . . , 1lAn unabhängig sind. 3Beispiel 3.2.4 (Bernoulli-Zufallsgröÿen). In einem oft auftretenden Spezialfall nehmen die un-abhängigen Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn die Werte 1 und 0 jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit p bzw.

1−p an. Man sagt, X1, . . . ,Xn sind Bernoulli-Zufallsgröÿen. Man kann diese Gröÿen auf dem inBeispiel 1.3.3 (siehe au
h Beispiele 2.2.3 und 3.1.3) eingeführten Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω, q)formal de�nieren, indem man Xi(ω) = ωi setzt, d. h., Xi ist 1, wenn das i-te Spiel einen Erfolghatte. Also kann man Bernoulli-Zufallsgröÿen au
h au�assen als Indikatorvariable auf unabhän-gigen Ereignissen, die jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit p eintreten. 3Bernoulli-Zufallsgröÿen benutzt man oft, um gewisse Modelle der statistis
hen Physik zude�nieren:Beispiel 3.2.5 (Perkolation). Ein Modell für die (zufällige) Dur
hlässigkeit eines porösen Mate-rials erhält man auf folgende Weise. Wir sagen, zwei Punkte i und j im Gitter Zd sind bena
hbart,und wir s
hreiben i ∼ j, falls si
h i und j nur in genau einer Komponenten unters
heiden, undzwar um 1 oder −1. Wir betra
hten eine endli
he Box Λ ⊂ Zd, die den Ursprung enthält. JedeKante zwis
hen Na
hbarn in Λ habe den Wert `o�en' mit Wahrs
heinli
hkeit p ∈ (0, 1) und denWert `ges
hlossen' sonst. Die O�enheit der Kanten sei unabhängig. Also haben wir eine Kollek-tion von Bernoulli-Zufallsgröÿen (X{i,j})i,j∈Λ,i∼j mit Werten in einer zweielementigen Menge.Wir denken uns eine Wasserquelle im Ursprung, und das Wasser kann frei entlang o�enerKanten laufen, aber ni
ht entlang der anderen Kanten. Eine typis
he Frage, die man si
h nunstellt, ist: `Mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit gibt es an der Ober�ä
he von Λ feu
hte Punkte?'.Besonders interessant ist diese Frage im Grenzübergang Λ ↑ Zd, d. h., die Frage na
h der Existenzeines o�enen Weges na
h Unendli
h. (Man sagt in diesem Fall, dass die Flüssigkeit dur
hsi
kert,d. h. sie perkoliert.) Eine andere natürli
he Frage ist die na
h der erwarteten Anzahl (siehe dennä
hsten Abs
hnitt) von dur
hfeu
hteten Zellen in dem Material, und im Fall Λ ↑ Zd die Frage,ob der feu
hte Teil erwartungsgemäÿ endli
h ist oder ni
ht.



3.2. UNABHÄNGIGKEIT VON ZUFALLSGRÖßEN 25Es ist klar, dass die Antworten auf diese Fragen nur von p abhängen, und man erwartet einensogenannten Phasenübergang zwis
hen kleinen und groÿen Werten von p, d. h. einen kritis
henWert von p, an dem die Antworten drastis
h ums
hlagen. 3Ein weiteres Standardmodell der statistis
hen Physik wird mit Hilfe von abhängigen Zufalls-gröÿen konstruiert:Beispiel 3.2.6 (Ising-Modell). Ein Modell für die Magnetisierung eines Stü
ks Eisen in einemMagnetfeld wird folgendermaÿen de�niert. Wieder sei Λ ⊂ Zd eine endli
he Box, und wir de�nie-ren die Verteilung von {−1, 1}-wertigen Zufallsgröÿen Xi mit i ∈ Λ wie folgt. (Wir interpretieren
Xi als die Ladung im Punkt i.) Für jede Kon�guration (xi)i∈Λ ∈ {−1, 1}Λ sei

P
(
(Xi)i∈Λ = (xi)i∈Λ

)
=

1

Zβ,h,Λ
exp

{
β

∑

i,j∈Λ,i∼j

xixj + h
∑

i∈Λ

xi

}
,wobei β, h > 0 Parameter seien und Zβ,h,Λ eine geeignete Normierungskonstante. Das Maÿ Pfavorisiert Kon�gurationen (xi)i∈Λ mit vielen Übergängen zwis
hen glei
hen Ladungen und mitvielen positiven Ladungen. Die Parameter β bzw. h regeln die Stärke dieser E�ekte; insbesondereist h die Stärke des äuÿeren Magnetfeldes. 3Im folgenden Beispiel wird eine Ahnung davon gegeben, dass man bei geometris
h verteiltenZufallsgröÿen sehr viele Wahrs
heinli
hkeiten explizit ausre
hen kann.Beispiel 3.2.7 (unabhängige geometris
he Zufallsgröÿen). Es seien X und Y zwei unabhängige,zum Parameter p ∈ [0, 1] geometris
h auf N0 verteilte Zufallsgröÿen, d. h., wir haben P(X =

k) = P(Y = k) = (1 − p)kp für jedes k ∈ N0, und für alle k, n ∈ N0 gilt P(X = k, Y = n) =
P(X = k)P(Y = n). Wir wollen die Wahrs
heinli
hkeiten gewisser mit X und Y bes
hriebenerEreignisse erre
hnen.Als Beispiel bere
hnen wir P(X = Y ), also die Wahrs
heinli
hkeit, dass X und Y denselben Wert annehmen. Da das Ereignis {X = Y } die disjunkte Vereinigung der Ereignisse
{X = k, Y = k} mit k ∈ N0 ist, erhalten wir

P(X = Y ) =
∑

k∈N0

P(X = k, Y = k) =
∑

k∈N0

P(X = k)P(Y = k)

= p2
∑

k∈N0

(1 − p)k(1 − p)k = p2
∑

k∈N0

[(1 − p)2]k = p2 1

1 − (1 − p)2

=
p

2 − p
.Als Übungsaufgabe bere
hne man die Werte der Wahrs
heinli
hkeiten P(X ≤ Y ), P(X < Y )und P(X = Y = Z), wobei X, Y und Z drei geometris
h verteilte Zufallsgröÿen sind. 3Wie bei Unabhängigkeit von Ereignissen gibt es au
h einen engen Zusammenhang zwis
henUnabhängigkeit von Zufallsgröÿen und Produkträumen. Im folgenden Lemma 
harakterisierenwir die Unabhängigkeit von Zufallsgröÿen mit Hilfe der gemeinsamen Verteilung der Gröÿen.Zunä
hst erklären wir, was man unter der gemeinsamen Verteilung von mehreren Zufallsgröÿenversteht.



26 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENDe�nition 3.2.8 (Gemeinsame Verteilung, Randverteilung). Es seien X1, . . . ,Xn Zufallsgrö-ÿen. Dann verstehen wir unter der gemeinsamen Verteilung der X1, . . . ,Xn die Verteilungdes Zufallsvektors X = (X1, . . . ,Xn). Dies ist (analog zu De�nition 3.1.4) das Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿ P ◦ X−1, das dur
h pX induziert wird, und pX wird auf der Bildmenge X(Ω) =
{(X1(ω), . . . ,Xn(ω)) : ω ∈ Ω} de�niert dur
h

pX(x1, . . . , xn) = P
(
X = (x1, . . . , xn)

)
= P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn).Die Verteilung der einzelnen Zufallsgröÿen Xi erhält man, indem man die i-te Randverteilungoder Marginalverteilung von pX bildet, die gegeben ist dur
h

P(Xi = xi) = pXi(xi) =
∑

x1,...,xi−1,xi+1,...,xn

pX(x1, . . . , xn), xi ∈ Xi(Ω).Beispiel 3.2.6 enthielt ein Beispiel für eine gemeinsame Verteilung von ni
ht unabhängigenZufallsgröÿen. Nun folgt der angekündigte Zusammenhang zwis
hen Unabhängigkeit und Pro-duktverteilungen.
Lemma 3.2.9 (Zufallsvektoren mit unabhängigen Komponenten). Es seien X1, . . . ,Xn Zufalls-gröÿen. Dann sind X1, . . . ,Xn genau dann unabhängig, wenn die Verteilung von X glei
h derProduktverteilung der Verteilungen der X1, . . . ,Xn ist.
Beweis. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von Lemma 3.2.2, wie man si
h lei
ht klarma
ht.In der Situation von Lemma 3.2.9 sagt man, der Zufallsvektor X habe unabhängige Kom-ponenten X1, . . . ,Xn.Die folgende Bemerkung ist analog zu Lemma 2.3.2.
Bemerkung 3.2.10. Falls die Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn auf eventuell vers
hiedenen Wahr-s
heinli
hkeitsräumen (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) de�niert sind, können wir sie auf dem Produkt-raum (Ω, p) der (Ω1, p1), . . . , (Ωn, pn) (siehe De�nition 2.3.1) in einer sol
hen Weise de�nie-ren, dass sie unabhängig sind. Dazu betra
hten wir die Zufallsgröÿen X(1)

1 , . . . ,X(n)
n , die dur
h

X(i)

i ((ω1, . . . , ωn)) = Xi(ωi) de�niert sind. Mit Hilfe der kanonis
hen Projektion πi : Ω → Ωikönnen wir au
h X(i)

i = Xi ◦πi s
hreiben. Dann ist die Verteilung von X(i)

i (auf Ω) glei
h der von
Xi (auf Ωi), wie man si
h lei
ht klar ma
ht. Ferner sind die Variablen X(1)

1 , . . . ,X(n)
n unabhängig,
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P(X(1)

1 = x1, . . . ,X
(n)
n = xn) =

∑

ω∈Ω: X
(i)
i (ω)=xi∀i

p(ω1, . . . , ωn)

=
∑

ω1∈Ω1 : X1(ω1)=x1

· · ·
∑

ωn∈Ωn : Xn(ωn)=xn

n∏

i=1

pi(ωi)

=

n∏

i=1

∑

ωi∈Ωi : Xi(ωi)=x1

pi(ωi)

=

n∏

i=1

Pi(Xi = xi) =

n∏

i=1

P(X(i)

i = xi).Hierbei ist p in De�nition 2.3.1 eingeführt worden, und P und Pi sind die zu p bzw. zu pi gehörigenWahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf Ω bzw. auf Ωi. 3Aus Familien unabhängiger Zufallsgröÿen kann man andere Familien unabhängiger Zufalls-gröÿen gewinnen, indem man sie auf disjunkte Weise irgendwie mit einander kombiniert:Lemma 3.2.11 (Kombinationen unabhängiger Zufallsgröÿen). Es sei (Xi)i∈I eine Familie un-abhängiger Zufallsgröÿen, wobei I eine beliebige Indexmenge sei. Ferner seien I1, I2, . . . endli
he,paarweise disjunkte Teilmengen von I, und für jedes j ∈ N sei Yj eine Zufallsgröÿe, die aus denZufallsvariablen Xi mit i ∈ Ij gebildet sei, also Yj = fj((Xi)i∈Ij) für eine geeignete Funktion fj.Dann sind die Zufallsvariablen Yj mit j ∈ N unabhängig.Beweis. (Wegen der notationellen Unhandli
hkeit formulieren wir diesen Beweis ni
ht voll aus.)Es seien k ∈ N und y1 ∈ Y1(Ω), . . . , yk ∈ Yk(Ω), dann müssen wir die Gültigkeit der Pro-duktformel P(Y1 = y1, . . . , Yk = yk) =
∏k

j=1 P(Yj = yj) zeigen. Um dies zu tun, zerlegen wir dasEreignis {Yj = yj} zunä
hst in eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen, die mit Hilfe der Ximit i ∈ Ij gebildet werden:
{Yj = yj} =

⋃

(xi)i∈Ij
: fj

(
(xi)i∈Ij

)
=yj

{
(Xi)i∈Ij = (xi)i∈Ij

}
. (3.2.1)Nun erhält man einen Ausdru
k für das Produkt ∏k

j=1 P(Yj = yj), indem man in (3.2.1) zu denWahrs
heinli
hkeiten übergeht, die Summenformel für disjunkte Vereinigungen benutzt, über
j = 1, . . . , k multipliziert und die Wahrs
heinli
hkeiten der Ereignisse auf der re
hten Seite von(3.2.1) mit Hilfe der Unabhängigkeit der Xi in Produkte von einzelnen Wahrs
heinli
hkeitenzerlegt.Auf der anderen Seite erhält man analog zu (3.2.1) eine Darstellung des Ereignisses {Y1 =
y1, . . . , Yk = yk} als disjunkte Vereinigung von Ereignissen, die mit Hilfe von (Xi)i∈Ij für j ∈
{1, . . . , k} gebildet werden. Die Wahrs
heinli
hkeit dieser Vereinigung erre
hnet man analog undstellt dur
h Verglei
h mit dem Resultat der obigen Re
hnung fest, dass sie identis
h ist mit demProdukt der Wahrs
heinli
hkeiten der Ereignisse {Yj = yj}.Das folgende wi
htige Korollar zu Lemma 3.2.11 erhält man dur
h die Wahl von einelemen-tigen Teilindexmengen:Korollar 3.2.12. Falls die Zufallsvariablen Xi mit i ∈ N unabhängig sind, so au
h die Zufalls-variablen fi(Xi) mit i ∈ N, wobei fi beliebige Funktionen sind.



28 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZEN3.3 ErwartungswerteWir führen einen zentralen Begri� der Wahrs
heinli
hkeitstheorie ein: den Begri� des `erwar-teten Wertes' einer Zufallsgröÿe. Man erhält diesen Wert, indem man über alle Werte, die dieZufallsgröÿe annehmen kann, mittelt mit den Gewi
hten, die dur
h die Einzelwahrs
heinli
hkei-ten gegeben sind.De�nition 3.3.1 (Erwartungswert). Wir sagen, eine Zufallsgröÿe X : Ω → R besitzt einenendli
hen Erwartungswert, falls die Reihe ∑
ω∈Ω p(ω)|X(ω)| konvergiert. In diesem Fall s
hrei-ben wir au
h X ∈ L1(P) (oder au
h einfa
h X ∈ L1) und de�nieren den Erwartungswert von

X als die Zahl
E(X) =

∑

ω∈Ω

p(ω)X(ω).In Erweiterung von De�nition 3.3.1 können wir au
h für jede ni
ht negative Zufallsgröÿe Xden Erwartungswert von X als E(X) =
∑

ω∈Ω p(ω)X(ω) de�nieren, au
h wenn die Reihe diver-giert. In letzterem Fall setzen wir E(X) = ∞. In der selben Weise können wir au
h Zufallsgröÿenbehandeln, die na
h unten bes
hränkt sind oder na
h oben bes
hränkt.Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihe ∑
ω∈Ω p(ω)X(ω) si
hert, dass derWert dieser Reihe ni
ht von der gewählten Aufzählung von Ω abhängt. Auÿerdem impliziert sieetli
he Re
henregeln, die man vom Begri� des Erwartungswertes erwartet:Lemma 3.3.2 (Eigens
haften des Erwartungswertes). (a) Eine Zufallsgröÿe X liegt genau dannin L1, wenn die Reihe ∑

x∈X(Ω) |x|P(X = x) konvergiert. In diesem Fall gilt E(X) =∑
x∈X(Ω) xP(X = x).(b) Falls X,Y ∈ L1 mit X ≤ Y , so gilt E(X) ≤ E(Y ). (Monotonie des Erwartungswertes)(
) Falls X,Y ∈ L1 und c ∈ R, so ist X + cY ∈ L1, und es gilt E(X + cY ) = E(X) + cE(Y ).(Linearität des Erwartungswertes)(d) Falls X,Y ∈ L1 unabhängig sind, so ist au
h XY ∈ L1, und es gilt E(XY ) = E(X)E(Y ).(Produktregel bei Unabhängigkeit)Beweis.

(a) Die erste Aussage wird gezeigt dur
h die Re
hnung
∑

x∈X(Ω)

|x|P(X = x) =
∑

x∈X(Ω)

|x|
∑

ω : X(ω)=x

p(ω) =
∑

x∈X(Ω)

∑

ω : X(ω)=x

|X(ω)|p(ω)

=
∑

ω∈Ω

|X(ω)|p(ω),und die zweite Aussage folgt aus einer Wiederholung dieser Re
hnung ohne Betragstri
he.
(b) folgt mit Hilfe von (a) aus den Regeln für absolut konvergente Reihen.
(c) folgt mit Hilfe von De�nition 3.3.1 aus den Re
henregeln für absolut konvergente Reihen.
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(d) Wir spalten auf na
h allen Werten von X:

∑

z

|z|P(XY = z) =
∑

z 6=0

∑

x

|z|P(XY = z,X = x) =
∑

x,z 6=0

|z|P(X = x, Y = z/x)

=
∑

x,y 6=0

|x| |y|P(X = x, Y = y) =
∑

x,y 6=0

|x| |y|P(X = x)P(Y = y)

=
∑

x

|x|P(X = x)
∑

y

|y|P(Y = y),wobei wir im vorletzten S
hritt die Unabhängigkeit von X und Y benutzten. Dies zeigt, dass
XY ∈ L1. Die behauptete Glei
hung folgt dur
h eine Wiederholung der obigen Re
hnung ohneBetragstri
he.Für die Behandlung des Erwartungswertes von zusammengesetzten Zufallsgröÿen ist dasfolgende Lemma nützli
h. Wir erinnern an die De�nition 3.2.8.Lemma 3.3.3. Es seien X1, . . . ,Xn Zufallsgröÿen, und es sei g : X1(Ω) × · · · × Xn(Ω) → Reine Abbildung. Dann existiert der Erwartungswert der Zufallsgröÿe Y = g(X1, . . . ,Xn) = g ◦
(X1, . . . ,Xn) genau dann, wenn die Reihe

∑

x1∈X1(Ω)

· · ·
∑

xn∈Xn(Ω)

g(x1, . . . , xn)P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn)absolut konvergiert, und der Wert der Reihe ist dann glei
h E(Y ).Beweis. Wir ma
hen Ω′ = X1(Ω) × · · · × Xn(Ω) zu einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω′, p′),indem wir p′(x1, . . . , xn) = P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) setzen. Dann ist die Verteilung von g auf
Ω′ identis
h mit der von Y auf Ω. Also folgt die Aussage aus Lemma 3.3.2(a).Nun bestimmen wir die Erwartungswerte einiger wi
htiger Verteilungen.Beispiel 3.3.4 (Erwartungswert der Binomialverteilung). Sei X eine binomialverteilte Zufalls-gröÿe, also P(X = k) = Bin,p(k) =

(n
k

)
pk(1 − p)n−k für k ∈ {0, . . . , n}, wobei n ∈ N0 und

p ∈ [0, 1]. Es ist dur
haus mögli
h, den Erwartungswert von X mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a) zubere
hnen (Übungsaufgabe: Man führe dies dur
h), do
h wir s
hlagen einen weniger re
hnenauf-wändigen Weg ein, indem wir Lemma 3.3.2(
) benutzen. Wir erinnern uns (siehe Beispiele 3.1.3und 3.2.4), dass wir X auf dem Raum Ω = {0, 1}n mit q(ω) = p
Pn

i=1 ωi(1−p)n−
Pn

i=1 ωi de�nierenkönnen, indem wir X(ω) =
∑n

i=1 ωi setzen. Mit anderen Worten, wir haben X =
∑n

i=1Xi mitden in Beispiel 3.2.4 de�nieren Bernoulli-Gröÿen. Jedes Xi nimmt die Werte 1 und 0 mit Wahr-s
heinli
hkeit p bzw. 1 − p an, also sieht man lei
ht, dass E(Xi) = 1 · p+ 0 · (1 − p) = p ist. MitHilfe der Linearität des Erwartungswertes erhält man also lei
ht, dass E(X) =
∑n

i=1 E(Xi) = np.
3Beispiel 3.3.5 (Erwartungswert der geometris
hen Verteilung). Es sei X eine zum Parameter
p ∈ (0, 1) auf N geometris
h verteilte Zufallsgröÿe, also P(X = k) = Geop(k) = p(1 − p)k−1 für
k ∈ N. Zur Bere
hnung des Erwartungswertes von X (und für viele andere Bere
hnungen für geo-metris
h verteilte Zufallsgröÿen) ist der folgende Tri
k sehr hilfrei
h. Eine gliedweise Di�erenzia-tion der Identität ∑∞

k=1 x
k = x

1−x na
h x für |x| < 1 liefert die Glei
hung ∑∞
k=1 kx

k−1 = 1
(1−x)2

.Eine Anwendung auf x = 1 − p liefert dann mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a):
E(X) =

∞∑

k=1

kP(X = k) = p

∞∑

k=1

k(1 − p)k−1 = p
1

p2
=

1

p
.



30 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENEine auf N0 = N ∪ {0} geometris
h verteilte Zufallsgröÿe hat die Verteilung von X − 1, also denErwartungswert 1
p − 1. 3Beispiel 3.3.6 (Erwartungswert der Poisson-Verteilung). Sei X eine zum Parameter α > 0Poisson-verteilte Zufallsgröÿe, also P(X = k) = αk

k! e
−α für k ∈ N0. Der Erwartungswert von Xkann lei
ht mit Lemma 3.3.2(a) bere
hnet werden:

E(X) =
∑

k∈N0

kP(X = k) = e−α
∞∑

k=1

αk

(k − 1)!
= αe−α

∞∑

k=0

αk

k!
= α,wobei wir im vorletzten S
hritt eine Lau�ndexvers
hiebung dur
hführten. 3Beispiel 3.3.7. Wir erinnern an die in Beispiel 2.2.8 eingeführte Verteilung auf N, die dur
h

q(k) = k−sζ(s)−1 gegeben ist, wobei s > 1. Da die Reihe ∑
k∈N kq(k) genau dann konvergiert,wenn s > 2, existiert der Erwartungswert dieser Verteilung also nur im Fall s > 2. Ihr Wert istdann ζ(s− 1)/ζ(s). 3Die folgende Formel ist man
hmal hilfrei
h, wenn eine N0-wertige Zufallsgröÿe X nur dur
hAngabe ihrer `S
hwänze' P(X > k) gegeben ist. (Letzteres ist man
hmal einfa
her, weil manbei dieser Festlegung der Verteilung von X ni
ht auf Normierung a
hten muss, sondern nur aufMonotonie.)Lemma 3.3.8. Der Erwartungswert einer N0-wertigen Zufallsgröÿe X (egal, ob er endli
h istoder ni
ht) ist gegeben dur
h

E(X) =

∞∑

k=0

P(X > k).Beweis. Übungsaufgabe.3.4 VarianzenDie Kenngröÿe `Erwartungswert' gibt natürli
h bei weitem keine ers
höpfende Information überdie Zufallsgröÿe. Eine nützli
he zusätzli
he Information ist zum Beispiel die Antwort auf dieFrage, wie stark die Zufallsgröÿe im Dur
hs
hnitt von ihrem Erwartungswert abwei
ht. EineKenngröÿe, die dies angibt, ist die Varianz.De�nition 3.4.1. Es sei X eine Zufallsgröÿe mit existierendem Erwartungswert E(X) sowiemit E(X2) <∞. Die Varianz von X ist der Ausdru
k
V(X) =

∑

x

(x− E(X))2P(X = x) ∈ [0,∞),und die Standardabwei
hung von X als S(X) =
√

V(X).Man sieht lei
ht mit Hilfe von Lemma 3.3.2(a) ein, dass V(X) der Erwartungswert derZufallsgröÿe ω 7→ (X(ω) − E(X))2 ist, also
V(X) = E

(
(X − E(X))2

)
.



3.4. VARIANZEN 31Beispiel 3.4.2 (Varianz einer Glei
hverteilung). Wenn eine ZufallsgröÿeX auf einer n-elementigenMenge {x1, . . . , xn} glei
hverteilt ist, so sind
E(X) =

1

n

n∑

i=1

xi und V(X) =
1

n

n∑

i=1

(xi − E(X))2.Also ist E(X) der Mittelwert der x1, . . . , xn, und V(X) ist die mittlere quadratis
he Abwei
hungdavon. 3Beispiel 3.4.3 (Varianz der Bernoulli-Verteilung). Eine Bernoulli-verteilte ZufallsgröÿeX nimmtdie Werte 1 und 0 mit Wahrs
heinli
hkeit p ∈ [0, 1] bzw. (1−p) an. Also ist E(X) = p, und die Va-rianz bere
hnet si
h na
h De�nition 3.4.1 zu V(X) = (0−E(X))2P(X = 0)+(1−E(X))2P(X =
1) = p2(1 − p) + (1 − p)2p = p(1 − p). 3Die Varianz einer binomialverteilten Zufallsgröÿe kann man dur
haus unter Verwendungder De�nition 3.4.1 direkt bere
hnen, aber in Beispiel 3.5.4 werden wir einen eleganten Wegpräsentieren.Einige einfa
he Eigens
haften der Varianz sind im folgenden Lemma aufgelistet.Lemma 3.4.4. Es seien X,Y ∈ L1.(a) Die Varianz von X existiert genau dann, wenn E(X2) < ∞. In diesem Fall s
hreiben wir

X ∈ L2, und es gilt die Formel
V(X) = E(X2) − E(X)2.(b) Seien a, b ∈ R. Falls die Varianz von X existiert, dann au
h die von a + bX, und es gilt

V(a+ bX) = b2V(X).(
) Falls X und Y unabhängig sind mit existierenden Varianzen, dann existiert au
h die Va-rianz von X + Y , und es gilt V(X + Y ) = V(X) + V(Y ). (Satz von Bienaymé)(d) Falls V(X) existiert und V(X) = 0 ist, so existiert ein x ∈ R mit P(X = x) = 1.Beweis.
(a): Wegen

(x− E(X))2P(X = x) = x2P(X = x) − 2xE(X)P(X = x) + E(X)2P(X = x)ist die erste Behauptung klar, denn die absolute Konvergenz von ∑
x xP(X = x) ist vorausgesetztund die von ∑

x P(X = x) ist klar. Die behauptete Glei
hung ere
hnet man lei
ht, indem mandie obige Beziehung über x summiert und zusammenfasst.
(b): Dies erre
hnet si
h lei
ht mit Hilfe von (a) und der Linearität des Erwartungswertes.
(c): Wir benutzen (a) für X + Y und multiplizieren aus und erhalten

V(X + Y ) = E(X2) + 2E(XY ) + E(Y 2) − E(X)2 − 2E(X)E(Y ) − E(Y )2.Nun sehen wir mit Hilfe von Lemma 3.3.2(d), dass die re
hte Seite glei
h E(X2) − E(X)2 +
E(Y 2) − E(Y )2 ist, na
h (a) also glei
h V(X) + V(Y ).

(d): Dies sieht man lei
ht aus der De�nition 3.4.1: Falls V(X) = 0, so muss für jedes x ∈ Rentweder x = E(X) oder P(X = x) = 0 sein.



32 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENBeispiel 3.4.5 (Varianz der Poisson-Verteilung). Die Varianz einer zum Parameter α > 0Poisson-verteilten Zufallsgröÿe X (siehe Beispiel 3.3.6) ist V(X) = α. (Übungsaufgabe) 3Beispiel 3.4.6 (Varianz der geometris
hen Verteilung). Als Übungsaufgabe bere
hne man dieVarianz einer geometris
h verteilten Zufallsgröÿe. (Man verwende den in Beispiel 3.3.5 erläutertenTri
k ein zweites Mal.) 3Die Varianz bzw. der Erwartungswert besitzt die folgende Minimaleigens
haft:Lemma 3.4.7 (Minimale quadratis
he Abwei
hung). Für jede Zufallsgröÿe X ∈ L2 gilt dieAbs
hätzung
E

(
(X − a)2

)
≥ V(X), a ∈ R,mit Glei
hheit genau dann, wenn a = E(X).Beweis. Mit Hilfe der Linearität des Erwartungswerts erre
hnet man lei
ht, dass E((X−a)2) =

V(X) + (a− E(X))2 für jedes a ∈ R. Also ist die Aussage evident.3.5 KovarianzenIn diesem Abs
hnitt stellen wir eine Kenngröÿe vor, die über die Abhängigkeiten zweier gegebenerZufallsgröÿen eine gewisse Aussage ma
ht.De�nition 3.5.1. Es seien X und Y zwei Zufallsgröÿen mit existierenden Varianzen. DieKovarianz von X und Y ist die Zahl cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ). Wir nennen X und Yunkorreliert, falls cov(X,Y ) = 0.Die Kovarianz ist wohlde�niert, denn der Erwartungswert von XY existiert auf Grund derAbs
hätzung 2|XY | ≤ X2 + Y 2 und Lemma 3.4.4(a).Einige evidente Eigens
haften der Kovarianz werden nun gesammelt:Lemma 3.5.2. (a) Für je zwei Zufallsgröÿen X und Y mit existierenden Varianzen gilt
cov(X,Y ) = E

(
(X − E(X))(Y − E(Y ))

)
.Insbesondere gelten cov(X,X) = V(X) und cov(X,Y ) = cov(Y,X), und cov(·, ·) ist linearin jedem der beiden Argumente.(b) Für je n Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn gilt

V
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

V(Xi) +

n∑

i,j=1
i6=j

cov(Xi,Xj).(
) Falls X und Y unabhängige Zufallsgröÿen mit existierenden Varianzen sind, so sind X und
Y unkorreliert.



3.5. KOVARIANZEN 33Beweis. Übungsaufgabe.Aus der ersten Beziehung in Lemma 3.5.2(a) folgt au
h, dass si
h die Kovarianz von X und
Y ni
ht ändert, wenn zu X oder Y Konstanten addiert werden.Die Aussage in Lemma 3.5.2(
) kann ni
ht ohne Weiteres umgekehrt werden, wie das folgendeBeispiel zeigt. Wir betra
hten auf Ω = {−1, 0, 1} mit der Glei
hverteilung die Zufallsgröÿe X, ge-geben dur
h X(ω) = ω. Als Übungsaufgabe vergewissere man si
h, dass die beiden Zufallsgröÿen
X und |X| zwar unkorreliert, aber ni
ht unabhängig sind.Eine direkte Folgerung aus Lemma 3.5.2(b) ist die folgende Aussage.Korollar 3.5.3 (Satz von Bienaymé). Für paarweise unkorrelierte Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xnmit existierenden Varianzen gilt V(X1 + · · · +Xn) = V(X1) + · · · + V(Xn).Beispiel 3.5.4 (Varianz der Binomialverteilung). Im Kontext von Beispiel 3.3.4 wissen wirs
hon aus Beispiel 3.4.3, dass V(Xi) = p(1 − p). Da die Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn unabhängigsind, erlaubt der Satz von Bienaymé, die Varianz von X wie folgt zu bere
hen: V(X) = V(X1 +
· · · +Xn) = V(X1) + · · · + V(Xn) = np(1 − p). 3Die folgende Minimaleigens
haft der Kovarianz ist man
hmal hilfrei
h, wenn man eine (even-tuell s
hwer zugängli
he) Zufallsvariable Y mit Hilfe einer linearen Funktion einer (lei
hter zuerhaltenden) Zufallsvariablen X annähern mö
hte.Lemma 3.5.5 (Beste lineare Vorhersage). Es seien X,Y ∈ L2 mit V(X) = 1. Dann wird diequadratis
he Abwei
hung

E
(
(Y − a− bX)2

)zwis
hen Y und der linearen Funktion a + bX von X minimiert genau für b = cov(X,Y ) und
a = E(Y − bX). Falls insbesondere X und Y unkorreliert sind, so hängt die Lösung b = 0 und
a = E(Y ) ni
ht von X ab.Beweis. Eine Ausnutzung der Linearität des Erwartungswertes zeigt, dass der betra
htete Aus-dru
k ein Polynom zweiter Ordnung in a und b ist, das im Unendli
hen gegen Unendli
h gehtund daher sein Minimum an der Nullstelle des Gradienten annimmt. Diese Nullstelle ist dur
hdie behaupteten Glei
hungen bestimmt.Eine der wi
htigsten Unglei
hungen ist die folgende.Satz 3.5.6 (Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung). Für je zwei Zufallsgröÿen X und Y gilt

|E(XY )| ≤
√

E(X2)
√

E(Y 2).Glei
hheit gilt genau dann, wenn es reelle Zahlen a, b gibt, die ni
ht beide Null sind, sodass
P(aX + bY = 0) = 1, d. h. wenn X und Y konstante Vielfa
he von einander sind.Beweis. Wir setzen α = E(Y 2) und β = E(XY ). Wir dürfen annehmen, dass α > 0, denn sonstwäre P(Y = 0) = 1, also au
h E(XY ) = 0, und die behauptete Unglei
hung stimmt trivialerweise.



34 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENNun erre
hnen wir dur
h Ausmultiplizieren und mit Hilfe der Linearität des Erwartungswertes:
0 ≤ E((αX − βY )2) = α2E(X2) − 2αβ E(XY ) + β2E(Y 2)

= α
(
E(X2)E(Y 2) − E(XY )2

)
.Da α > 0, folgt die behauptete Unglei
hung.Falls Glei
hheit gilt, so ist der Erwartungswert von (αX−βY )2 glei
h Null, also folgt P(αX−

βY = 0) = 1. Falls α > 0, so können wir α = a und β = b wählen. Falls α = 0, so können wir
a = 0 und b = 1 wählen.Aus einer Anwendung der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung auf die Zufallsgröÿen X−E(X) und
Y − E(Y ) folgt insbesondere die Unglei
hung

−1 ≤ cov(X,Y )

S(X)S(Y )
≤ 1für alle Zufallsgröÿen X und Y , deren Varianzen existieren, wobei wir daran erinnern, dass

S(X) =
√

V(X) die Standardabwei
hung von X ist.Die Bedingung cov(X,Y ) > 0 bedeutet, dass eine Tendenz vorliegt, na
h der das Ereignis
{X > E(X)} öfter mit dem Ereignis {Y > E(Y )} zusammen auftritt als mit {Y ≤ E(Y )}. Mansagt, X und Y seien positiv korreliert. Das impliziert allerdings no
h lange ni
ht, dass X eine(Mit-)Ursa
he für Y ist oder umgekehrt, au
h wenn dieser Fehls
hluss oft und gerne gema
htwird.3.6 FaltungenWenn X und Y zwei unabhängige Zufallsgröÿen sind, was ist dann die Verteilung der Summe
X + Y ? Wir geben eine Antwort dur
h Summation über alle Werte, die X annehmen kann.Die Ausnutzung der Unabhängigkeit führt uns auf natürli
he Weise zum Begri� der Faltung. Indiesem Abs
hnitt werden wir nur Z-wertige Zufallsgröÿen betra
hten. Daher ist die Menge Z dernatürli
he Indexberei
h der von uns betra
hteten Folgen.De�nition 3.6.1. Die Faltung zweier absolut summierbarer Folgen a = (ax)x∈Z und b =
(by)y∈Z ist die Folge c = (cz)z∈Z, die gegeben ist dur
h cz =

∑
x∈Z axbz−x. Wir s
hreiben

c = a ⋆ b.Man sieht lei
ht, dass a ⋆ b = b ⋆ a und dass a ⋆ b eine absolut summierbare Folge ist, wenn
a und b dies sind.Satz 3.6.2 (Faltungssatz). Seien X und Y zwei unabhängige Z-wertige Zufallsgröÿen mit Ver-teilungen pX und pY , d. h. pX(x) = P(X = x) und pY (y) = P(Y = y) für alle x, y ∈ Z. Dannist die Verteilung von X +Y glei
h der Faltung pX ⋆ pY , d. h. P(X +Y = z) = (pX ⋆ pY )(z) füralle z ∈ Z.



3.6. FALTUNGEN 35Beweis. Wir summieren über alle Werte, die X annehmen kann, und erhalten für alle z ∈ Z:
P(X + Y = z) =

∑

x∈Z

P(X = x, Y = z − x) =
∑

x∈Z

P(X = x)P(Y = z − x)

=
∑

x∈Z

pX(x)pY (z − x) = (pX ⋆ pY )(z).Beispiel 3.6.3 (Binomialverteilung). Die Summe zweier unabhängiger binomialverteiler Zu-fallsgröÿen zu den Parametern n1 und p bzw. n2 und p ist eine zu den Parametern n1 + n2und p binomialverteilte Zufallsgröÿe. Dies sieht man am einfa
hsten ein, indem man die beidenZufallsgröÿen jeweils als Summe von n1 bzw. n2 unabhängigen Bernoulli-Zufallsgröÿen darstellt.Man sagt, die Familie der zum Parameter n binomialverteilten Zufallsgröÿen (mit festem zweitenParameter p) bildet eine Faltungshalbgruppe.Als eine Anwendung von Satz 3.6.2 beweisen wir die eingangs erwähnte Aussage no
h einmal,indem wir zeigen, dass Bin1,p ⋆ Bin2,p = Bin1+n2,p gilt, wobei wir die Folge Bin,p (die ja nur auf
{0, . . . , n} de�niert ist) trivial mit Null zu einer Folge mit Indexmenge Z fortsetzen.Es sei also k ∈ {0, . . . , n1 + n2}, dann gilt

Bin1,p ⋆ Bin2,p(k) =
∑

l∈Z

Bin1,p(l)Bin2,p(k − l)

=

min{n1,k}∑

l=max{0,k−n2}

(
n1

l

)
pl(1 − p)n1−l

(
n2

k − l

)
pk−l(1 − p)n2−k+l

= Bin1+n2,p(k)

min{n1,k}∑

l=max{0,k−n2}

(
n1
l

)(
n2
k−l

)
(
n1+n2

k

) ,wie eine direkte Re
hnung ergibt. Nun bea
hte man, dass der Quotient hinter dem Summenzei-
hen die hypergeometris
he Wahrs
heinli
hkeit mit Parametern n1, n2 und k ist, ausgewertet in
l. Da der Summationsberei
h genau derjenige ist, auf der diese Verteilung de�niert ist, ist also dieSumme glei
h Eins. Dies beweist die Behauptung Bin1,p ⋆Bin2,p = Bin1+n2,p auf {0, . . . , n1 +n2},und man sieht lei
ht, dass sie trivialerweise au
h in Z \ {0, . . . , n1 + n2} erfüllt ist. 3Beispiel 3.6.4 (Negative Binomialverteilung). Es seien X1, . . . ,Xn unabhängige, zum Parame-ter p ∈ (0, 1) auf N0 geometris
h verteilte Zufallsgröÿen (siehe Beispiel 1.3.5), also P(Xi = k) =

p(1 − p)k für k ∈ N0. Wir setzen X = X1 + · · · +Xn, also hat X die Verteilung G̃eo
⋆n

p , womitwir die n-fa
he Faltung der geometris
hen Verteilung auf N0 bezei
hnen.Wir behaupten, dass die Verteilung von X identi�ziert wird als
P(X = k) =

(
n+ k − 1

k

)
pn(1 − p)k =

(−n
k

)
pn(p− 1)k = Negn,p(k), k ∈ N0, (3.6.1)wobei (−n

k

)
=

(−n)(−n− 1)(−n − 2) . . . (−n− k + 1)

k!
, n ∈ (0,∞),der allgemeine Binomialkoe�zient ist. Die Verteilung Negn,p ist unter dem Namen negative Bino-mialverteilung zu den Parametern p und n bekannt. Sie kann ohne Probleme au
h für beliebiges
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n ∈ (0,∞) de�niert werden, besitzt aber die Interpretation als Summe von geometris
h verteiltenZufallsgröÿen nur für natürli
he Zahlen n. Insbesondere ist Neg1,p = G̃eop.Wir bieten nun zwei Wege an, die Faltungsformel

G̃eo
⋆n

p = Negn,pfür n ∈ N zu zeigen, ein dritter Weg (der sogar für alle n ∈ (0,∞) funktioniert), folgt inBeispiel 3.7.11. Der erste Weg ma
ht Gebrau
h von der oben erwähnten Interpretation von
Xi + 1 als die Wartezeit na
h dem (i − 1)-ten bis zum i-ten Erfolg in einem unendli
h langenBernoulli-Experiment. Dann ist also X+n die Wartezeit auf den n-ten Erfolg, gere
hnet ab demBeginn der Serie. Also ist das Ereignis {X = k} = {X +n = k+n} das Ereignis, dass unter denersten k+n− 1 Spielen genau n− 1 Erfolge und k Misserfolge sind und dass das (n+ k)-te Spielerfolgrei
h ist. Jede einzelne dieser Serien der Länge n+ k hat die Wahrs
heinli
hkeit pn(1− p)k,und es gibt genau (

n−1+k
k

) sol
he Serien. Dies zeigt, dass die Verteilung von X tatsä
hli
h dur
hdie Formel in (3.6.1) gegeben ist.Der zweite Weg benutzt den Faltungssatz und eine kombinatoris
he Überlegung. Man er-re
hnet lei
ht, dass für n1, n2 ∈ N gilt:
Negn1,p ⋆ Negn2,p(k) =

∑

l∈Z

Negn1,p(l)Negn2,p(k − l)

=
k∑

l=0

(
n1 − 1 + l

l

)
pn1(1 − p)l

(
n2 − 1 + k − l

k − l

)
pn2(1 − p)k−l

= Negn1+n2,p(k)

k∑

l=0

(
n1−1+l

l

)(
n2−1+k−l

k−l

)
(n1+n2−1+k

k

) .Dass die Summe über l den Wert Eins hat, sieht man folgendermaÿen ein. Die Zahl (n1−1+l
l

) istdie Anzahl der Mögli
hkeiten, n1 Einsen und l Nullen hinter einander in eine Reihe zu legen,so dass die Reihe mit einer Eins endet. Analog ist (n2−1+k−l
k−l

) die Anzahl der Mögli
hkeiten, n2Einsen und k − l Nullen in eine Reihe zu legen, so dass sie mit einer Eins endet. Wenn manje eine sol
he Reihe hintereinander legt für irgendein l ∈ {0, . . . , k}, so erhält man eine Reihemit n1 + n2 Einsen und k Nullen, die mit einer Eins endet. Anders herum kann man jede sol
heReihe eindeutig aufspalten in zwei Reihen mit n1 bzw. n2 Einsen und l bzw. k− l Nullen für eingeeignetes l ∈ {0, . . . , k}, so dass diese beiden Teilreihen jeweils mit einer Eins enden. Dies zeigtauf kombinatoris
he Weise, dass ∑k
l=0

(n1−1+l
l

)(n2−1+k−l
k−l

)
=

(n1+n2−1+k
k

) für n1, n2 ∈ N0. 3Beispiel 3.6.5 (Poisson-Verteilung). Eine weitere Faltungshalbgruppe ist die der Poisson-Verteilungen:Die Summe zweier unabhängiger zum Parameter α > 0 bzw. β > 0 Poisson-verteilter Zufallsgrö-ÿen ist eine zum Parameter α+β Poisson-verteilte Zufallsgröÿe. Den Beweis führt man wiederummit Hilfe von Satz 3.6.2 (Übungsaufgabe). Ein eleganterer Beweis folgt in Beispiel 3.7.12. 33.7 Erzeugende FunktionenIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir auss
hlieÿli
h Verteilungen auf N0 = {0, 1, 2, . . . , } und kom-binieren ihre Betra
htung mit der gewisser Potenzreihen. Auf diesem Wege setzen wir einigebekannte Ergebnisse aus der Analysis für die Bes
hreibung von Zufallsgröÿen ein.



3.7. ERZEUGENDE FUNKTIONEN 37De�nition 3.7.1 (erzeugende Funktion). Die erzeugende Funktion einer Wahrs
heinli
hkeits-verteilung (pk)k∈N0 auf N0 ist die Funktion ϕ, die gegeben ist dur
h
ϕ(s) =

∑

k∈N0

pks
k, |s| < 1.Bemerkung 3.7.2. Da die Reihe der pk absolut konvergiert, hat die zugehörige erzeugendeFunktion ϕ mindestens den Konvergenzradius Eins, d. h., sie konvergiert mindestens im Innerndes (komplexen) Einheitskreises. Insbesondere kann man die Potenzreihe beliebig oft im Intervall

(−1, 1) gliedweise di�erenzieren. Auf Grund des Satzes von Taylor kann man aus der erzeugendenFunktion mit Hilfe der Formel
pk =

ϕ(k)(0)

k!
, k ∈ N0,eindeutig die Koe�zienten pk erhalten, wobei ϕ(k) die k-te Ableitung bedeutet. Es besteht alsoein eineindeutiger Zusammenhang zwis
hen der Verteilung und ihrer erzeugenden Funktion. 3Beispiel 3.7.3 (Binomialverteilung). Für n ∈ N und p ∈ [0, 1] ist die erzeugende Funktion derBinomialverteilung zu den Parametern n und p (siehe Beispiel 1.3.4) gegeben dur
h

ϕ(s) =
n∑

k=0

Bin,p(k)s
k =

n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−ksk = (1 − p+ sp)n,wobei wir den binomis
hen Lehrsatz benutzten. 3Beispiel 3.7.4 (Negative Binomialverteilung). Die erzeugende Funktion einer negativ zu denParametern n ∈ (0,∞) und p ∈ [0, 1] binomialverteilten Zufallsgröÿe X (siehe Beispiel 3.6.4)erre
hnet man als

ϕ(s) = pn
∑

k∈N0

(−n
k

)
(p− 1)ksk =

( p

1 + sp− s

)n ∑

k∈N0

Negn,1+sp−s(k) =
( p

1 + sp− s

)n
,zunä
hst nur für s ∈ R mit 1 + sp− s ∈ (0, 1]. Do
h da beide Seiten der Glei
hung analytis
h imEinheitskreis sind, gilt sie au
h dort. 3Beispiel 3.7.5 (Poisson-Verteilung). Die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung zum Pa-rameter α ∈ (0,∞) (siehe Beispiel 1.3.6) ist gegeben dur
h

ϕ(s) =
∑

k∈N0

Poα(k)sk =
∑

k∈N0

e−αα
k

k!
sk = e−α(1−s).

3Da die erzeugende Funktion die Verteilung eindeutig fest legt, ist es klar, dass au
h derErwartungswert und die Varianz der Verteilung mit Hilfe der erzeugenden Funktion ausgedrü
ktwerden können. Mit E(P ) =
∑

k∈N0
kpk und V(P ) =

∑
k∈N0

(k − E(P ))2pk bezei
hnen wir denErwartungswert und die Varianz einer Verteilung P = (pk)k∈N0 auf N0.



38 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENSatz 3.7.6. Es sei P = (pk)k∈N0 eine Verteilung auf N0 mit erzeugender Funktion ϕ.(i) E(P ) existiert genau dann, wenn ϕ′(1−) = lims↑1 ϕ′(s) existiert, und dann gilt E(P ) =
ϕ′(1−).(ii) V(P ) existiert genau dann, wenn ϕ′′(1−) = lims↑1 ϕ′′(s) existiert, und dann gilt V(P ) =
ϕ′′(1−) − E(P )2 + E(P ).Beweis.(i) Für |s| < 1 existiert ϕ′(s), und für s ↑ 1 gilt

ϕ′(s) =
∑

k∈N0

pkks
k−1 ↑

∑

k∈N0

pkk = E(P ).(ii) Für |s| < 1 existiert ϕ′′(s), und für s ↑ 1 gilt
ϕ′′(s) =

∑

k∈N0

pkk(k − 1)sk−2 ↑
∑

k∈N0

pk(k
2 − k).Es ist lei
ht zu sehen, dass die Reihe ∑

k∈N0
pk(k

2−k) genau dann konvergiert, wenn ∑
k∈N0

pkk
2konvergiert, d. h., wenn V(P ) existiert. In diesem Fall erre
hnet man lei
ht, dass

ϕ′′(1−) − E(P )2 + E(P ) =
∑

k∈N0

pkk
2 − E(P )2 = V(P ).

Beispiel 3.7.7. Indem man die in den Beispielen 3.7.3 bzw. 3.7.5 erre
hneten erzeugendenFunktionen der Binomial- bzw. Poisson-Verteilung bei Eins ein bzw. zwei Mal di�erenziert, erhältman als eine Übungsaufgabe, dass sie die Erwartungswerte np bzw. α und die Varianzen np(1−p)bzw. α besitzen. (Natürli
h stehen diese Ergebnisse in Übereinstimmung mit Beispielen 3.3.4 und3.5.4 bzw. 3.3.6 und 3.4.5.) 3Den Zusammenhang zwis
hen Verteilungen auf N0 und den zugehörigen erzeugenden Funk-tionen kann man au
h ausnützen bei der Behandlung von Summen unabhängiger Zufallsgröÿen.Wir bezei
hnen nun die erzeugende Funktion einer Verteilung P = (pk)k∈N0 auf N0 mit ϕP . Dieerzeugende Funktion ϕX einer N0-wertigen Zufallsvariablen X ist de�niert als die erzeugendeFunktion der Verteilung von X, also
ϕX(s) = ϕP◦X−1(s) =

∑

k∈N0

P(X = k)sk = E(sX), |s| < 1.Wir erinnern daran (siehe Abs
hnitt 3.6), dass die Faltung P1⋆P2 zweier Verteilungen P1 und
P2 auf N0 die Verteilung der Summe zweier unabhängiger Zufallsgröÿen mit Verteilung P1 bzw.
P2 ist. Es stellt si
h heraus, dass die erzeugende Funktion dieser Summe glei
h dem punktweisenProdukt der beiden erzeugenden Funktionen ist:



3.7. ERZEUGENDE FUNKTIONEN 39Satz 3.7.8 (Faltung und Unabhängigkeit). (i) Für je zwei unabhängige N0-wertige Zufalls-gröÿen X1 und X2 gilt
ϕX1+X2(s) = ϕX1(s)ϕX2(s), |s| < 1.(ii) Für je zwei Verteilungen P1 und P2 auf N0 gilt
ϕP1⋆P2(s) = ϕP1(s)ϕP2(s), |s| < 1.Beweis. (i) Na
h Korollar 3.2.12 sind au
h die beiden Zufallsvariablen sX1 und sX2 unabhängig.Na
h dem Produktsatz für Erwartungswerte bei Unabhängigkeit (siehe Satz 3.3.2(d)) haben wir

ϕX1+X2(s) = E(sX1+X2) = E(sX1sX2) = E(sX1)E(sX2) = ϕX1(s)ϕX2(s).Die Aussage in (ii) ist der Spezialfall von (i) für identis
he Zufallsgröÿen X1 und X2.Bemerkung 3.7.9. Den Satz 3.7.8 kann man statt auf probabilistis
hem Wege au
h mit Hilfeaus der Analysis beweisen, wenn man benutzt, dass das punktweise Produkt ϕX1(s)ϕX2(s) wiedereine Potenzreihe ist, deren Koe�zientenfolge die Faltung der Koe�zientenfolgen von ϕX1(s) und
ϕX2(s) sind, also

ϕX1(s)ϕX2(s) =
( ∞∑

k=0

pX1(k)s
k
)( ∞∑

k=0

pX2(k)s
k
)

=

∞∑

k=0

(pX1 ⋆ pX2)(k)s
k

=

∞∑

k=0

pX1+X2(k)s
k = ϕX1+X2(s),wobei im vorletzten S
hritt der Faltungssatz 3.6.2 benutzt wurde. 3Die bemerkenswerte Aussage von Satz 3.7.8 gibt uns ein weiteres Mittel in die Hand, Ver-teilungen von Summen unabhängiger Zufallsgröÿen zu identi�zieren:Beispiel 3.7.10 (Binomialverteilung). Die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit Pa-rametern n und p (siehe Beispiel 3.7.3) ist o�ensi
htli
h das n-fa
he Produkt der erzeugendenFunktion einer Binomialverteilung mit Parametern 1 und p. Dies re�ektiert die bekannte Tat-sa
he (siehe Beispiel 3.6.3) dass eine binomialverteilte Zufallsgröÿe eine Summe unabhängigerBernoulli-Zufallsgröÿen ist, oder au
h die Summe unabhängiger binomialverteilter Zufallsgröÿenmit gewissen Parametern. 3Beispiel 3.7.11 (Negative Binomialverteilung). Wie man im Beispiel 3.7.4 gesehen hat, istau
h die erzeugende Funktion der Negativen Binomialverteilung mit Parametern n ∈ (0,∞)und p ∈ [0, 1] die n-te Potenz derselben Verteilung mit Parametern 1 und p. Daher ist dieSumme unabhängiger negativ zu den Parametern n1 ∈ (0,∞) und p bzw. n2 ∈ (0,∞) und pbinomialverteilter Zufallsgröÿen negativ binomialverteilt zu den Parametern n1 +n2 und p. Alsogilt insbesondere die Faltungsformel

Negn1,p ⋆Negn2,p = Negn1+n2,p,die wir in Beispiel 3.6.4 nur für natürli
he Zahlen n1 und n2 bewiesen. 3



40 KAPITEL 3. ZUFALLSGRÖßEN, ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZENBeispiel 3.7.12 (Poisson-Verteilung). Ein sehr eleganter und kurzer Beweis für die Tatsa
he(siehe Beispiel 3.6.5), dass die Summe zweier unabhängiger Poisson-verteilter Zufallsgröÿen Xund Y mit Parametern α und β Poisson-verteilt ist mit Parameter α+ β, ist nun mit Satz 3.7.8und Beispiel 3.7.5 mögli
h: Die erzeugende Funktion der Summe ist gegeben dur
h
ϕX+Y (s) = ϕX(s)ϕY (s) = eα(s−1)eβ(s−1) = e(α+β)(s−1).Also wird die erzeugende Funktion von X + Y identi�ziert mit der einer Poisson-Verteilung mitParameter α + β. Wegen der Eindeutigkeit der erzeugenden Funktion ist X + Y also Poisson-verteilt mit diesem Parameter. 3



Kapitel 4Wahrs
heinli
hkeit mit Di
htenIn diesem Kapitel erweitern bzw. übertragen wir die bisher behandelte Theorie auf Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿe bzw. Zufallsgröÿen, die mit Hilfe von Integralen über Di
hten bes
hrieben werden.Alle in diesem Kapitel auftretenden Integrale werden als Riemann-Integrale aufgefasst, sodassVorkenntnisse in Analysis I ausrei
hen und eine Kenntnis des Lebesgue-Integrals ni
ht benötigtwird. Wir werden au
h darauf verzi
hten, Wahrs
heinli
hkeitsräume anzugeben, denn dies wirdni
ht nötig sein für eine Behandlung der Theorie auf dem Niveau, auf dem wir sie betreiben.Eine mathematis
he Fundierung wird später na
hgeholt werden.Man bea
hte zum Beispiel die Unmögli
hkeit, die diskrete Wahrs
heinli
hkeitstheorie und dieTheorie der Wahrs
heinli
hkeit mit Di
hten unter das Da
h eines übergeordneten Konzepts zustellen; sie werden s
heinbar verbindungslos neben einander stehen bleiben, mit allerdings ni
htzu übersehenden Verwandts
haften. Tatsä
hli
h werden wir ni
ht einmal im Stande sein, einediskrete Zufallsgröÿe und eine über eine Di
hte de�nierte Zufallsgröÿe miteinander zu addieren.Dieser beklagenswerte Zustand wird allerdings später aufgehoben werden, wenn wir das Riemann-Integral dur
h das Lebesgue-Integral ersetzen werden (das ja kompatibel ist mit abzählbarenOperationen, im Gegensatz zum Riemann-Integral) und Maÿtheorie benutzen werden.4.1 Grundbegri�eDe�nition 4.1.1 (Di
hte, Verteilungsfunktion). (a) Eine Abbildung f : R → [0,∞), so dass∫
R
f(x) dx existiert und den Wert Eins hat, heiÿt eine Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte oder kurzeine Di
hte.(b) Eine Abbildung F : R → [0, 1] heiÿt eine Verteilungsfunktion, falls gelten:(i) F ist monoton steigend,(ii) limt→∞ F (t) = 1 und limt→−∞ F (t) = 0,(iii) F ist re
htsseitig stetig (d. h. lims↓t F (s) = F (t) für jedes t ∈ R).Bemerkung 4.1.2. (a) Falls f eine Di
hte ist, so de�niert F (t) =

∫ t
−∞ f(x) dx eine Vertei-lungsfunktion, und zwar sogar eine stetige. Man nennt dann f eine Di
hte von F . Ni
htjede stetige Verteilungsfunktion besitzt eine Di
hte.41



42 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEIT MIT DICHTEN(b) Falls eine Di
hte f in endli
h vielen Punkten abgeändert wird, erhält man eine neue Di
hte
f̃ . Für jedes Intervall I gilt dann ∫

I f(x) dx =
∫
I f̃(x) dx.(
) Falls eine Di
hte f einer Verteilungsfunktion F stetig in einem Punkte a ist, so gilt F ′(a) =

f(a) na
h dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung.
3De�nition 4.1.3 (Verteilungsfunktion und Di
hte einer Zufallsgröÿe). Für eine reellwertigeZufallsgröÿe X heiÿt die Abbildung FX : R → [0, 1], de�niert dur
h FX(t) = P(X ≤ t), dieVerteilungsfunktion von X. Wir sagen, X hat eine Di
hte, wenn ihre Verteilungsfunktion FXeine hat.Bemerkung 4.1.4. (a) Falls X eine diskrete Zufallsgröÿe ist, so ist FX die re
htsstetige Trep-penfunktion, die in den Punkten x mit P(X = x) > 0 einen Sprung der Gröÿe P(X = x)ma
ht. Insbesondere hat X keine Di
hte.(b) Wenn eine Zufallsgröÿe X eine Di
hte f hat, dann gilt

P
(
X ∈ A

)
= P ◦X−1(A) =

∫

A
f(x) dx, (4.1.1)für alle Mengen A ⊂ R, für die die Abbildung f1lA Riemann-integrierbar ist, also mindestensfür alle endli
hen Vereinigungen A von Intervallen. Insbesondere ist P(X = x) = 0 für alle

x ∈ R, denn
0 ≤ P(X = x) ≤ P

(
x ≤ X ≤ x+

1

n

)
=

∫ x+ 1
n

x
f(y) dy −→ 0 für n→ ∞.Da X einzelne Werte mit Wahrs
heinli
hkeit Null annimmt, gilt insbesondere P(X ∈

[a, b]) = P(X ∈ (a, b]) = P(X ∈ (a, b)) et
. Wir werden allerdings keinen Wahrs
hein-li
hkeitsraum angeben, auf dem X de�niert wäre.(
) Wir sagen, ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P auf Ω = R besitzt eine Di
hte f , wenn die iden-tis
he Zufallsgröÿe X(ω) = ω eine hat. In diesem Fall gilt also P(A) =
∫
A f(x) dx für alleMengen A ⊂ R, für die f1lA Riemann-integrierbar ist, mindestens aber für alle endli
henVereinigungen von Intervallen.

34.2 Übertragung der bisherigen ErgebnisseDie meisten allgemeinen Aussagen der voran gegangenen Kapitel über Wahrs
heinli
hkeiten,Erwartungswerte, Varianzen, Kovarianzen und Unabhängigkeit gelten analog au
h für Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿe bzw. Zufallsgröÿen mit Riemann-integrierbaren Di
hten, und die Beweiselaufen analog. In den meisten Fällen genügt es, die auftretenden Summen über x ∈ X(Ω) dur
hdie entspre
henden Integrale ∫
R
. . . dx und den Term P(X = x) dur
h die Di
hte f(x) zu er-setzen und die Spre
hweise anzupassen. Ausdrü
ke, die explizit den Wahrs
heinli
hkeitsraum Ωinvolvieren, müssen wir auÿen vor lassen.



4.2. ÜBERTRAGUNG DER BISHERIGEN ERGEBNISSE 43Da das Riemann-Integral allerdings (anders als das Lebesgue-Integral) keine abzählbarenAdditivitätseigens
haften aufweist1, können also diejenigen Eigens
haften, die auf der zweitenAussage in den Kolmogorovs
hen Axiomen in Bemerkung 1.1.3 beruhen, ni
ht gefolgert werdenund müssen dur
h die entspre
hende endli
he Additivität ersetzt werden.Im Einzelnen gilt Folgendes.Grundbegri�eDie Re
henregeln für Wahrs
heinli
hkeiten in Lemma 1.1.4(a)-(
) gelten wörtli
h au
h für Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿe P mit Di
hten, aber die Aussagen in (d) und (e) müssen auf endli
he Familienvon Ereignissen einges
hränkt werden. Die bedingte Wahrs
heinli
hkeit wird wie in De�niti-on 2.1.2 de�niert, und ihre Eigens
haften in Lemma 2.1.4 (allerdings nur für endli
he Familienvon Ereignissen) und die Multiplikationsformel in Lemma 2.1.6 gelten ebenso für Wahrs
hein-li
hkeiten mit Di
hten.Gemeinsame Verteilungen und Randdi
htenDe�nition 4.2.1 (gemeinsame Verteilungsfunktion und Di
hte). Die gemeinsame Verteilungs-funktion von Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn, also die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X =
(X1, . . . ,Xn), ist de�niert dur
h

FX(t1, . . . , tn) = P
(
X1 ≤ t1, . . . ,Xn ≤ tn

)

= P ◦X−1
(
(−∞, t1] × · · · × (−∞, tn]

)
, t1, . . . , tn ∈ R.Wir sagen, X1, . . . ,Xn haben eine gemeinsame Di
hte f : Rn → [0,∞) (oder der Zufallsvektor

X = (X1, . . . ,Xn) habe eine Di
hte f), falls gilt
P(X ∈ A) = P ◦X−1(A) =

∫

A
f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxnfür alle A ⊂ Rn, für die die Abbildung f1lA Riemann-integrierbar ist.Bemerkung 4.2.2. (a) Wenn X1, . . . ,Xn die Verteilungsfunktion FX hat, so hat jedes Xi dieVerteilungsfunktion

FXi(ti) = P(X1 <∞, . . . ,Xi−1 <∞,Xi ≤ ti,Xi+1 <∞, . . . ,Xn <∞)

= lim
t1,...,ti−1,ti+1,...,tn→∞

FX(t1, . . . , tn).(b) Wenn X1, . . . ,Xn eine gemeinsame Di
hte f haben, dann gilt insbesondere
FX(t1, . . . , tn) = P ◦X−1

( n∏

i=1

(−∞, ti]
)

=

∫
Qn

i=1(−∞,ti]
f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=

∫ tn

−∞
· · ·

∫ t1

−∞
f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn, t1, . . . , tn ∈ R.1Zum Beispiel ist für jedes x ∈ Q∩ [0, 1] die Abbildung 1l{x} Riemann-integrierbar, ni
ht aber ihre abzählbareSumme 1lQ∩[0,1].)



44 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEIT MIT DICHTEN(Der Satz von Fubini garantiert, dass der Wert dieses n-fa
hen Integrals ni
ht von der Rei-henfolge der Integration abhängt.) Insbesondere besitzen au
h die einzelnen Zufallsgröÿen
X1, . . . ,Xn jeweils eine Di
hte, und zwar erhält man eine Di
hte von Xi, indem man füber alle Werte, die die anderen Zufallsgröÿen annehmen können, integriert:

P(Xi ≤ ti) =

∫

Ri−1×(−∞,ti]×Rn−i

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=

∫

(−∞,ti]

(∫

Rn−1

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn

)
dxi.Der Ausdru
k in den Klammern als Funktion von xi nennt man die i-te Randdi
hte von f ;diese Funktion ist eine (eindimensionale) Di
hte von Xi. In analoger Weise kann man fürjeden Teilvektor von X = (X1, . . . ,Xn) eine Di
hte erhalten, indem man über alle Indi
es,die ni
ht in dem Vektor verwendet werden, ausintegriert.

3UnabhängigkeitFür die De�nition der Unabhängigkeit von Zufallsgröÿen adaptieren wir die Aussage von Lem-ma 3.2.2:De�nition 4.2.3 (Unabhängigkeit von Zufallsgröÿen). Es seien X1, . . . ,Xn beliebige Zufalls-gröÿen. Wir nennen X1, . . . ,Xn unabhängig, falls für alle t1, . . . , tn ∈ R gilt:
P(X1 ≤ t1, . . . ,Xn ≤ tn) =

n∏

i=1

P(Xi ≤ ti).Wie in Lemma 3.2.9 sind die Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn mit Di
hten genau dann unabhängig,wenn die Verteilung des Vektors X = (X1, . . . ,Xn) glei
h dem Produkt der Verteilungen der
X1, . . . ,Xn ist. Unabhängigkeit s
hlägt si
h au
h in der Produktstruktur der Di
hten nieder:Lemma 4.2.4. Es seien Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn mit Di
hten f1, . . . , fn : R → [0,∞) gegeben(wir setzen ni
ht voraus, dass eine gemeinsame Di
hte existiert). Dann sind X1, . . . ,Xn genaudann unabhängig, wenn eine gemeinsame Di
hte gegeben ist dur
h die Abbildung

(x1, . . . , xn) 7→
n∏

i=1

fi(xi), x1, . . . , xn ∈ R.Beweis. Übungsaufgabe.Erwartungswerte, Varianzen und KovarianzenErwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen von Zufallsgröÿen mit Di
hten werden analog zuden jeweils entspre
henden Begri�en für diskrete Zufallsgröÿen de�niert:



4.2. ÜBERTRAGUNG DER BISHERIGEN ERGEBNISSE 45De�nition 4.2.5 (Erwartungswert,Varianz). Es sei X eine Zufallsgröÿe mit Di
hte f .(a) Der Erwartungswert von X existiert genau dann (und wir s
hreiben dann X ∈ L1), wenndas Integral ∫
R
|x|f(x) dx konvergiert, und der Erwartungswert ist dann gegeben als

E(X) =

∫

R

xf(x) dx.(b) Wenn X ∈ L1, so heiÿt
V(X) =

∫

R

(x− E(X))2f(x) dx = E
(
(X − E(X))2

)die Varianz von X und S(X) =
√

V(X) die Standardabwei
hung von X.Die Eigens
haften des Erwartungswertes in Lemma 3.3.2 und die Formel für Erwartungs-werte von zusammengesetzen Zufallsgröÿen in Lemma 3.3.3 gelten wörtli
h bzw. analog; in Lem-ma 3.3.2(a) und Lemma 3.3.3 müssen die Summen dur
h Integrale ersetzt werden. Die Eigen-s
haften von Varianzen und Kovarianzen in Lemmas 3.4.4 und 3.5.2 sowie die Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung in Satz 3.5.6 gelten wörtli
h au
h für Zufallsvariable mit Di
hten.FaltungDen Begri� der Faltung in De�nition 3.6.1 überträgt man wie folgt auf Integrale: Die Faltungzweier integrierbarer Funktionen f, g : R → R ist de�niert als die Funktion f ⋆g : R → R, gegebendur
h
f ⋆ g(y) =

∫

R

f(x)g(y − x) dx, y ∈ R.Man kann lei
ht zeigen, dass f ⋆ g = g ⋆ f , und dass f ⋆ g absolut integrierbar ist, falls f und ges sind. Es gilt das Analogon zum Faltungssatz 3.6.2:Satz 4.2.6 (Faltungssatz). Für je zwei unabhängige Zufallsgröÿen X und Y mit Di
hten fbzw. g hat die Zufallsgröÿe X + Y die Di
hte f ⋆ g.Beweis. Na
h Lemma 4.2.4 hat (X,Y ) die Di
hte (x, y) 7→ f(x)g(y). Es sei z ∈ R und Az =
{(x, y) ∈ R2 : x+ y ≤ z}. Dann ist

P(X + Y ≤ z) = P
(
(X,Y ) ∈ Az

)
=

∫

Az

f(x)g(y) dxdy =

∫ ∞

−∞
dx f(x)

∫ z−x

−∞
dy g(y)

=

∫ ∞

−∞
dx f(x)

∫ z

−∞
dy g(y − x) =

∫ z

−∞
dy

(∫

R

dx g(y − x)f(x)
)

=

∫ z

−∞
dy f ⋆ g(y).Also ist f ⋆ g eine Di
hte von X + Y .



46 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEIT MIT DICHTEN4.3 BeispieleBeispiel 4.3.1 (Glei
hförmige Verteilung). Seien a, b ∈ R mit a < b, dann ist dur
h
f(t) =

1

b− a
1l[a,b](t), für t ∈ R,eine Di
hte auf R gegeben, die Di
hte der glei
hförmigen Verteilung auf [a, b]. Die zugehörigeVerteilungsfunktion F hat ein lineares Stü
k vom Wert Null bei a zum Wert Eins bei b. EineZufallsgröÿe X mit Di
hte f besitzt den Erwartungswert E(X) = a+b

2 und die Varianz V(X) =
1
12(b− a)2, wie man lei
ht ausre
hnet. Analog werden glei
hförmige Verteilungen auf beliebigenTeilmengen des Rd de�niert, deren Indikatorfunktion Riemann-integrierbar ist. 3Beispiel 4.3.2 (Exponentialverteilung). Wir de�nieren mit einem Parameter α ∈ (0,∞) dieDi
hte

f(t) = αe−αt1l[0,∞)(t), für t ∈ R,die die Di
hte der Exponentialverteilung zum Parameter α genannt wird. Die zugehörige Vertei-lungsfunktion ist gegeben dur
h F (t) = (1 − e−αt)1l[0,∞)(t), und den Erwartungswert erre
hnetman mit Hilfe einer partiellen Integration als
E(X) =

∫

R

tf(t) dt =

∫ ∞

0
tαe−αt dt = −te−αt

∣∣∣
∞

0
+

∫ ∞

0
e−αt dt =

1

α
.Mit einer weiteren partiellen Integration erre
hnet man lei
ht, dass die Varianz gegeben ist als

V(X) = 1/α2 (Übungsaufgabe).Die Exponentialverteilung ist das kontinuierli
he Gegenstü
k zur geometris
hen Verteilung.Insbesondere besitzt sie ebenfalls die Eigens
haft der Gedä
htnislosigkeit (siehe Lemma 3.1.6):Lemma 4.3.3 (Gedä
htnislosigkeit der Exponentialverteilung). Sei X eine exponentiell ver-teilte Zufallsvariable. Dann gilt für jede s, t > 0

P(X > s+ t | X > s) = P(X > t).Beweis. Übungsaufgabe.Die Interpretation ist analog zu der von Lemma 3.1.6: Wenn man auf das Eintreten einerexponentiell verteilten Zufallszeit wartet und sie bis zum Zeitpunkt s no
h ni
ht eingetreten ist,so ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass sie na
h weiteren t Zeiteinheiten eintritt, die glei
he, als wennman das Ni
hteintreten in den letzten s Zeiteinheiten ni
ht kennen würde. Weitere interessanteEigens
haften dieser Wartezeitverteilung treten bei der Behandlung des Poisson-Prozesses inAbs
hnitt 4.4 auf.Das Maximum unabhängiger glei
hförmig verteiler Zufallsgröÿen steht in einer interessantenBeziehung zur Exponentialverteilung (Beweis als Übungsaufgabe):Lemma 4.3.4. Es seien X1, . . . ,Xn unabhängige, auf dem Intervall [0, α] glei
hförmig verteilteZufallsgröÿen. Dann ist eine Di
hte der Zufallsgröÿe Mn = max{X1, . . . ,Xn} gegeben dur
h
x 7→ 1l[0,α](x)nα

−nxn−1, und ihr Erwartungswert ist E(Mn) = n
n+1α. Für n → ∞ konvergiertdie Verteilungsfunktion der Zufallsgröÿe Yn = n(α − Mn) gegen die Verteilungsfunktion derExponentialverteilung mit Parameter 1

α .
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3Beispiel 4.3.5 (Gamma-Verteilung). Mit zwei Parametern α > 0 und r > 0 de�nieren wir dieDi
hte γα,r : (0,∞) → [0,∞) dur
h

γα,r(t) =
αr

Γ(r)
tr−1e−αt1l[0,∞)(t),wobei Γ: (0,∞) → (0,∞) die bekannte Gamma-Funktion2 ist:

Γ(r) =

∫ ∞

0
yr−1e−y dy, r > 0.Mit Hilfe der Substitution αt = y sieht man lei
ht, dass γα,r eine Di
hte ist, die Di
hte derGamma-Verteilung mit Parametern α und r. Der Spezialfall r = 1 ist die Di
hte der Exponen-tialverteilung, siehe Beispiel 4.3.2. Die Gamma-Verteilung ist das kontinuierli
he Analogon zurnegativen Binomial-Verteilung (siehe Beispiel 3.6.4). Sie besitzt ein paar bemerkenswerte Bezie-hungen zur Exponential- und zur Poisson-Verteilung. Insbesondere stellt si
h heraus, dass dieFaltungsglei
hung γα,r1 ⋆ γα,r2 = γα,r1+r2 gilt, d. h., dass die Familie der Gamma-Verteilungeneine Faltungshalbgruppe bildet (siehe au
h Abs
hnitt 3.6):Lemma 4.3.6 (Gamma-, Exponential- und Poisson-Verteilung). Es sei α > 0.(i) Die Summe zweier unabhängiger Gamma-verteilter Zufallsgröÿen mit Parametern α und

r1 bzw. α und r2 ist Gamma-verteilt mit Parametern α und r1 + r2. Insbesondere ist für
k ∈ N die Gamma-Verteilung mit Parameter α und k identis
h mit der Verteilung derSumme von k unabhängigen, zum Parameter α exponentiell verteilten Zufallsgröÿen.(ii) Für ein t > 0 sei Nαt eine zum Parameter αt Poisson-verteilte Zufallsgröÿe und Xα,keine zum Parameter α und k ∈ N Gamma-verteilte Zufallsgröÿe. Dann gilt P(Nαt ≥ k) =
P(Xα,k ≤ t).Beweis. (i) Es genügt, die Glei
hung γα,r1 ⋆ γα,r2 = γα,r1+r2 zu beweisen: Für s > 0 gilt

γα,r1 ⋆ γα,r2(s) =

∫ s

0
γα,r1(t)γα,r2(s− t) dt

=
αr1

Γ(r1)

αr2

Γ(r2)
e−αs

∫ s

0
tr1−1(s− t)r2−1 dt

= γα,r1+r2(s)
Γ(r1 + r2)

Γ(r1)Γ(r2)

∫ 1

0
ur1−1(1 − u)r2−1 du,wobei wir die Substitution t/s = u benutzten. Das Integral auf der re
hten Seite ist bekannt alsdas Eulers
he Beta-Integral mit Parametern r1 und r2, und es ist bekannt, dass sein Wert glei
hdem Kehrwert des Bru
hes davor ist. Also ist die gesamte re
hte Seite glei
h γα,r1+r2(s), und dieAussage ist bewiesen.2Die Gamma-Funktion ist die einzige logarithmis
h konvexe Funktion f : (0,∞) → (0,∞) mit f(1) = 1, diedie Funktionalglei
hung Γ(r + 1) = rΓ(r) für jedes r > 0 erfüllt. Sie interpoliert also auf N die Fakultät, d. h.

f(k) = (k − 1)! für k ∈ N.
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P(Nαt ≥ k) = 1 − P(Nαt ≤ k − 1) = 1 − e−αt

k−1∑

n=0

(αt)n

n!

=

∫ t

0

αk

(k − 1)!
xk−1e−αx dx =

∫ t

0
γα,k(x) dx = P(Xα,k ≤ t),wobei der dritte S
hritt mit Hilfe einer Di�erenziation na
h t eingesehen wird. 3Beispiel 4.3.7 (Normal- oder Gauÿverteilung). Mit zwei Parametern µ ∈ R und σ ∈ (0,∞)de�nieren wir ϕµ,σ : R → (0,∞) dur
h

ϕµ,σ(t) =
1√

2πσ2
exp

(
−(t− µ)2

2σ2

)
, für t ∈ R.Wir benutzen nun einen kleinen Tri
k, um zu zeigen, dass ϕµ,σ tatsä
hli
h eine Wahrs
heinli
h-keitsdi
hte ist, d. h. dass ∫

R
ϕµ,σ(t) dt = 1. Zunä
hst bemerken wir, dass es genügt, dies nur für

µ = 0 und σ = 1 zu tun, denn das Integral erstre
kt si
h über die gesamte reelle A
hse und kannum µ vers
hoben werden, und eine Substitution t = t̃σ führt die Frage auf den Fall σ = 1 zurü
k.Wir werden zeigen, dass (∫

R

e−t2/2 dt
)2

= 2π,woraus die Behauptung folgt. Wir s
hreiben das Quadrat der Integrale als ein zweidimensiona-les Integral über x = (x1, x2) ∈ R2 (man bea
hte, dass x2
1 + x2

2 = ‖x‖2
2) und gehen über zuPolarkoordinaten:

(∫

R

e−t2/2 dt
)2

=

∫

R

e−x2
1/2 dx1

∫

R

e−x2
2/2 dx2 =

∫

R2

e−‖x‖2
2/2 dx =

∫ 2π

0

∫ ∞

0
re−r2/2 drdt.Der Lohn dieses Ansatzes ist, dass wir eine explizite Stammfunktion für den Integranden r 7→

re−r2/2 haben, und zwar r 7→ −e−r2/2. Daher ist das innere Integral o�ensi
htli
h glei
h Eins,und der gesamte Ausdru
k glei
h 2π, wie behauptet. Die Funktion ϕµ,σ ist also tatsä
hli
h eineWahrs
heinli
hkeitsdi
hte, und zwar die Di
hte der Normal- oder Gauÿverteilung. Auf den 10-DM-S
heinen, die bis Ende 2001 im Umlauf waren, war der Graf von ϕµ,σ abgebildet, man nenntihn die Gauÿs
he Glo
kenkurve.Für die zugehörige Verteilungsfunktion
Φµ,σ(x) =

1√
2πσ2

∫ x

−∞
exp

(
−(t− µ)2

2σ2

)
dtgibt es keinen ges
hlossenen Ausdru
k, aber Tabellen für viele ihrer Werte. Die Rolle der Para-meter µ und σ wird klar, wenn man den Erwartungswert und die Varianz ausre
hnet. Es sei Xeine Zufallsgröÿe mit Di
hte ϕµ,σ , dann gilt:

E(X) =

∫

R

tϕµ,σ(t) dt =
1√

2πσ2

∫

R

(t+ µ) exp
(
− t2

2σ2

)
dt

= µ+
1√

2πσ2

∫

R

t exp
(
− t2

2σ2

)
dt

= µ,



4.3. BEISPIELE 49denn die Funktion t 7→ te−t2/(2σ2) ist antisymmetris
h auf R, und da das Integral existiert (wieman lei
ht etwa mit Verglei
hskriterien sieht), ist sein Wert glei
h Null.Auÿerdem erre
hnet man die Varianz mit Hilfe einer Substitution und einer partiellen Inte-gration zu
V(X) =

∫

R

(t− E(X))2ϕµ,σ(t) dt =
1√

2πσ2

∫

R

(t− µ)2 exp
(
−(t− µ)2

2σ2

)
dt

=
σ2

√
2π

∫

R

s2e−s2/2 ds =
σ2

√
2π

[
−se−s2/2

∣∣∣
∞

−∞
+

∫

R

e−s2/2 ds
]

= σ2.Also ist µ der Erwartungswert und σ2 die Varianz der Normalverteilung mit Parametern µ und
σ. Man bezei
hnet diese Verteilung au
h oft mit N (µ, σ2). Im Fall µ = 0 und σ2 = 1 spre
henwir von der Standardnormalverteilung N (0, 1).Die Normalverteilung besitzt mehrere spezielle Eigens
haften und tritt in universeller Weiseauf als Grenzverteilung im sehr wi
htigen Zentralen Grenzwertsatz, siehe Satz 5.2.2. Wir wollenihre Faltungseigens
haft beweisen: Die Summe zweier unabhängiger normalverteilter Zufallsgrö-ÿen ist wiederum normalverteilt, und ihre ersten Parameter addieren si
h und die Quadrate derzweiten ebenfalls:Lemma 4.3.8 (Faltungseigens
haft der Normalverteilung). Für alle µ1, µ2 ∈ R und alle σ1, σ2 ∈
(0,∞) gilt

ϕµ1,σ1 ⋆ ϕµ2,σ2 = ϕµ1+µ2,σ, wobei σ2 = σ2
1 + σ2

2 .Beweis. Wir dürfen µ1 = µ2 = 0 annehmen. Sei t ∈ R. O�ensi
htli
h gilt
ϕ0,σ1 ⋆ ϕ0,σ2(t)

ϕ0,σ(t)
=

σ

σ1σ2

1√
2π

∫

R

exp
{ t2

2σ2
− s2

2σ2
1

− (t− s)2

2σ2
2

}
ds. (4.3.1)Eine langweilige, aber unkomplizierte Re
hnung identi�ziert den Term im Exponenten:

t2

2σ2
− s2

2σ2
1

− (t− s)2

2σ2
2

= −1

2

(
s
σ

σ1σ2
− t

σ

σ1

σ2

)2
.Nun benutzt man dies im Integral in (4.3.1) und substituiert den Term zwis
hen den Klammernim Integral. Also sieht man, dass die re
hte Seite glei
h Eins ist. 3Beispiel 4.3.9 (Mehrdimensionale Normalverteilung). Es seien X1, . . . ,Xn unabhängige, stan-dardnormalverteilte Zufallsgröÿen. Dann hat der Vektor X = (X1, . . . ,Xn)T die Di
hte

f(x) = f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑

i=1

x2
i

}
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.Wir nennen den Vektor X n-dimensional standardnormalverteilt. Wir gehen im Folgenden davonaus, dass X ein Spaltenvektor ist; mit XT bezei
hnen wir den Zeilenvektor (X1, . . . ,Xn).Sei nun A eine reguläre n × n-Matrix und µ ∈ Rn ein Vektor, sowie θ(x) = Ax+ µ für x ∈

Rn. Wir sagen, dass der Vektor Y = θ(X) = (Y1, . . . , Yn)T eine (allgemeine) Normalverteilung
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hte
g(y) = g(y1, . . . , yn) =

1

|det(C)|1/2(2π)n/2
exp

{
−1

2
(y − µ)TC−1(y − µ)

}
, y ∈ Rn,wobei C = AAT, und AT ist die Transponierte der Matrix A. Dass die Di
hte von Y = AX + µdiese Form haben muss, sieht man ein, indem man die lineare Substitution y = Ax + µ, also

x = A−1(y − µ), dur
hführt und bea
htet, dass gilt:
(y − µ)TC−1(y − µ) = (y − µ)T(AT)−1A−1(y − µ) = xTx =

n∑

i=1

x2
i .Aus der Theorie der mehrdimensionalen Integration ist bekannt, dass die Integrationsvariablender Regel dy = |detA|dx =

√
|detC|dx gehor
hen.Wir de�nieren Erwartungswerte von Zufallsvektoren komponentenweise, also ist E(Y ) =

(E(Y1), . . . ,E(Yn))T, und es ergibt si
h, dass E(Y ) = AE(X) + µ = µ ist. Ferner ist die Kovari-anzmatrix cov(Y, Y ) = (cov(Yi, Yj))i,j=1,...,n gegeben dur
h
cov(Yi, Yj) = E

(
(Yi − E(Yi))(Yj − E(Yj))

)
, i, j = 1, . . . , n.Sie erfüllt

cov(Y, Y ) = E
(
(Y − E(Y ))(Y − E(Y ))T

)
= E

(
(AX)(AX)T

)

= E(AXXTAT) = AE(XXT)AT = AAT

= C.Also ist (wie im eindimensionalen Fall) die Verteilung des normalverteilten Vektors Y festge-legt dur
h den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix. Man nennt Y die (n-dimensionale)Normalverteilung mit Kovarianzmatrix C und Erwartungswertvektor µ und s
hreibt au
h oft
Y ∼ N (µ,C). 3Beispiel 4.3.10 (Cau
hy-Verteilung). Die Di
hte der Cau
hy-Verteilung mit Parameter c ∈
(0,∞) ist gegeben dur
h

f(t) =
c

π

1

t2 + c2
, für t ∈ R.Die Verteilungsfunktion ist gegeben dur
h F (t) = 1

2 + 1
π arctan( t

c). Der Erwartungswert derCau
hy-Verteilung existiert ni
ht, da die Funktion t 7→ |t|
t2+1

ni
ht über R integrierbar ist. 34.4 Der Poisson-ProzessIn diesem Abs
hnitt diskutieren wir ein wi
htiges mathematis
hes Modell für das Eintreten ei-ner Folge von zufälligen Zeitpunkten. Dieses Modell wurde s
hon in Beispiel 1.3.6 angedeutet,do
h für eine befriedigende Behandlung ist eine Kenntnis der Exponential- und der Gamma-Verteilungen notwendig (siehe Beispiele 4.3.2 und 4.3.5). Wir werden zunä
hst den Poisson-Prozess axiomatis
h einführen und den Zusammenhang mit Poisson-verteilten Zufallsvariablendiskutieren. Dana
h geben wir eine Charakterisierung in Termen von exponentiellen Zufallsva-riablen. Die Existenz des Poisson-Prozesses können wir hier no
h ni
ht beweisen, und wir werdenau
h ni
ht alle Beweise ausformulieren.



4.4. DER POISSON-PROZESS 51Gegeben seien zufällige Zeitpunkte auf der positiven Zeita
hse (0,∞). Dies können Zeitpunk-te von Abfahrten von Bussen von einer Haltestelle sein oder von eingehenden Telefonanrufen odervieles Andere mehr. Für jedes endli
he halbo�ene Zeitintervall I = (a, b] mit 0 ≤ a < b < ∞(für ein sol
hes Intervall werden wir im Folgenden nur kurz `Intervall' sagen) sei NI die Anzahlderjenigen zufälligen Zeitpunkte, die in das Intervall I fallen. Für die Kollektion der N0-wertigenZufallsgröÿen NI ma
hen wir folgende Annahmen:(P1) Die Verteilung von NI hängt nur von der Länge des Intervalls I ab.(P2) Wenn I1, . . . , Ik paarweise disjunkte Intervalle sind, dann sind NI1, . . . ,NIk
unabhängig.(P3) Für jedes Intervall I existiert E(NI).(P4) Es gibt ein Intervall I mit P(NI > 0) > 0.(P5) Es gilt limε↓0 ε−1P(N(0,ε] ≥ 2) = 0.Eine Kollektion von Zufallsgröÿen NI , die die Eigens
haften (P1)-(P5) erfüllen, nennen wireinen Poisson's
hen Punktprozess oder kurz einen Poisson-Prozess. Oft nennt man au
h den Pro-zess (N(0,t])t∈[0,∞) einen Poisson-Prozess. (P1) und (P2) sind starke Strukturannahmen, die diemathematis
he Behandlung vereinfa
hen bzw. ermögli
hen sollen. (P3) und (P4) s
hlieÿen uner-wüns
hte pathologis
he Fälle aus, und (P5) verhindert, dass si
h die Zeitpunkte zu stark häufenkönnen. Wir werden ni
ht beweisen, dass ein Poisson-Prozess existiert, sondern wir werden diesannehmen und diesen Prozess genauer untersu
hen. Es stellt si
h heraus, dass alle Zählvariablen

NI Poisson-verteilt sind, eine Tatsa
he, die den Namen erklärt:Lemma 4.4.1. Wenn (P1)-(P5) erfüllt sind, so existiert ein α > 0, sodass für alle t, s > 0 dieZufallsvariable N(t,t+s] Poisson-verteilt ist mit Parameter αs. Insbesondere ist E(NI) = α|I| fürjedes Intervall I.Beweis. Zunä
hst identi�zieren wir den Erwartungswert jedes NI , der ja na
h (P3) endli
h ist.Die Funktion α(t) = E(N(0,t]) erfüllt α(0) = 0 sowie
α(t+ s) = E(N(0,t] +N(t,t+s]) = E(N(0,t]) + E(N(0,s]) = α(t) + α(s),wobei wir im zweiten S
hritt (P1) benutzten. Mit Hilfe von ein wenig Maÿtheorie sieht man, dass

limt↓0 α(t) = 0, d. h. α(·) ist stetig in 0. Eine beliebte Übungsaufgabe aus der Analysis zeigt,dass es ein α ≥ 0 gibt mit α(t) = αt für jedes t ≥ 0. Wegen (P4) muss α > 0 sein.Nun beweisen wir die erste Aussage des Lemmas. Wegen (P1) rei
ht es, N(0,s] zu betra
hten.Wir zerlegen (0, s] in die Intervalle I(k)

j = ( s
k (j − 1), s

k j] mit j ∈ {1, . . . , k} und betra
hten dieZufallsvariable X(k)

j = N
I
(k)
j

. Dann gilt o�ensi
htli
h N(0,s] =
∑k

j=1X
(k)

j . Ferner approximierenwir X(k)

j mit der Indikatorvariable X(k)

j = 1l{X(k)

j > 0}, die registriert, ob das j-te Intervall
I(k)

j mindestens einen der zufälligen Punkte erhält oder ni
ht. Wegen (P2) in Kombination mitKorollar 3.2.12 sind die Variablen X (k)

1 , . . . ,X
(k)

k unabhängig, und wegen (P1) sind sie identis
hverteilt. Mit anderen Worten, sie sind Bernoulli-Variable mit Parameter pk = P(N(0,s/k] > 0).Nun de�nieren wir N (k)

(0,s] =
∑k

j=1X
(k)

j , dann ist N (k)

(0,s] eine binomialverteilte Zufallsvariablemit Parametern k und pk. Es gilt o�ensi
htli
h N (k)

(0,s] ≤ N(0,s].



52 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEIT MIT DICHTENWir benutzen nun (P5), um zu zeigen, dass für groÿe k die Variablen N (k)

(0,s] und N(0,s] sehrnahe bei einander liegen, d. h. dass gilt:
lim

k→∞
P(N

(k)

(0,s] = m) = P(N(0,s] = m), m ∈ N0. (4.4.1)Dies sieht man ein, indem man abs
hätzt:
P(N

(k)

(0,s] 6= N(0,s]) = P(N
(k)

(0,s] < N(0,s]) ≤
k∑

j=1

P(X(k)

j ≥ 2) = kP(N(0,s/k] ≥ 2),und dies konvergiert gegen Null für k → ∞ wegen (P5). Da |P(N
(k)

(0,s] = m) − P(N(0,s] = m)| ≤
2P(N

(k)

(0,s] 6= N(0,s]), folgt (4.4.1).Mit Hilfe von (4.4.1) zeigt man nun, dass limk→∞ kpk = αs ist: Wir haben
lim

k→∞
kpk = lim

k→∞
E(N

(k)

(0,s]) = lim
k→∞

∞∑

l=1

P(N
(k)

(0,s] ≥ l) =

∞∑

l=1

P(N(0,s] ≥ l) = E(N(0,s]) = αs,wobei wir im zweiten und im vorletzten S
hritt Lemma 3.3.8 benutzten und im dritten eine allge-meine Tatsa
he über Reihen (wie im Beweis von (4.4.1) zeigt man nämli
h, dass limk→∞ P(N
(k)

(0,s] ≥
l) = P(N(0,s] ≥ l) für jedes l ∈ N0 gilt). Also kann man den Poisson's
hen Grenzwertsatz(Satz 1.3.7) anwenden und erhält

lim
k→∞

P(N
(k)

(0,s] = m) = lim
k→∞

Bik,pk
(m) = Poαs(m), m ∈ N0.D. h., die Zufallsvariable N (k)

(0,s] ist asymptotis
h Poisson-verteilt mit Parameter αs. Da dieseGrenzverteilung mit der Verteilung von N(0,s] übereinstimmt, ist der Beweis beendet.Wir nähern uns nun einem anderen Zugang zum Poisson-Prozess. Ausgangspunkt der Über-legung ist folgende Kombination der beiden Beoba
htungen von Lemma 4.3.6: Die Wahrs
hein-li
hkeit, dass im Intervall (0, t] mindestens k Punkte liegen (dies ist glei
h P(N(0,t] ≥ k), und
N(0,t] ist na
h Lemma 4.4.1 Poisson-verteilt mit Parameter αt), ist für jedes k ∈ N0 gegebendur
h P(

∑k
i=1 τi ≤ t), wobei τ1, τ2, . . . eine Folge unabhängiger, zum Parameter α exponentiellverteilten Zufallsgröÿen ist (denn ∑k

i=1 τi ist Gamma-verteilt mit Parametern α und k). Dieslegt den S
hluss nahe, dass die Zufallszeiten τi eine Interpretation als die Wartezeiten zwis
hendem Eintre�en des (i − 1)-ten und i-ten zufälligen Zeitpunktes zulassen, und genau das ist derFall:Satz 4.4.2. Es sei (τi)i∈N eine Folge unabhängiger, zum Parameter α exponentiell verteiltenZufallsgröÿen. Wir de�nieren Tk =
∑k

i=1 τi für k ∈ N. Für jedes endli
he halbo�ene Intervall
I de�nieren wir NI = |{k ∈ N : Tk ∈ I}| als die Zahl der Tk, die in I fallen. Dann erfüllt dieKollektion der Zufallsgröÿen NI die Bedingungen (P1)-(P5).Beweisskizze. Wir werden ni
ht die volle Aussage beweisen; der vollständige Beweis des Satzesist komplizierter, aber analog. Wir zeigen nur die Aussage: Für jedes 0 < s < t sind N(0,s] und
N(s,t] unabhängige, zu den Parametern αs bzw. α(t− s) Poisson-verteilte Zufallsgröÿen, d. h.

P(N(0,s] = k,N(s,t] = l) = Poαs(k)Poα(t−s)(l) = e−αtαk+l s
k

k!

(t− s)l

l!
, k, l ∈ N0. (4.4.2)



4.4. DER POISSON-PROZESS 53Zunä
hst sieht man, dass {N(0,s] = k,N(s,t] = l} = {Tk ≤ s < Tk+1, Tk+l ≤ t < Tk+l+1}.Das betra
htete Ereignis lässt si
h also mit Hilfe der τi ausdrü
ken als das Ereignis, dass derZufallsvektor (τ1, . . . , τk+l+1) in der Menge
A =

{
x ∈ [0,∞)k+l+1 : Sk(x) ≤ s < Sk+1(x), Sk+l(x) ≤ t < Sk+l+1(x)

}liegt (wobei wir Sn(x) = x1 + · · · + xn setzten):
{N(0,s] = k,N(s,t] = l} =

{
(τ1, . . . , τk+l+1) ∈ A

}
.Na
h Lemma 4.2.4 ist eine Di
hte des Zufallsvektors (τ1, . . . , τk+l+1) gegeben dur
h

x = (x1, . . . , xk+l+1) 7→ 1l[0,∞)k+l+1(x)αk+l+1e−αSk+l+1(x).Wir zeigen nun die Glei
hung (4.4.2) für l ≥ 1 (der Fall l = 0 ist analog). Es gilt
P(N(0,s] = k,N(s,t] = l) = P

(
(τ1, . . . , τk+l+1) ∈ A

)
=

∫

A
dxαk+l+1e−αSk+l+1(x)

= αk+l

∫ ∞

0
· · ·

∫ ∞

0
dx1 . . . dxk+l+1 αe

−αSk+l+1(x)

× 1l{Sk(x) ≤ s < Sk+1(x), Sk+l(x) ≤ t < Sk+l+1(x)}.Wir integrieren nun s
hrittweise von innen na
h auÿen. Zuerst halten wir x1, . . . , xk+l fest undsubstituieren z = Sk+l+1(x):
∫ ∞

0
dxk+l+1 αe

−αSk+l+1(x)1l{t < Sk+l+1(x)} =

∫ ∞

t
dz αe−αz = e−αt.Nun halten wir x1, . . . , xk fest und substituieren y1 = Sk+1(x) − s, y2 = xk+2, . . . , yl = xk+l:

∫ ∞

0
· · ·

∫ ∞

0
dxk+1 . . . dxk+l 1l{s < Sk+1(x), Sk+l(x) ≤ t}

=

∫ ∞

0
· · ·

∫ ∞

0
dy1 . . . dyl 1l{y1 + · · · + yl ≤ t− s} =

(t− s)l

l!
,wobei wir eine Induktion über l benutzten. Die restli
hen k Integrale behandeln wir genauso underhalten ∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
dx1 . . . dxk 1l{Sk(x) ≤ s} =

sk

k!
.Wenn man dies alles zusammensetzt, ergibt si
h die Behauptung.Die Konstruktion des Poisson-Prozesses, die dur
h Satz 4.4.2 gegeben wird, hängt für unsin der Luft, da wir no
h ni
ht unendli
h viele unabhängige Zufallsgröÿen mathematis
h korrektkonstruieren können. Aber wir haben den Poisson-Prozess sehr befriedigend 
harakterisiert: Wirkönnen ihn uns vorstellen als der Prozess von Zeitpunkten, zwis
hen denen unabhängige exponen-tielle Wartezeiten mit Parameter α vergehen. Mehr no
h, die folgenden drei Charakterisierungensind zueinander äquivalent:1. Die N0-wertigen Zufallsgröÿen NI erfüllen (P1)�(P5).2. Die Zeitdi�erenzen τi zwis
hen dem (i − 1)-ten und i-ten der zufälligen Zeitpunkte sindunabhängige, zu einem gemeinsamen Parameter α exponentiell verteilte Zufallsgröÿen.



54 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEIT MIT DICHTEN3. Mit einem geeigneten Parameter α ist für jedes Intervall I die Zufallsgröÿe NI zum Para-meter α|I| Poisson-verteilt, und bei paarweiser Disjunktheit der Intervalle I1, . . . , Ik sind
NI1, . . . , NIk

unabhängig.Die Äquivalenz dieser drei Aussagen zu beweisen, ist eine (anspru
hsvolle) Übungsaufgabe, wobeiwesentli
he Teile in Lemma 4.4.1 und Satz 4.4.2 enthalten sind. Im Folgenden werden wir dieÄquivalenz benutzen.Zum S
hluss betra
hten wir no
h ein kleines Kuriosum, das Wartezeitparadox. Wenn maneinen Poisson-Prozess als Modell für Zeitpunkte, an denen Busse von einer Haltestelle abfahren,verwendet, stellt man si
h viellei
ht folgende Frage: Wenn i
h zum (festen) Zeitpunkt t > 0 an derHaltestelle ankomme und ni
ht weiÿ, wann der letzte Bus abgefahren ist, was ist die Verteilungder Wartezeit auf den nä
hsten Bus? Ist die erwartete Wartezeit viellei
ht kürzer als 1/α? Undwie steht es um die Zeit, die seit der Abfahrt des letzten Busses bis jetzt (also den Zeitpunkt
t) vergangen ist? Hat die Summe dieser zwei Zeiten den Erwartungswert 1/α? Die Antwort istein wenig überras
hend und folgt im nä
hsten Lemma. Wir nehmen an, dass Nt = N(0,t], wobei
(NI)I ein wie im Satz 4.4.2 konstruierter Poisson-Prozess ist. Ferner de�nieren wir für t > 0

Wt = −t+ min{Tk : k ∈ N, Tk > t} Vt = t− max{Tk : k ∈ N, Tk ≤ t},wobei wir max ∅ = 0 setzen. In Worten: Wt ist die Wartezeit ab t bis zur Abfahrt des nä
hstenBusses, und Vt ist die Zeitdi�erenz zwis
hen der letzten Abfahrt vor dem Zeitpunkt t und t.Lemma 4.4.3 (Wartezeitparadox). Für jedes t > 0 istWt zum Parameter α exponentialverteilt,und Vt hat die Verteilung von min{Wt, t}. Insbesondere gelten E(Wt) = 1/α und E(Vt) =
1
α(1 − e−αt). Die Zufallszeiten Wt und Vt sind unabhängig.Beweis. Das Ereignis {Wt > s} ist identis
h mit dem Ereignis, dass zwis
hen den Zeitpunkten
t und t+ s keines der Tk eintri�t. Also gilt P(Wt > s) = P(N(t,t+s] = 0) = Poαs(0) = e−αs. Dieszeigt die erste Aussage.Das Ereignis {Vt > s} ist für s < t identis
h mit dem Ereignis, dass zwis
hen den Zeitpunkten
t−s und t keines der Tk eintri�t. Analog zu dem Obigen erhält man, dass P(Vt > s) = P(N(t−s,t] =
0) = e−αs für s < t. Für s ≥ t ist {Vt > s} = ∅, also P(Vt > s) = 0. Setzt man diese zweiTeilaussagen zusammen, erhält man die zweite Aussage des Lemmas.Die Bere
hnung des Erwartungswertes von min{Wt, t} ist eine Übungsaufgabe. Die Unab-hängigkeit der Zufallszeiten Wt und Vt ist eine einfa
he Konsequenz von Satz 4.4.2, denn Wt und
Vt hängen nur von der Zahl der Tk in (t,∞) bzw. in (0, t] ab, und diese Anzahlen sind na
h (P2)unabhängig (siehe Korollar 3.2.12).Die Wartezeit zwis
hen der Abfahrt des letzten Busses vor dem Zeitpunkt t und des nä
hstenna
h t hat also ni
ht die Verteilung irgendeiner der Wartezeiten τi. Tatsä
hli
h ist ihr Erwar-tungswert gröÿer und tendiert für groÿe t gegen das Zweifa
he des Erwartungswertes von τi. DasPhänomen, dass dieses beoba
htete der zufälligen Zeitintervalle gröÿer ist als jedes der anderen,liegt ni
ht an der exponentiellen Verteilung, sondern an der einfa
hen Überlegung, dass gröÿe-re sol
he Intervalle natürli
h au
h mit einer höheren Wahrs
heinli
hkeit `erwis
ht' werden alskleinere.



Kapitel 5GrenzwertsätzeIn diesem Kapitel behandeln wir die zwei wi
htigsten Grenzwertsätze für Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen: das Gesetz der Groÿen Zahlen und den Zentralen Grenzwertsatz, zumindest fürwi
htige Spezialfälle. Beide Sätze ma
hen asymptotis
he Aussagen über sehr oft wiederholte un-abhängige identis
h verteilte Zufallsexperimente: Das Gesetz der Groÿen Zahlen formuliert, dassder Dur
hs
hnitt der dabei auftretenden Ergebnisse si
h in gewissem Sinne dem erwarteten Werteines dieser Experimente annähert, und der Zentrale Grenzwertsatz ma
ht eine feinere Aussageüber die Fluktuationen um diesen asymptotis
hen Wert.Unter einer Zufallsgröÿe verstehen wir in diesem Kapitel eine diskrete im Sinne der De�ni-tion 3.1.1 oder eine stetige im Sinne von Abs
hnitt 4.1.5.1 Das Gesetz der Groÿen ZahlenWir beginnen mit zwei einfa
hen, aber wi
htigen allgemeinen Unglei
hungen für die Wahrs
hein-li
hkeit von Abwei
hungen einer Zufallsgröÿe von Null bzw. von ihrem Erwartungswert. Wirerinnern daran, dass der Erwartungswert einer ni
ht negativen Zufallsgröÿe immer de�niert ist,aber eventuell glei
h ∞ ist.Satz 5.1.1 (Markov-Unglei
hung). Es sei X eine Zufallsgröÿe und ϕ : (0,∞) → (0,∞) einemonoton wa
hsende Funktion. Dann gilt für jedes ε > 0

P(|X| ≥ ε) ≤ E(ϕ ◦ |X|)
ϕ(ε)

.Beweis. Auf der Menge {|X| ≥ ε} = {ω ∈ Ω: |X(ω)| ≥ ε} gilt wegen der Monotonie von ϕ,dass ϕ(ε) ≤ ϕ(|X(ω)|). Also gilt die Abs
hätzung
1l{|X|≥ε} ≤

ϕ ◦ |X|
ϕ(ε)

.Nun bildet man auf beiden Seiten den Erwartungswert und erhält die behauptete Unglei
hung.55



56 KAPITEL 5. GRENZWERTSÄTZEIndem man die Markov-Unglei
hung auf die Zufallsvariable X−E(X) statt X und ϕ(x) = x2anwendet, erhält man die sehr nützli
he folgende Unglei
hung:Korollar 5.1.2 (Ts
hebys
he�-Unglei
hung). Für jede Zufallsgröÿe X ∈ L2 und jedes ε > 0gilt
P(|X − E(X)| ≥ ε) ≤ V(X)

ε2
.Die Ts
hebys
he�-Unglei
hung kann im Allgemeinen ni
ht verbessert werden, wie das fol-gende Beispiel zeigt. Man betra
hte eine Zufallsvariable X, die die Werte ε, 0 und −ε annimmtmit den Wahrs
heinli
hkeiten (2ε2)−1, 1− ε−2 und (2ε2)−1. Dann sind E(X) = 0 und V(X) = 1,und es gilt Glei
hheit in der Ts
hebys
he�s
hen Unglei
hung.Der Wert der Ts
hebys
he�-Unglei
hung liegt in ihrer einfa
hen Handhabbarkeit und univer-sellen Anwendbarkeit, sie gibt einen re
ht guten Eindru
k von der Gröÿenordnung der betra
h-teten Wahrs
heinli
hkeit. Sie ist immerhin gut genug, um einen kurzen Beweis des zentralenErgebnisses dieses Abs
hnittes zu ermögli
hen (siehe Satz 5.1.4).Wir kommen nun zum Gesetz der Groÿen Zahlen. Wie so oft betra
hten wir eine oftmaligeWiederholung eines zufälligen Experiments, bei dem jeweils ein zufälliges Ergebnis erzielt wird,das man mit einer Zufallsgröÿe angeben kann. Sei also Xi ∈ R das Ergebnis der i-ten Ausführung.Wir nehmen an, dass jede Zufallsgröÿe Xi den glei
hen Erwartungswert E = E(X1) = E(X2) =

. . . besitzt. Die Intuition sagt, dass die Folge der Mittelwerte 1
nSn = 1

n(X1 + · · · +Xn) si
h fürgroÿe n der Zahl E annähern sollte. Do
h in wel
hen Sinn sollte das passieren? Eine Aussage wie`limn→∞ 1
nSn = E' können wir no
h ni
ht exakt behandeln, denn dazu müssten alle (unendli
hvielen) Zufallsgröÿen X1,X2, . . . glei
hzeitig de�niert sein.1 Wir werden die Annäherung von

1
nSn an E in der Form formulieren, dass die Wahrs
heinli
hkeit, dass 1

nSn von E einen gewissenpositiven Abstand hat, mit n→ ∞ gegen Null geht. Dies gibt Anlass zu einer De�nition:De�nition 5.1.3 (Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit). Wir sagen, eine Folge (Yn)n∈N von Zu-fallsgröÿen konvergiert in Wahrs
heinli
hkeit oder konvergiert sto
hastis
h gegen eine Zufalls-gröÿe Y , falls für jedes ε > 0 gilt:
lim

n→∞
P(|Yn − Y | > ε) = 0.In diesem Fall s
hreiben wir au
h Yn

P→ Y .Es ist klar, dass Yn
P→ Y genau dann gilt, wenn Yn − Y

P→ 0. Man bea
hte, dass dieKonvergenz in Wahrs
heinli
hkeit ni
ht von den Zufallsgröÿen abhängt, sondern nur von ihrerVerteilung. Insbesondere müssen für diesen Konvergenzbegri� ni
ht unendli
h viele Zufallsgröÿenauf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum de�niert werden, sondern jeweils nur eine einzige, nämli
h
Yn − Y , dies allerdings für jedes n ∈ N.Der Begri� der Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit ist tatsä
hli
h ein sehr geeigneter für dieoben gestellte Frage na
h einer sinnvollen Formulierung der Annäherung von 1

nSn an E. Wir1Tatsä
hli
h kann man diese Aussage (unter Zuhilfenahme von Maÿtheorie) präzisieren und unter geeignetenVoraussetzungen beweisen; siehe später. Eine sol
he Aussage nennt man das Starke Gesetz der Groÿen Zahlen.



5.1. DAS GESETZ DER GROßEN ZAHLEN 57erinnern daran (siehe Abs
hnitt 3.5), dass zwei Zufallsvariable X und Y unkorreliert heiÿen,wenn E(XY ) = E(X)E(Y ).Satz 5.1.4 (S
hwa
hes Gesetz der Groÿen Zahlen). Für jedes n ∈ N seien paarweise unkorre-lierte Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn gegeben, die alle den glei
hen Erwartungswert E ∈ R und dieglei
he Varianz V < ∞ besitzen. Sei 1
nSn = 1

n(X1 + · · · + Xn) der Mittelwert. Dann gilt fürjedes ε > 0:
lim

n→∞
P(| 1nSn −E| > ε) = 0,d. h., 1

nSn konvergiert in Wahrs
heinli
hkeit gegen E.Beweis. Auf Grund der Linearität des Erwartungswerts ist E( 1
nSn) = E, und auf Grund derpaarweisen Unkorreliertheit ist

V( 1
nSn) = 1

n2 V(X1 + · · · +Xn) = 1
n2nV(X1) = 1

nV ; (5.1.1)siehe den Satz von Bienaymé, Korollar 3.5.3. Also liefert eine Anwendung der Ts
hebys
he�-Unglei
hung:
P(| 1nSn − E| > ε) = P(| 1nSn − E( 1

nSn)| > ε) ≤ V( 1
nSn)

ε2
=

1

n

V

ε2
,und dies konvergiert gegen Null für n→ ∞.Insbesondere gilt das Gesetz der Groÿen Zahlen also au
h für unabhängige identis
h ver-teilte Zufallsgröÿen mit existierenden Varianzen. Natürli
h gibt es weit stärkere Versionen desGesetzes der Groÿen Zahlen in der Literatur, aber darum kümmern wir uns hier ni
ht. Der Mit-telwert 1

nSn der n Ausführungen der Experimente liegt also in der Nähe des Erwartungswerteseiner einzelnen Ausführung in dem Sinne, dass Abwei
hungen einer gegebenen positiven Gröÿeeine vers
hwindende Wahrs
heinli
hkeit haben. Man bea
hte aber, dass im Allgemeinen ni
ht
limn→∞ P( 1

nSn 6= E) = 0 gilt.Unter gewissen zusätzli
hen Integrierbarkeitsannahmen kann man sogar erhalten, dass dieGes
hwindigkeit der Konvergenz im Gesetz der Groÿen Zahlen sogar exponentiell ist:Lemma 5.1.5 (Groÿe Abwei
hungen). Für jedes n ∈ N seien X1, . . . ,Xn unabhängige, identis
hverteilte Zufallsvariablen. Es existiere ein α > 0, so dass E(eα|X1|) < ∞. Wir de�nieren wieder
E = E(X1) und Sn = X1 + · · · +Xn. Dann existiert für jedes ε > 0 ein C > 0 (das von ε undvon α abhängt), so dass

P(| 1nSn − E| > ε) ≤ e−Cn, n ∈ N.Beweis. Wir dürfen voraus setzen, dass E = E(X1) = 0. Wir werden nur zeigen, dass P( 1
nSn >

ε) ≤ e−Cn für alle n ∈ N und ein geeignetes C. Der Beweis der anderen Hälfte der Aussage,
P( 1

nSn < −ε) ≤ e−Cn, läuft analog, und dann folgt die Aussage des Lemmas mit einem eventuellanderen Wert von C > 0.Wir �xieren ein β ∈ (0, α/2) und benutzen die Markov-Unglei
hung (siehe Satz 5.1.1) fürdie Abbildung ϕ(x) = eβx wie folgt:
P( 1

nSn > ε) = P(X1 + · · · +Xn > εn) = P
(
eβ(X1+···+Xn) > eβεn

)
≤ E

(
eβ(X1+···+Xn)

)
e−βεn.



58 KAPITEL 5. GRENZWERTSÄTZEDen auftretenden Erwartungswert kann man mit Hilfe der Unabhängigkeit von eβX1 , . . . , eβXn(siehe Korollar 3.2.12) und Lemma 3.3.2(d) bere
hnen zu
E

(
eβ(X1+···+Xn)

)
= E(eβX1)n.Auf Grund unserer Integrierbarkeitsvoraussetzung und wegen β < α ist diese obere S
hrankeendli
h. Wenn wir sie oben einsetzen, erhalten wir die Abs
hätzung

P( 1
nSn > ε) ≤ exp

{
−n

[
βε− log E(eβX1)

]}
. (5.1.2)Nun zeigen wir, dass für genügend kleines β > 0 der Term in [. . . ] in (5.1.2) positiv ist. Wirs
hreiben nun X statt X1. Für jedes β ∈ (0, α

2 ) ist eβX = 1 + βX + β2Yβ mit
Yβ = X2

∞∑

k=2

(βX)k−2

k!
.Um zu sehen, dass supβ∈(0,α/2) |Yβ| integrierbar ist, s
hätzen wir ab mit Hilfe eines R > 0, dasso groÿ (nur abhängig von α) ist, dass x2 ≤ e

α
2
|x| für jedes x ∈ R mit |x| > R gilt:

Yβ ≤ X2eβ|X| ≤ X2e
α
2
|X| ≤ 1l{|X|≤R}R

2e
α
2

R + 1l{|X|>R}e
α|X| ≤ R2e

α
2

R + eα|X|.Also ist supβ∈(0,α/2) |Yβ | integrierbar, und wir erhalten
E(eβX) = 1 + βE(X) + β2E(Yβ) = 1 + O(β2)für β ↓ 0. Nun ist lei
ht zu sehen, dass für genügend kleines β > 0 der Term in [. . . ] in (5.1.2)positiv ist, und dies beendet den Beweis.5.2 Der Zentrale GrenzwertsatzWir gehen zurü
k zu der im vorigen Abs
hnitt bes
hriebenen Situation von oftmaligen Ausfüh-rungen eines Zufallsexperiments und fragen uns: Wenn also 1

nSn−E gegen Null geht, mit wel
herRate passiert denn das?2 Ist diese Gröÿe typis
herweise von der Ordnung n−1 oder 1/ log n oder
e−n oder von wel
her sonst? Eine grobe Antwort wird gegeben dur
h eine etwas tri
krei
hereAnwendung der Ts
hebys
he�s
hen Unglei
hung, als dies im Beweis des Gesetzes der GroÿenZahlen ges
hehen ist: Sie liefert für jedes α > 0 die Abs
hätzung

P
(
nα| 1nSn − E| > ε) ≤ n2α−1 V

ε2
,und dies konvergiert für jedes α < 1

2 gegen Null. Dies legt die Vermutung nahe, dass 1
nSn − Evon der Gröÿenordnung n−1/2 sein sollte und dass die `aufgeblähte' Zufallsvariable √n( 1
nSn−E)gegen etwas Ni
httriviales konvergieren könnte. Dies stellt si
h au
h als korrekt heraus, wie wirim folgenden Satz 5.2.2 sehen werden. Tatsä
hli
h kommt sogar in einer Vielzahl von Fällenimmer die selbe Grenzverteilung heraus, und zwar die Normalverteilung (siehe Beispiel 4.3.7).Der Sinn, in dem die Konvergenz statt�ndet, ist der folgende.2Man bea
hte, dass diese Frage sehr vers
hieden ist von der Frage, mit wel
her Rate die Wahrs
heinli
hkeit

P(| 1
n
Sn − E| ≥ ε) gegen Null geht.



5.2. DER ZENTRALE GRENZWERTSATZ 59De�nition 5.2.1 (S
hwa
he Konvergenz). Es seien Zufallsgröÿen X und X1,X2, . . . gegebenmit Verteilungsfunktionen F bzw. F1, F2, . . . . Wir sagen, dass Xn in Verteilung oder s
hwa
hgegen X konvergiert, ges
hrieben Xn
w→ X, falls für jedes t ∈ R, in dem F stetig ist, gilt
lim

n→∞
Fn(t) = F (t).Die Notation Xn

w→ X lehnt si
h an dem englis
hen Ausdru
k `weak 
onvergen
e' für s
hwa-
he Konvergenz an. Natürli
h konvergiert Xn genau dann s
hwa
h gegenX, wennXn−X s
hwa
hgegen Null konvergiert. Wie beim Begri� der Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit im vorigen Ab-s
hnitt brau
ht man streng genommen keine Zufallsgröÿen, um die Konvergenz zu formulieren,sondern nur deren Verteilungen, und zwar nur die von Xn −X für jedes n ∈ N. Man kann lei
htzeigen, dass Xn
w→ X genau dann gilt, wenn für alle a < b, so dass die Verteilungsfunktion von

X in a und in b stetig ist, gilt
lim

n→∞
P(Xn ∈ [a, b]) = P(X ∈ [a, b]).Wir formulieren nun das zentrale Ergebnis dieses Abs
hnitts, das wir hier allerdings nur ineinem Spezialfall beweisen werden, siehe Satz 5.2.5.Satz 5.2.2 (Zentraler Grenzwertsatz). Für jedes n ∈ N seien unabhängige und identis
h ver-teilte Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn gegeben, die alle den glei
hen Erwartungswert E und die glei
heVarianz V besitzen. Sei 1

nSn = 1
n(X1 + . . . ,Xn) der Mittelwert. Dann gilt für jedes t ∈ R

lim
n→∞

P
(√

n

V

( 1

n
Sn − E

)
≤ t

)
=

1√
2π

∫ t

−∞
e−

x2

2 dx. (5.2.1)Mit anderen Worten, √
n
V ( 1

nSn − E) konvergiert s
hwa
h gegen eine standardnormalverteilteZufallsgröÿe: √
n

V

( 1

n
Sn −E

)
w→ N (0, 1).Beweis. Siehe Abs
hnitt 8.3.Man bea
hte, dass √

n

V

( 1

n
Sn − E

)
=

1√
n

n∑

i=1

Xi − E(Xi)√
V(Xi)

,glei
h 1/
√
n Mal eine Summe von n unabhängigen, identis
h verteilten standardisierten Zufalls-gröÿen ist, wobei eine Zufallsgröÿe mit Erwartungswert Null und Varianz Eins standardisiertgenannt wird. Der Zentrale Grenzwertsatz sagt also in Kürze:

X1, . . . ,Xn u.i.v. und standardisiert =⇒ 1√
n

(X1 + · · · +Xn)
w→ N (0, 1).Bemerkung 5.2.3 (ZGWS =⇒ GGZ). Die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes (ZGWS)ist stärker als die des S
hwa
hen Gesetzes der Groÿen Zahlen (GGZ). Dies ist überhaupt ni
ht



60 KAPITEL 5. GRENZWERTSÄTZEverwunderli
h, wenn man si
h klar ma
ht, dass im ZGWS die Konvergenz von Sn/
√
n behauptetwird (in wel
hem Sinn au
h immer) und im GGZ die Konvergenz von Sn/n gegen Null (wir habenuns o.b.d.A. auf standardisierte Gröÿen bes
hränkt, also E = 0 und V = 1 vorausgesetzt). Hierist ein Beweis: Sei also die Gültigkeit der Aussage des Satzes 5.2.2 vorausgesetzt, und wir wollenzeigen, dass daraus das S
hwa
he Gesetz der Groÿen Zahlen folgt. Sei also ein ε > 0 gegeben.Für jedes C > 0 und alle genügend groÿen n gilt ε > C/

√
n, also ist das Ereignis {| 1nSn| ≥ ε}enthalten in {| 1nSn| ≥ C/

√
n}. Daher haben wir

lim sup
n→∞

P
(∣∣∣ 1
n
Sn

∣∣∣ > ε
)
≤ lim

n→∞
P
(∣∣∣ 1
n
Sn

∣∣∣ > C√
n

)
= 2(1 − Φ(C)),und dies konvergiert für C → ∞ gegen Null. Also gilt die Aussage des S
hwa
hen Gesetzes derGroÿen Zahlen. 3Bemerkung 5.2.4 (Der Zentrale Grenzwertsatz als Fixpunktsatz). Es ist bemerkenswert, dassdie Grenzverteilung ni
ht abhängt von den Details der Verteilung der Xi und immer glei
h derNormalverteilung N (0, 1) ist. Ein wenig Plausibilität dafür kommt von der speziellen Eigens
haftder Normalverteilung in Lemma 4.3.8 her: Falls alle Xi exakt N (0, 1)-verteilt sind, so ist au
h√

n
V ( 1

nSn − E) = n−1/2
∑n

i=1Xi exakt N (0, 1)-verteilt. Dies heiÿt, dass die Normalverteilungein Fixpunkt ist unter der Abbildung, die eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung P abbildet auf dieVerteilung von 2−1/2 Mal die Summe zweier unabhängiger Zufallsgröÿen mit Verteilung P. InTermen der zugehörigen Di
hten ist dies die Abbildung ϕ 7→ ϕ ⋆ ϕ( · 2−1/2)2−1/2. Man kannzumindest die Teilfolge 2−n/2
∑2n

i=1Xi (wobei X1,X2, . . . standardisierte unabhängige identis
hverteilte Zufallsgröÿen im L2 sind) au�assen als die Iterationsfolge unter der oben bes
hriebenenAbbildung. Da die Standardnormalverteilung ein Fixpunkt dieser Abbildung ist, ist es zumindestni
ht unplausibel, dass ein `Fixpunktsatz' wie der Zentrale Grenzwertsatz gelten könnte. 3Hier kommt also der angekündigte Spezialfall von Satz 5.2.2 für Bernoulli-Zufallsgröÿen:Satz 5.2.5 (Satz von de Moivre-Lapla
e). Es seien X1, . . . ,Xn Bernoulli-Zufallsgröÿen mitParameter p ∈ (0, 1), d. h. Sn =
∑n

i=1Xi ist binomialverteilt mit Parametern n und p. Danngilt für alle a, b ∈ R mit a < b

lim
n→∞

P
(
a ≤ Sn − np√

np(1 − p)
≤ b

)
=

1√
2π

∫ b

a
e−

x2

2 dx.Beweis. Wir s
hreiben q statt 1 − p.Wir s
hreiben zunä
hst die betra
htete Wahrs
heinli
hkeit als eine Summe von Einzelwahr-s
heinli
hkeiten und skalieren diese Summe zu einem Integral, wobei wir die Rande�ekte bei aund bei b paus
hal mit o(1) für n→ ∞ bes
hreiben:
P
(
a ≤ Sn − np√

np(1 − p)
≤ b

)
=

≈np+b
√

npq∑

k≈np+a
√

npq

Bin,p(k) + o(1)

=

∫ np+b
√

npq

np+a
√

npq
Bin,p(⌊t⌋) dt+ o(1)

=

∫ b

a

√
npqBin,p

(
⌊np+ x

√
npq⌋

)
dx+ o(1).



5.2. DER ZENTRALE GRENZWERTSATZ 61Der Rest des Beweises besteht darin zu zeigen, dass der Integrand glei
hmäÿig in x ∈ [a, b] gegen
ϕ0,1(x) = (2π)−1/2e−x2/2 konvergiert. Wir s
hreiben zunä
hst die De�nition von Bin,p(k) ausund setzen Stirlings Formel asymptotis
h für n→ ∞ ein:

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→ ∞, (5.2.2)wobei wir wie immer ∼ für asymptotis
he Äquivalenz benutzen. Man bea
hte, dass diese undalle folgenden Approximationen glei
hmäÿig in x ∈ [a, b] gelten.

√
npqBin,p

(
⌊np+ x

√
npq⌋

)
∼ √

npq

(
n
e

)n√
2πn

(np+x
√

npq
ep

)np+x
√

npq√
2πnp

(nq−x
√

npq
eq

)nq−x
√

npq√
2πnq

=
1√
2π

(
1 +

x√
n

√
q

p

)−np−x
√

npq(
1 − x√

n

√
p

q

)−nq+x
√

npq
. (5.2.3)Nun s
hreiben wir die letzten beiden Terme mit Hilfe von exp{. . . } und benutzen die Asymptotik

(1 + c1√
n
)c2

√
n → ec1c2 . Also ist die re
hte Seite von (5.2.3) asymptotis
h glei
h

1√
2π

exp
{
−np log

(
1 +

x√
n

√
q

p

)
− nq log

(
1 − x√

n

√
p

q

)}
e−x2

√
q/p

√
pqe−x2

√
p/q

√
pq. (5.2.4)Nun benutzen wir eine Taylor-Approximation für den Logarithmus: log(1+h) = h−h2/2+O(h3)für h→ 0. Also ist der Term in (5.2.4) asymptotis
h äquivalent zu

1√
2π

exp
{
−np x√

n

√
q

p
+ np

x2

2n

q

p
+ nq

x√
n

√
p

q
+ nq

x2

2n

p

q
− x2q − x2p

}
. (5.2.5)Elementares Zusammenfassen zeigt, dass dies identis
h ist mit ϕ0,1(x).Beispiel 5.2.6 (Irrfahrt). Sowohl beim S
hwa
hen Gesetz der Groÿen Zahlen als au
h beim Zen-tralen Genzwertsatz fragt man si
h, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit eine standardisierte Irrfahrtauf Z (zum Beispiel die einfa
he Irrfahrt, die mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit jeweils zum nä
h-sten Na
hbarn springt) zum Zeitpunkt n eine gewisse �Ziels
heibe� tri�t. Diese ist beim GGZfür groÿe n allerdings viel gröÿer als beim ZGWS, nämli
h [−εn, εn] im Verglei
h zu [a

√
n, b

√
n].Man bea
hte, dass erstere um Null zentriert ist, aber die zweitere ni
ht unbedingt. Man siehtau
h, dass εn dur
h jede Skala ≫ √

n ersetzt werden kann, und das GGZ mit dieser Ziels
heibegilt immer no
h.
2ɛn

Sn
b√n

a√n

3



62 KAPITEL 5. GRENZWERTSÄTZEBeispiel 5.2.7 (Normalapproximation). Eine typis
he Anwendung des Satzes von de Moivre-Lapla
e ist die Folgende. Wenn man einen fairen Würfel 1200 Mal wirft, wie groÿ ist dann dieWahrs
heinli
hkeit, dass dabei zwis
hen 190 und 200 Se
hsen fallen? Wir nehmen natürli
h an,dass die 1200 Würfe unabhängig voneinander ges
hehen.Wir können die Zufallsgröÿen Xi interpretieren als 1, falls der i-te Wurf eine Se
hs hervorbringt und als 0 andernfalls. Dann ist die Anzahl der gewürfelten Se
hsen glei
h S1200 = X1+· · ·+
X1200, und wir sind in der Situation des Satzes von de Moivre-Lapla
e mit p = 1

6 und n = 1200.Insbesondere sind np = 200 und √
np(1 − p) =

√
500
3 ≈ 13. Die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeitmüssen wir wie folgt ums
hreiben:

P(190 ≤ S1200 ≤ 200) ≈ P
(190 − 200

13
≤ Sn − np√

np(1 − p)
≤ 0

)

= P
(
−10

13
≤ Sn − np√

np(1 − p)
≤ 0

)
≈ Φ(0) − Φ(−10

13 ).Es ist klar, dass Φ(0) = 1
2 , und in einer Tabelle �nden wir den Wert Φ(−10

13) = 1 − Φ(10
13 ) ≈

1 − Φ(0, 77) ≈ 1 − 0, 7794 = 0, 2306. Also ist die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit ungefähr glei
h
0, 2794. 3Beispiel 5.2.8 (Wahlprognose). Bei einer Wahl erhält Kandidat A einen unbekannten Anteil p ∈
(0, 1) der Stimmen. Um den Wert von p zu ermitteln, werten wir die ersten nWahlzettel aus (bzw.befragen wir n zufällig gewählte Wähler). Wir groÿ sollte n sein, damit die Wahrs
heinli
hkeiteines Irrtums von mehr als einem Prozent ni
ht gröÿer als 0, 05 ist?Wenn wir n Zettel auswerten bzw. n Personen befragen, dann bekommen wir Sn Stimmen fürden Kandidaten A, und Sn ist binomialverteilt mit Parametern n und p. Die Wahrs
heinli
hkeitdes Ereignisses {| 1nSn − p| > 0, 01} soll unter 0, 05 liegen, also

0, 95 ≈ P
(
− 0, 01n√

np(1 − p)
≤ Sn − np√

np(1 − p)
≤ 0, 01n√

np(1 − p)

)

≈ Φ
(
0, 01

√
n

p(1 − p)

)
− Φ

(
− 0, 01

√
n

p(1 − p)

)

= 2Φ
(
0, 01

√
n

p(1 − p)

)
− 1.Also wollen wir ein (mögli
hst kleines) n bestimmen mit Φ

(
0, 01

√
n

p(1−p)

)
≈ 0, 975. EinerTabelle entnehmen wir, dass Φ(1, 96) ≈ 0, 975. Also sollte n ≈ p(1 − p)10000 · 1, 962 ausrei
hen.Wenn man keine Informationen über p besitzt, dann kann man (indem man den maximalen Wert

p = 1
2 einsetzt) davon ausgehen, dass n ≈ 1

410000 · 1, 962 ≈ 9600 ausrei
ht. 3



Kapitel 6MaÿtheorieIn diesem Kapitel geben wir eine Einführung in die Maÿ- und Integrationstheorie unter besonde-rer Berü
ksi
htigung der Wahrs
heinli
hkeitstheorie. Wir erläutern die fundamentalen Begri�eund Konzepte wie σ-Algebren, Dynkin-Systeme, Maÿe, Messbarkeit, Lebesgue-Maÿ, Verteilungs-funktionen, Integration, Lp-Räume und Produkträume, und stellen die wi
htigsten Hilfsmittelbereit wie den Satz von Carathéodory, den monotonen und den bes
hränkten Konvergenzsatzund das Lemma von Fatou.6.1 σ-Algebren und MaÿeEs sei Ω eine ni
htleere, eventuell sehr groÿe Menge. Wir mö
hten auf Ω Wahrs
heinli
hkeiteneinführen, um die Teilmengen von Ω zu messen. In anderen Worten, wir mö
hten eine Abbil-dung P auf der Menge der Teilmengen von Ω mit Werten in [0, 1] fest legen, so dass wir mit
P(A) die Wahrs
heinli
hkeit einer Teilmenge A von Ω angeben können. Zu den Grundanfor-derungen an P gehören si
her die Kolmogoro�s
hen Axiome, die besagen, dass P(Ω) = 1 und
P(

⋃
n∈NAn) =

∑
n∈N P(An) für jede Folge von paarweise disjunkten Teilmengen A1, A2, . . . gel-ten sollen. Insbesondere sollte man erwarten dürfen, dass P(Ac) = 1 − P(A) gilt.Dies sind au
h die Grundanforderungen, die man an ein Maÿ P stellt. Allerdings de�niert manein Maÿ fast nie auf der gesamten Menge aller Teilmengen von Ω (der sogenannten Potenzmenge

P(Ω) von Ω), sondern auf Teilmengensystemen, die kompatibel sind mit den oben erwähntenRe
hengesetzen:De�nition 6.1.1 (σ-Algebra). Ein Mengensystem F auf Ω (also eine Teilmenge F von P(Ω))heiÿt eine σ-Algebra, falls gelten:(i) Ω ∈ F ,(ii) falls A ∈ F , so gilt au
h Ac ∈ F ,(iii) falls A1, A2, A3, · · · ∈ F , so gilt au
h ⋃
n∈NAn ∈ F .Die Elemente von F heiÿen messbare Mengen und das Paar (Ω,F) ein messbarer Raum.Also sind σ-Algebren geeignete De�nitionsberei
he für Maÿe, siehe De�nition 6.1.7 weiter63



64 KAPITEL 6. MAßTHEORIEunten. Die folgenden Bemerkungen sind o�ensi
htli
h oder Übungsaufgaben.Bemerkung 6.1.2. (a) Die Potenzmenge und {∅,Ω} sind zwei σ-Algebren, und zwar die bei-den trivialen. Alle anderen σ-Algebren liegen zwis
hen diesen beiden.(b) Jede σ-Algebra F ist ni
ht nur gegen Komplementbildung und abzählbare Vereinigungabges
hlossen, sondern au
h gegen abzählbare S
hnittbildung, d. h. au
h ⋂
n∈NAn liegt in

F , wenn A1, A2, A3, · · · ∈ F , denn ⋂
n∈NAn = (

⋃
n∈NA

c
n)c.(
) Beliebige S
hnitte von σ-Algebren sind ebenfalls σ-Algebren, aber im Allgemeinen sindVereinigungen von σ-Algebren selber keine.(d) Für jede Menge Ω ist das System der Mengen A ⊂ Ω, so dass A oder Ac abzählbar ist, eine

σ-Algebra.(e) Wenn Ω und Ω′ zwei Mengen sind und f : Ω → Ω′ eine Abbildung, dann ist für jede σ-Algebra F ′ auf Ω′ das System aller Urbilder f−1(A′) = {ω ∈ Ω: f(ω) ∈ A′} mit A′ ∈ F ′eine σ-Algebra auf Ω.
3Im Allgemeinen gibt es sehr viele σ-Algebren auf Ω, und viele σ-Algebren sind ni
ht nurselber gigantis
h groÿ, sondern au
h kaum explizit zu bes
hreiben. Daher ist es oft nützli
h,Erzeugendensysteme gut zu kennen:Lemma 6.1.3 (erzeugte σ-Algebra). Zu jedem Mengensystem C auf Ω gibt es genau eine kleinste

σ-Algebra σ(C), die C enthält, d. h. eine σ-Algebra, die C enthält und die in jeder σ-Algebraenthalten ist, die C enthält. Wir nennen σ(C) die von C erzeugte σ-Algebra.Beweis. Wir können σ(C) angeben als1
σ(C) =

⋂
{A : A ist eine σ-Algebra mit C ⊂ A}.Diese De�nition ist sinnvoll (also ein ni
htleerer S
hnitt), denn mindestens P(Ω) ist in demMengensystem enthalten, über das der S
hnitt gebildet wird. Man veri�ziert lei
ht, dass diesesMengensystem die beiden Eigens
haften besitzt.Es ist klar, dass immer C ⊂ σ(C) gilt und dass Glei
hheit genau dann gilt, wenn C eine

σ-Algebra ist. Ferner gilt σ(C1) ⊂ σ(C2), falls C1 ⊂ C2.Bemerkung 6.1.4. Wenn für jedes i aus einer beliebigen Indexmenge I das System Fi eine
σ-Algebra ist, so ist ja (wie s
hon in Bemerkung 6.1.2(
) erwähnt) die Vereinigung ⋃

i∈I Fi imAllgemeinen keine σ-Algebra. Die kleinste σ-Algebra, die diese Vereinigung enthält, wird mit
∨

i∈I

Fi = σ
(⋃

i∈I

Fi

)bezei
hnet. Im Fall I = {1, . . . , n} s
hreibt man au
h F1 ∨ · · · ∨ Fn. 3Die wi
htigste σ-Algebra auf R bzw. Rn ist die folgende.1Wir s
hreiben T
{Ai : i ∈ I} an Stelle von T

i∈I Ai = {M ⊂ Ω: M ∈ Ai ∀i ∈ I}.



6.1. σ-ALGEBREN UND MAßE 65Beispiel 6.1.5 (Borel-σ-Algebra). (a) Auf R betra
hten wir die von den o�enen Mengen er-zeugte σ-Algebra, also B = σ(O), wobei O die Menge aller o�enen Teilmengen von R ist.Die σ-Algebra B heiÿt die Borel-σ-Algebra auf R. Es gilt au
h
B = σ({(a, b) : −∞ ≤ a < b ≤ ∞}

= σ({(−∞, t] : t ∈ R})
= σ({(−∞, t] : t ∈ Q}),d. h. B wird au
h von dem System der o�enen Intervalle, dem der links unbes
hränktenund re
hts bes
hränkten, abges
hlossenen Intervalle (mit rationalem Randpunkt) erzeugt(Übungsaufgaben). Es gibt kein direktes Kriterium, an Hand dessen man von einer gege-benen Teilmenge von R erkennen kann, ob sie zu B gehört oder ni
ht.2(b) Auf Rn betra
hten wir die von den o�enen Mengen erzeugte σ-Algebra Bn, die die Borel-

σ-Algebra auf Rn genannt wird. Au
h Bn wird von einer Reihe anderer Mengensystemeerzeugt, wie etwa vom System der o�enen Kuben ∏n
i=1(ai, bi) mit −∞ ≤ ai < bi ≤ ∞ für

i = 1, . . . , n, dem der abges
hlossenen Mengen oder au
h von dem der kompakten Mengen(Übungsaufgabe).
3Bemerkung 6.1.6 (Spur-σ-Algebra). Wenn F eine σ-Algebra über Ω ist und Ω̃ ⊂ Ω einebeliebige Teilmenge von Ω, so sieht man lei
ht, dass

F̃ = {A ∩ Ω̃ : A ∈ F}eine σ-Algebra über Ω̃ ist. Wir nennen F̃ die Spur-σ-Algebra von F über Ω̃. Falls Ω̃ selbermessbar ist, so besteht F̃ aus allen messbaren Teilmengen von Ω̃. Beispielsweise werden wir dieSpur-σ-Algebra der Borel-σ-Algebra auf einer Teilmenge I von Rn mit BI bezei
hnen. 3Der zweite zentrale Begri� der Maÿtheorie ist das Maÿ:De�nition 6.1.7 (Maÿ, Maÿraum, Wahrs
heinli
hkeitsraum). Es sei (Ω,F) ein messbarerRaum. Es sei µ : F → [0,∞] eine Abbildung.(a) µ heiÿt ein Maÿ, falls gelten:(i) µ(∅) = 0,(ii) µ ist σ-additiv, d. h. für alle Folgen (An)n∈N von paarweise disjunkten Mengen An ∈ Fgilt µ(
⋃

n∈NAn) =
∑

n∈N µ(An).In diesem Fall heiÿt das Tripel (Ω,F , µ) ein Maÿraum.(b) µ heiÿt σ-endli
h, falls eine aufsteigende Folge (Ωn)n∈N von messbaren Teilmengen von Ωexistiert mit Ω =
⋃

n∈N Ωn und µ(Ωn) <∞ für jedes n ∈ N.(
) µ heiÿt endli
h, falls µ(Ω) <∞.(d) µ heiÿt ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ, falls µ ein Maÿ ist mit µ(Ω) = 1. In diesem Fall heiÿtdas Tripel (Ω,F , µ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, und wir s
hreiben meist P statt µ.2Dies ist etwa bei dem Begri� der O�enheit einer Menge anders: Falls zu jedem Punkt der Menge no
h eineganze Umgebung dazu gehört, hat die Menge diese Eigens
haft.



66 KAPITEL 6. MAßTHEORIEFür den Wahrs
heinli
hkeitstheoretiker wird also das Tripel (Ω,F ,P), der Wahrs
heinli
h-keitsraum, das Hauptobjekt der Untersu
hung sein. Ein beliebiges endli
hes Maÿ µ 6= 0 kannman lei
ht zu einem Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P = µ/µ(Ω) normieren. Allerdings werden au
hni
htendli
he Maÿe von groÿer Bedeutung sein, wie zum Beispiel das natürli
hste Maÿ auf derBorel-σ-Algebra:Beispiel 6.1.8 (Lebesgue-Maÿ). Auf dem messbaren Raum (Rn,Bn) (siehe Beispiel 6.1.5) wollenwir ein Maÿ λn betra
hten, das jedem Kubus Q =
∏n

i=1[ai, bi] seinen elementargeometris
henInhalt λn(Q) =
∏n

i=1(bi − ai) zuordnet. Ein sol
hes Maÿ nennen wir das Lebesgue-Maÿ auf
(Rn,Bn). Allerdings müssen wir die Frage na
h der Existenz und Eindeutigkeit no
h ein wenigzurü
k stellen, siehe Korollar 6.3.3 und Beispiel 6.10.7. 3Die Existenz und Eindeutigkeit von Maÿen mit gewissen gewüns
hten Eigens
haften be-handeln wir in Abs
hnitt 6.2. Wir sammeln zunä
hst ein paar fundamentale Eigens
haften vonMaÿen:Lemma 6.1.9 (Eigens
haften von Maÿen). Es sei µ ein Maÿ auf einer σ-Algebra F . Dann hat
µ die folgenden Eigens
haften.(a) µ ist stetig von unten und von oben, d. h.(i) für jede Folge (An)n∈N in F mit An ↑ A3 für ein A ∈ F gilt limn→∞ µ(An) = µ(A),(ii) für jede Folge (An)n∈N in F mit µ(An) <∞ für ein n ∈ N und An ↓ A für ein A ∈ Fgilt limn→∞ µ(An) = µ(A).(b) µ ist σ-subadditiv, d. h. für jede Folge (An)n∈N in F gilt µ(

⋃
n∈NAn) ≤ ∑

n∈N µ(An).(
) µ ist monoton oder isoton, d. h. für je zwei Mengen A,B ∈ F mit A ⊂ B gilt µ(A) ≤ µ(B).Beweis. (a) Wir behandeln nur den Fall An ↑ A. Mit A0 = ∅ de�nieren wir Bn = An \ An−1,dann sind die Mengen B1, B2, B3, . . . paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist A. Also gilt
µ(A) = µ

( ⋃

n∈N

Bn

)
=

∑

n∈N

µ(Bn) = lim
N→∞

N∑

n=1

µ(Bn) = lim
N→∞

µ
( N⋃

n=1

Bn

)
= lim

N→∞
µ(AN ).(b) und (
) Übungsaufgabe.Die diskrete Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist ein Spezialfall des allgemeinen Konzepts von De-�nition 6.1.7:Beispiel 6.1.10 (diskrete Maÿe, Dira
-Maÿ). Es sei Ω beliebig und Ω̃ ⊂ Ω eine hö
hstensabzählbare Teilmenge. Mit einer Abbildung p : Ω̃ → (0,∞] de�nieren wir

µ(A) =
∑

ω∈A∩eΩ

p(ω), A ⊂ Ω.Dann ist µ ein Maÿ auf der Potenzmenge von Ω, das auf der diskreten Teilmenge Ω̃ konzentriert4ist. Es gilt dann µ({ω}) = p(ω) > 0 für alle ω ∈ Ω̃, und man nennt ω ein Atom von µ. Das3Wir s
hreiben An ↑ A, falls An ⊂ An+1 für jedes n ∈ N und A =
S

n∈N
An, und wir s
hreiben An ↓ A, falls

An+1 ⊂ An für jedes n ∈ N und A =
T

n∈N
An.4Wir sagen, ein Maÿ ist konzentriert auf einer messbaren Menge eΩ ⊂ Ω, falls µ(Ω \ eΩ) = 0 gilt.



6.1. σ-ALGEBREN UND MAßE 67Maÿ µ (oder au
h seine Eins
hränkung auf die Potenzmenge von Ω̃) heiÿt ein diskretes Maÿ.Falls p(ω) < ∞ für alle ω ∈ Ω̃, so ist µ σ-endli
h. Falls ∑
ω∈eΩ p(ω) = 1, so ist µ ein diskretesWahrs
heinli
hkeitsmaÿ. Falls p(ω) = 1 für jedes ω ∈ Ω̃, nennen wir µ das Zählmaÿ auf Ω̃; dannzählt µ(A) = #(A ∩ Ω̃) die Anzahl der Punkte aus Ω̃ in A.Falls Ω̃ einelementig ist, also Ω̃ = {ω0} für ein ω0 ∈ Ω, so heiÿt µ das Dira
-Maÿ in ω0, undwir s
hreiben µ = δω0 . Es gilt also

δω0(A) =

{
1, falls ω0 ∈ A,

0 sonst. (6.1.1)Ein beliebiges diskretes Maÿ µ wie oben kann man dann au
h als eine Linearkombination vonDira
-Maÿen au�assen, denn es gilt µ =
∑

ω∈eΩ p(ω)δω.Jede aus der diskreten Wahrs
heinli
hkeitstheorie bekannte Verteilung lässt si
h au�assenals ein diskretes Maÿ auf (R,P(R)). Die wi
htigsten Beispiele sind die folgenden:geometris
he Verteilung ∑

n∈N0

p(1 − p)nδn, Parameter p ∈ (0, 1),Poisson-Verteilung ∑

n∈N0

αn

n!
e−αδn, Parameter α > 0,Binomial-Verteilung n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−kδk, Parameter n ∈ N, p ∈ (0, 1).

3Warum konstruieren wir ni
ht alle Maÿe, die uns interessieren, glei
h auf der Potenzmengevon Ω, sondern ma
hen uns die Mühe, auf σ-Algebren einzus
hränken, die ja ein wenig wider-spenstig sind? Ein berühmtes Beispiel von Vitali (1905) gibt eine überzeugende Antwort:Beispiel 6.1.11 (Potenzmenge ist zu groÿ). Es gibt kein Maÿ auf der Potenzmenge von R, dasjedem Intervall gerade seine Länge zuordnet, d. h. man kann das Lebesguemaÿ aus Beispiel 6.1.8ni
ht auf P(R) erweitern.Nehmen wir an, dass λ : P(R) → [0,∞] ein sol
hes Maÿ sei, und betra
hten wir die Äqui-valenzrelation ∼ auf R, die de�niert wird dur
h x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Q. Unter Benutzung desAuswahlaxioms kann man eine Menge A ⊂ [0, 1] konstruieren, die mit jeder Äquivalenzklassegenau ein Element gemeinsam hat. Daher ist R glei
h der abzählbaren disjunkten Vereinigung
R =

⋃
q∈Q(q + A), wobei q + A die um q vers
hobene Menge A ist. Wegen der abzählbarenAdditivität ist also

∞ = λ(R) =
∑

q∈Q

λ(q +A) =
∑

q∈Q

λ(A),wobei wir die Translationsinvarianz von λ benutzt haben. Nun zeigen wir aber, dass λ(A) = 0gilt, womit ein Widerspru
h hergestellt ist. Dies geht so. Für die Menge
C =

⋃

q∈Q∩[0,1]

(q +A) ⊂ [0, 2]gilt
2 = λ([0, 2]) ≥ λ(C) =

∑

q∈Q∩[0,1]

λ(q +A) =
∑

q∈Q∩[0,1]

λ(A).Daraus folgt λ(A) = 0, und der Widerspru
h ist komplett. 3



68 KAPITEL 6. MAßTHEORIE6.2 Konstruktion von MaÿenWie wir s
hon in Beispiel 6.1.8 gesehen haben, ist es eine wi
htige Aufgabe, die Existenz undEindeutigkeit von Maÿen zu si
hern, die auf gewissen Teilsystemen bestimmte Eigens
haftenaufweisen. Das Hauptmittel ist hierbei der Satz von Carathéodory (siehe Satz 6.2.7), der besagt,dass Mengenfunktionen, die auf geeigneten Teilsystemen gewisse Struktureigens
haften haben,auf die davon erzeugte σ-Algebra erweitert werden können. Betra
hten wir zunä
hst geeigneteTeilmengensysteme:De�nition 6.2.1 (dur
hs
hnittstabil, Dynkin-System). Es sei C ⊂ P(Ω) ein ni
htleeres Men-gensystem.(a) C heiÿt dur
hs
hnittstabil, falls für je zwei Mengen A,B ∈ C au
h A ∩B ∈ C gilt.(b) C heiÿt ein Dynkin-System, falls gelten:(i) Ω ∈ C,(ii) falls A ∈ C, so gilt au
h Ac ∈ C,(iii) falls A1, A2, A3, · · · ∈ C paarweise disjunkt sind, so gilt au
h ⋃
n∈NAn ∈ C.Ein Dynkin-System unters
heidet si
h also nur darin von einer σ-Algebra, dass die Abge-s
hlossenheit gegen abzählbare Vereinigung nur für Folgen paarweise disjunkter Teilmengen ge-fordert wird. Insbesondere ist jede σ-Algebra ein Dynkin-System, aber ni
ht umgekehrt.5 Dieserkleine Unters
hied ma
ht es in vielen Fällen viel einfa
her, die Eigens
haft eines Dynkin-Systemszu veri�zieren als die einer σ-Algebra. Der Zusammenhang ist allerdings sehr eng:Lemma 6.2.2. Jedes dur
hs
hnittstabile Dynkin-System ist eine σ-Algebra.Beweis. Es sei C ein dur
hs
hnittstabiles Dynkin-System. Seien A1, A2, A3, · · · ∈ C, dann müssenwir zeigen, dass au
h A =

⋃
n∈NAn in C liegt.Mit A0 = ∅ betra
hten wir die Mengen Bn = An \ (A1 ∪ · · · ∪ An−1), die ja o�ensi
htli
hpaarweise disjunkt sind. O�ensi
htli
h ist die Vereinigung der Bn glei
h der Vereinigung der An.Nun zeigen wir mit einer Vollständigen Induktion na
h n, dass Bn und A1∪· · ·∪An zu C gehören,was also den Beweis beendet.Für n = 1 ist ni
hts zu zeigen. Für n ≥ 2 gilt

Bn = An ∩
(
A1 ∪ · · · ∪An−1

)c
.Na
h Induktionsvoraussetzung ist A1 ∪ · · · ∪ An−1 in C, also au
h sein Komplement, also au
hder S
hnitt mit An, das heiÿt Bn liegt in C. Ferner ist

A1 ∪ · · · ∪An = (A1 ∪ · · · ∪An−1) ∪Bneine disjunkte Vereinigung von zwei Mengen, die in C liegen, also liegt au
h A1 ∪ · · · ∪An in C.Damit ist die Induktion beendet und damit au
h der Beweis des Lemmas.Analog zu Lemma 6.1.3 erzeugt jedes Mengensystem C auf Ω au
h ein Dynkin-System, daswir mit d(C) bezei
hnen wollen, also
d(C) =

⋂
{A ⊂ P(Ω): A ist ein Dynkin-System mit C ⊂ A}. (6.2.1)Ein weiterer wi
htiger Zusammenhang ist der folgende.5Falls Ω eine (endli
he) gerade Anzahl von Elementen > 2 enthält, ist das System der Teilmengen mit geraderElementanzahl ein Dynkin-System, aber keine σ-Algebra.



6.2. KONSTRUKTION VON MAßEN 69Satz 6.2.3. Für jedes dur
hs
hnittstabile Mengensystem C ist d(C) = σ(C).Beweis. Da jede σ-Algebra ein Dynkin-System ist, ist klar, dass d(C) ⊂ σ(C). Wenn wir zeigen,dass d(C) eine σ-Algebra ist, folgt also Glei
hheit. Na
h Lemma 6.2.2 rei
ht es zu zeigen, dass
d(C) dur
hs
hnittstabil ist. Dazu betra
hten wir das Mengensystem

A = {A ⊂ Ω: A ∩ C ∈ d(C) für alle C ∈ C}.Da C dur
hs
hnittstabil ist, gilt C ⊂ A. Nun zeigen wir, dass A ein Dynkin-System ist, indem wirdie drei de�nierenden Eigens
haften na
hweisen. Die erste ist klar. Für jedes A ∈ A ist für jedes
C ∈ C au
h die Menge Ac ∩C = (Cc ∪ (A∩C))c in d(C), wie man lei
ht sieht, also liegt au
h Acin A. Und wenn A1, A2, · · · ∈ A paarweise disjunkt sind, so liegt für jedes C ∈ C au
h die Menge
(
⋃

n∈NAn) ∩ C =
⋃

n∈N(An ∩ C) in d(C), also ⋃
n∈NAn in A. Also ist A ein Dynkin-System.Insbesondere gilt d(C) ⊂ A.Nun betra
hten wir das System

Ã = {A ⊂ Ω: A ∩A′ ∈ d(C) für alle A′ ∈ d(C)}.Wegen d(C) ⊂ A gilt C ⊂ Ã. Wie bei A zeigt man, dass Ã ebenfalls ein Dynkin-System ist. Alsofolgt au
h d(C) ⊂ Ã. Dies ist aber äquivalent dazu, dass d(C) dur
hs
hnittstabil ist.Unser Ziel in diesem Abs
hnitt ist, Mengenfunktionen auf gewissen Mengensystemen zuMaÿen auf σ-Algebren zu erweitern. Dazu brau
hen wir zunä
hst geeignete Mengensysteme, dieeinfa
her zu behandeln sind als σ-Algebren:De�nition 6.2.4 (Algebra). Ein ni
htleeres Mengensystem A ⊂ P(Ω) heiÿt eine Algebra, fallsfür alle A,B ∈ A au
h Ac und A ∩B und A ∪B in A liegen.Einer Algebra fehlt also nur die Abges
hlossenheit gegen abzählbare Vereinigungsbildungzu einer σ-Algebra.6 Die Bedeutung des Begri�es der Algebra liegt darin, dass Algebren (imGegensatz zu σ-Algebren) oft sehr explizit angegeben werden können. Zum Beispiel ist das Systemaller endli
hen Vereinigungen von Intervallen eine Algebra über R.Analog zur Algebra gibt es au
h eine nur endli
h additive Version von Maÿen:De�nition 6.2.5 (Inhalt, Prämaÿ). (a) Ein Inhalt µ auf einer Algebra A ist eine Abbildung
µ : A → [0,∞] mit den Eigens
haften µ(∅) = 0 und µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) für alledisjunkten Mengen A,B ∈ A.(b) Ein σ-additiver Inhalt heiÿt ein Prämaÿ. Genauer: Ein Inhalt µ auf einer Algebra Aheiÿt ein Prämaÿ, wenn für jede Folge (An)n∈N paarweise disjunkter Mengen An ∈ Amit ⋃

n∈NAn ∈ A gilt: µ(
⋃

n∈NAn) =
∑

n∈N µ(An).Einem Inhalt fehlt also nur die abzählbare Additivität zu einem Maÿ, vorausgesetzt, dasssein De�nitionsberei
h eine σ-Algebra ist. Wenn der De�nitionsberei
h eines Prämaÿes ni
ht nureine Algebra, sondern sogar eine σ-Algebra ist, so ist es s
hon ein Maÿ. Es ist klar, dass jederInhalt µ monoton ist (d. h. µ(A) ≤ µ(B) für alle A,B ∈ A mit A ⊂ B), endli
h additiv (d. h.
µ(

⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 µ(Ai) für paarweise disjunkte A1, . . . , An ∈ A) und endli
h subadditiv (d. h.

µ(
⋃n

i=1Ai) ≤
∑n

i=1 µ(Ai) für beliebige A1, . . . , An ∈ A).Die σ-Additivität ist sogar äquivalent zur Stetigkeit in ∅:6Zum Beispiel ist das System der Teilmengen A von Ω, so dass A oder Ac endli
h sind, eine Algebra, aber fürunendli
hes Ω keine σ-Algebra.



70 KAPITEL 6. MAßTHEORIELemma 6.2.6. Es sei µ ein endli
her Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind äquivalent:(i) µ ist σ-additiv (d. h. ein Prämaÿ),(ii) µ ist stetig in der leeren Menge, d. h. für alle Folgen von Mengen A1, A2, · · · ∈ A mit An ↓ ∅gilt limn→∞ µ(An) = 0.Beweis. (i)=⇒(ii): Sei An ↓ ∅. Wir de�nieren Bn = An \An+1 für n ∈ N. Dann sind die Mengen
Bn paarweise disjunkt, und es gilt An =

⋃∞
m=nBm für alle n ∈ N. Also ist µ(An) =

∑∞
m=n µ(Bm).Da diese Summe konvergiert, gilt limn→∞ µ(An) = 0.(ii)=⇒(i): Es sei (Bn)n∈N eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in A, so dass B =⋃

n∈N Bn in A liegt. Für n ∈ N betra
hte An+1 =
⋃∞

m=n+1Bm = B \ (B1 ∪ · · · ∪Bn) ∈ A. Dannsind die Mengen B1, . . . , Bn, An+1 paarweise disjunkt und in A. Wegen der endli
hen Additivitätgilt
µ(B) =

n∑

m=1

µ(Bm) + µ(An+1).Wegen An+1 ↓ ∅ gilt limn→∞ µ(An+1) = 0. Also folgt µ(B) =
∑∞

m=1 µ(Bm), d. h. µ ist σ-additiv.Nun kommen wir endli
h zum Hauptergebnis dieses Abs
hnittes, das wir allerdings ni
ht involler Stärke beweisen werden:Satz 6.2.7 (Carathéodory). Es sei µ0 ein σ-endli
hes Prämaÿ auf einer Algebra A. Dann gibtes genau ein Maÿ µ auf σ(A), das µ0 erweitert, d. h. das auf A mit µ0 übereinstimmt.Der Existenzteil dieses Satzes wird z. B. in [Ba91, I.5℄ bewiesen. Wir zeigen hier nur dieEindeutigkeit, die direkt aus dem folgenden Resultat folgt, das wir no
h oft benutzen werden.Satz 6.2.8 (Eindeutigkeitssatz). Es sei F eine σ-Algebra auf Ω und C ein dur
hs
hnittstabilesErzeugendensystem von F . Falls zwei auf F de�nierte Maÿe µ, ν auf C mit einander überein-stimmen und eine Folge (Ωn)n∈N in C existiert mit Ωn ↑ Ω und µ(Ωn) = ν(Ωn) < ∞ für jedes
n ∈ N, so gilt µ = ν auf F .Beweis. Zunä
hst behandeln wir den Spezialfall, wo µ(Ω) = ν(Ω) < ∞. Wir betra
hten dasMengensystem

F̃ = {A ∈ F : µ(A) = ν(A)}und brau
hen nur zu zeigen, dass F ⊂ F̃ . Hierzu rei
ht es zu zeigen, dass F̃ ein Dynkin-Systemist, denn dann gilt na
h Satz 6.2.3 s
hon F = σ(C) = d(C) ⊂ F̃ , und F̃ enthält o�ensi
htli
h C.Dass F̃ ein Dynkin-System ist, re
hnet man lei
ht an Hand der De�nition na
h: O�ensi
htli
hist Ω ∈ F̃ , und für jedes D ∈ F̃ gilt µ(Dc) = µ(Ω) − µ(D) = ν(Ω) − ν(D) = ν(Dc), also liegtau
h Dc in F̃ . Und für jede Folge (Dn)n∈N von paarweise disjunkten Mengen in F̃ gilt
µ
( ⋃

n∈N

Dn

)
=

∑

n∈N

µ(Dn) =
∑

n∈N

ν(Dn) = ν
( ⋃

n∈N

Dn

)
,also liegt ⋃

n∈NDn au
h in F̃ . Damit ist der Spezialfall µ(Ω) = ν(Ω) <∞ bewiesen.



6.3. VERTEILUNGSFUNKTIONEN 71Im allgemeinen Fall betra
hten wir für n ∈ N die endli
hen Maÿe µn und νn, die de�niertsind dur
h µn(A) = µ(A ∩ Ωn) bzw. νn(A) = ν(A ∩ Ωn) für alle A ∈ F . Auf µn und νn könnenwir die oben bewiesene Aussage anwenden und erhalten, dass µn = νn für jedes n ∈ N. Dur
hGrenzübergang n→ ∞ erhält man µ(A) = ν(A) für jedes A ∈ F , also stimmen µ und ν überein.Korollar 6.2.9. Falls zwei endli
he Maÿe µ, ν mit µ(Ω) = ν(Ω) auf einem dur
hs
hnittstabilenErzeugendensystem mit einander überein stimmen, so sind sie s
hon glei
h.Ein oft benutzter Begri� im Zusammenhang mit Maÿen ist der folgende.De�nition 6.2.10 (Nullmengen, Vollständigkeit). Es sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum. Eine Menge
A ⊂ Ω (au
h wenn sie ni
ht in F liegt) heiÿt eine µ-Nullmenge, falls eine messbare Menge
F ∈ F existiert mit µ(F ) = 0 und A ⊂ F . Der Maÿraum (Ω,F , µ) heiÿt vollständig, falls F alle
µ-Nullmengen enthält.Als eine einfa
he Übungsaufgabe zeigt man lei
ht:Lemma 6.2.11. Abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.Bemerkung 6.2.12 (Vervollständigung). Jeder Maÿraum (Ω,F , µ) lässt si
h sehr lei
ht ver-vollständigen. Das Mengensystem7

G = {A ⊂ Ω: Es gibt ein B ∈ F , so dass A△B eine µ-Nullmenge ist}kann man lei
ht als eine σ-Algebra erkennen. Ferner lässt si
h µ lei
ht auf G erweitern: Für A ∈ Gexistiert ja ein B ∈ F , so dass A△B eine µ-Nullmenge ist. Nun setzt man µ(A) = µ(B). AlsÜbungsaufgabe veri�ziert man lei
ht, dass µ wohlde�niert ist (d. h. dass diese De�nition ni
htvon der Wahl von B abhängt) und dass (Ω,G, µ) ein vollständiger Maÿraum ist. Man nennt ihndie Vervollständigung von (Ω,F , µ). Es hat man
hmal Vorteile, mit einer Vervollständigung zuarbeiten, aber man darf ni
ht vergessen, dass die σ-Algebra G vom Maÿ µ abhängt. 36.3 VerteilungsfunktionenWir erinnern daran (siehe Beispiel 6.1.5), dass die Borel-σ-Algebra B auf R insbesondere vonden Mengen (−∞, t] mit t ∈ R erzeugt wird. Wir zeigen in diesem Abs
hnitt, dass Maÿe µ auf
(R,B) eindeutig fest gelegt werden dur
h die Abbildung t 7→ µ((−∞, t]). Im Fall eines Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿes µ nennt man diese Abbildung die Verteilungsfunktion von µ. Im Folgenden�nden wir hinrei
hende und notwendige Eigens
haften von Funktionen F : R → R, so dass es einMaÿ µ gibt mit F (t) = µ((−∞, t]) für alle t ∈ R. Zunä
hst eine einfa
he Beoba
htung.Lemma 6.3.1. Für jedes Maÿ µ auf (R,B) mit µ((s, t]) < ∞ für alle s < t ist die Abbildung
t 7→ µ((−∞, t]) monoton steigend und re
htsseitig stetig.Beweis. Die Monotonie ist klar, und die re
htsseitige Stetigkeit folgt aus der Darstellung (−∞, t] =⋂

n∈N(−∞, t+ 1
n ] sowie der Stetigkeit des Maÿes µ von oben, siehe Lemma 6.1.9(a).Tatsä
hli
h erweisen si
h diese beiden Eigens
haften s
hon als ents
heidend:7Mit A△B = (A \ B) ∪ (B \ A) bezei
hnen wir die symmetris
he Di�erenz von A und B.



72 KAPITEL 6. MAßTHEORIESatz 6.3.2. Zu jeder monoton steigenden, re
htsseitig stetigen Abbildung F : R → R gibt esgenau ein Maÿ µ auf (R,B) mit F (t) − F (s) = µ((s, t]) für alle s, t ∈ R mit s < t.Beweis. Es sei J die Menge aller Intervalle (s, t] mit −∞ ≤ s ≤ t <∞ und aller Intervalle (s,∞)mit −∞ ≤ s ≤ ∞. Ferner sei a(J ) die von J erzeugte Algebra, das heiÿt die kleinste Algebra,die J enthält. Man kann lei
ht zeigen, dass a(J ) aus allen endli
hen disjunkten Vereinigungender Intervalle in J besteht. Wir de�nieren
µ((s, t]) = F (t) − F (s), −∞ ≤ s ≤ t <∞,

µ((s,∞)) = F (∞) − F (s), −∞ ≤ s <∞,wobei wir F (∞) = limt→∞ F (t) ∈ (−∞,∞] und F (−∞) = lims→−∞ F (s) ∈ [−∞,∞) setzen.Natürli
h können wir µ sofort lei
ht auf a(J ) erweitern: Eine disjunkte Vereinigung von Interval-len dieser Form erhält als µ-Wert natürli
h die Summe der µ-Werte der Intervalle. Es ist evident,dass µ ein Inhalt auf a(J ) ist. O�ensi
htli
h ist µ au
h σ-endli
h, denn R =
⋃

n∈N(−n, n], und
µ((−n, n]) = F (n) − F (−n) <∞.Na
h dem Satz von Carathéodory genügt es zu zeigen, dass µ ein Prämaÿ auf a(J ) ist. DieseEigens
haft zeigen wir nur für den Fall −∞ < F (−∞) < F (∞) <∞, der allgemeine Fall ist eineÜbungsaufgabe. Na
h Lemma 6.2.6 müssen wir zeigen, dass µ(An) → 0 für jede Folge (An)n∈Nin a(J ) mit An ↓ ∅ gilt. Dies beweisen wir indirekt: Sei (An)n∈N eine fallende Folge in a(J ) mit
a = limn→∞ µ(An) > 0, dann werden wir zeigen, dass ⋂

n∈N An 6= ∅ gilt.(i) Zunä
hst zeigen wir, dass für jedes Intervall I ∈ J und jedes ε > 0 ein Intervall I ′ ∈ Jund ein kompaktes Intervall L existieren mit
I ′ ⊂ L ⊂ I und µ(I ′) ≥ µ(I) − ε. (6.3.1)Im Fall I = (s, t] mit s, t ∈ R wählen wir I ′ = (s′, t] und L = [(s + s′)/2, t], wobei s′ ∈ (s, t)so gewählt wurde, dass F (s′) ≤ F (s) + ε gilt. Dann ist o�ensi
htli
h (6.3.1) erfüllt. Im Fall

I = (−∞, t] wählen wir ein s′ ∈ (−∞, t] mit F (s′) ≤ F (−∞) + ε und setzen I ′ = (s′, t] und
L = [s′ − 1, t]. Die Fälle I = (s,∞) und I = R gehen analog.(ii) Jedes An ∈ a(J ) ist eine endli
he Vereinigung von Intervallen in J . Aus (i) folgt daher,dass wir Bn ∈ a(J ) und eine kompakte Menge Kn ⊂ R �nden können mit Bn ⊂ Kn ⊂ An und
µ(Bn) ≥ µ(An) − a2−n−1.(iii) Es gilt für jedes n ∈ N

An \ (B1 ∩ · · · ∩Bn) = (A1 ∩ · · · ∩An) \ (B1 ∩ · · · ∩Bn) ⊂
n⋃

i=1

(Ai \Bi)und daher au
h
µ(B1 ∩ · · · ∩Bn) ≥ µ(An) − µ

( n⋃

i=1

(Ai \Bi)
)

≥ µ(An) −
n∑

i=1

µ(Ai \Bi) ≥ a−
n∑

i=1

a2−i−1 ≥ a/2.



6.4. MESSBARE ABBILDUNGEN 73Daher ist B1∩· · ·∩Bn 6= ∅ für jedes n ∈ N. Wegen Bn ⊂ Kn ist au
h die MengeKn = K1∩· · ·∩Knni
ht leer für jedes n ∈ N. Da (Kn)n∈N eine absteigende Folge ni
htleerer kompakter Mengen ist,ist ihr S
hnitt ⋂
n∈NKn ni
ht leer. Wegen Kn ⊂ An ist au
h ⋂

n∈NAn ni
ht leer, und das war zuzeigen.Na
hzutragen ist no
h, dass µ im Falle F (∞)−F (−∞) = 1 ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist.In diesem Fall kann man ohne Eins
hränkung voraus setzen, dass F (−∞) = 0 gilt, und mannennt F die Verteilungsfunktion von µ. Wir haben dann µ((−∞, t]) = F (t) für jedes t ∈ R.Ferner haben wir endli
h einen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis für das Lebesgue-Maÿ, sieheBeispiel 6.1.8:Korollar 6.3.3 (Lebesgue-Maÿ). Es gibt genau ein Maÿ λ auf (R,B) mit λ((s, t]) = t− s füralle s < t. Dieses Maÿ λ heiÿt das Lebesgue-Maÿ auf R.Beweis. Wir wenden Satz 6.3.2 auf F (t) = t an.Korollar 6.3.4 (stetige Di
hten). Es sei f : R → [0,∞) eine stetige ni
htnegative Funktion,so dass das Riemann-Integral ∫ b
a f(x) dx endli
h ist für alle a, b ∈ R mit a < b. Dann existiertgenau ein Maÿ µf auf (R,B) mit µf ((a, b]) =

∫ b
a f(x) dx für alle a < b. Wir sagen, µf habe dieDi
hte f .Beweis. Wir wenden Satz 6.3.2 auf F (t) =

∫ t
−∞ f(x) dx an.Das Beispiel aus Korollar 6.3.4 kann man stark verallgemeinern; siehe Abs
hnitt 6.6.6.4 Messbare AbbildungenBei Abbildungen zwis
hen messbaren Räumen muss die Kompatibilität mit den jeweiligen σ-Algebren bea
htet werden.De�nition 6.4.1 (messbare Abbildung). Es seien (Ω,F) und (Ω′,F ′) zwei messbare Räume.Eine Abbildung f : Ω → Ω′ heiÿt F-F ′-messbar oder au
h nur kurz messbar, falls für jedes

A ∈ F ′ das Urbild f−1(A) = {ω ∈ Ω: f(ω) ∈ A} in F liegt.Eine Abbildung f : Ω → Ω′ heiÿt also messbar, falls die Urbild-σ-Algebra
f−1(F ′) = {f−1(A) : A ∈ F ′}eine Teilmenge von F ist. Im Fall (Ω′,F ′) = (R,B) spre
hen wir au
h einfa
h von F-Messbarkeitoder von Borel-Messbarkeit.Bemerkung 6.4.2. Wenn über Ω a priori keine σ-Algebra existiert, so kann man mit Hilfe einesmessbaren Raums (Ω′,F ′) und einer Abbildung f : Ω → Ω′ über Ω eine σ-Algebra erklären, indemman F = σ(f) = f−1(F ′) setzt. Diese σ-Algebra ist die kleinste σ-Algebra über Ω, so dass fbezügli
h ihr messbar ist. Man nennt σ(f) au
h die dur
h f auf Ω erzeugte σ-Algebra. 3



74 KAPITEL 6. MAßTHEORIEFür das Urbild f−1(A) werden wir man
hmal au
h abkürzend {f ∈ A} s
hreiben. Darüberhinaus werden wir au
h folgende Konventionen benutzen:
{f < t} = {ω ∈ Ω: f(ω) < t},
{f = g} = {ω ∈ Ω: f(ω) = g(ω)},
{f = 0} = {ω ∈ Ω: f(ω) = 0}und so weiter.Es ist im Folgenden bequem, den Werteberei
h R = R ∪ {∞} ∪ {−∞} zuzulassen. EineFunktion f : Ω → R belegen wir au
h mit der unsinnigen, aber übli
hen Bezei
hnung numeris
h.Auf R betra
hten wir die σ-Algebra B, die von B, {∞} und {−∞} erzeugt wird. Eine F-B-messbare Funktion ist dann also eine messbare numeris
he Funktion.Es ist s
hli
ht unmögli
h, alle Urbildmengen f−1(A) auf Zugehörigkeit zu F zu prüfen.Glü
kli
herweise kann man si
h stark eins
hränken:Lemma 6.4.3. Eine Abbildung f : Ω → Ω′ ist genau dann F-F ′-messbar, wenn es ein Erzeu-gendensystem C von F ′ gibt mit f−1(C) ⊂ F .Beweis. Man weist lei
ht als Übungsaufgabe na
h, dass das System
Af = {A ⊂ Ω′ : f−1(A) ∈ F}eine σ-Algebra ist. Da na
h Voraussetzung C ⊂ Af gilt, gilt au
h F ′ = σ(C) ⊂ Af . Dies aberbedeutet, dass f−1(F ′) ⊂ F gilt.Insbesondere ist eine Abbildung f : Ω → R s
hon Borel-messbar, wenn für alle t ∈ R gilt:

{ω ∈ Ω: f(ω) ≤ t} = f−1((−∞, t]) ∈ F , denn die Intervalle (−∞, t] bilden ein Erzeugendensy-stem von B.Messbarkeit wird unter nahezu allen nur denkbaren sinnvollen Operationen erhalten. Wirsammeln diese Ergebnisse in den folgenden Lemmata.Lemma 6.4.4. Hintereinanderausführungen von messbaren Funktionen sind messbar. Ausführ-li
h: Falls (Ωi,Fi) mit i = 1, 2, 3 drei messbare Räume sind und f1 : Ω1 → Ω2 sowie f2 : Ω2 → Ω3messbar sind, so ist au
h f2 ◦ f1 : Ω1 → Ω3 messbar.Beweis. Dies folgt lei
ht aus (f2 ◦ f1)
−1(A) = f−1

1 (f−1
2 (A)) ∈ F1 für A ∈ F3.Lemma 6.4.5. Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum und (fn)n∈N eine Folge messbarer numeris
herFunktionen auf Ω. Dann sind f = lim infn→∞ fn und f = lim supn→∞ fn ebenfalls messbarenumeris
he Funktionen. Falls alle fn reellwertig sind und f ebenfalls, so ist f Borel-messbar,analog für f . Insbesondere sind (punktweise) Grenzwerte von messbaren Funktionen messbar.Beweis. Wir zeigen die Aussage nur für f . Es genügt zu zeigen, dass {ω ∈ Ω: f(ω) ≤ t} ∈ F fürjedes t ∈ R. Es ist f = limn→∞ infm≥n fm, wobei dieser Grenzwert monoton steigend ist. Alsokönnen wir s
hreiben:

{ω : f(ω) ≤ t} =
⋂

n∈N

{
ω : inf

m≥n
fm(ω) ≤ t

}
=

⋂

n∈N

⋂

k∈N

{
ω : inf

m≥n
fm(ω) < t+

1

k

}

=
⋂

n∈N

⋂

k∈N

⋃

m∈N : m≥n

{
ω : fm(ω) < t+

1

k

}
∈ F .



6.4. MESSBARE ABBILDUNGEN 75Messbarkeit erhält si
h au
h unter allen algebrais
hen Verknüpfungen:Lemma 6.4.6. (a) Jede konstante Funktion ist messbar.(b) Sind f und g messbare Funktionen, so sind au
h f + g und fg messbar.(
) Sind f und g messbare Funktionen und g(ω) 6= 0 für jedes ω, so ist f/g messbar.(d) Falls A eine messbare Menge ist, so ist die Indikatorfunktion 1lA messbar.Hierbei ist die Indikatorfunktion 1lA : Ω → R auf einer Menge A ⊂ Ω de�niert dur
h
1lA(ω) =

{
1, falls ω ∈ A,

0 sonst.Beweis von Lemma 6.4.6. Die Aussagen (a) und (d) sind klar. O�ensi
htli
h ist die Menge
{f < g} =

⋃

q∈Q

{f < q} ∩ {q < g}messbar, wenn f und g messbar sind, und lei
ht sieht man au
h die Messbarkeit der Mengen {f ≤
g}, {f = g} und {f 6= g} ein. Au
h sieht man lei
ht die Messbarkeit von α+ τg für alle α, τ ∈ R.Die Messbarkeit von f + g folgt dann aus der Messbarkeit der Menge {f + g ≤ t} = {f ≤ t− g}für jedes t ∈ R. Dass fg messbar ist, sieht man an der Darstellung fg = 1

4 (f + g)2 − 1
4(f − g)2,denn au
h die Messbarkeit von Quadraten messbarer Funktionen ist lei
ht zu sehen. Der Beweisvon (
) ist eine Übungsaufgabe.Bemerkung 6.4.7 (Borel-σ-Algebren). Die Borel-σ-Algebra kann natürli
herweise auf jedemtopologis
hen Raum Ω de�niert werden als die von dem System der o�enen Mengen erzeugte σ-Algebra. Dies erzwingt auf natürli
he Weise eine Kompatibilität mit der Stetigkeit: Jede stetigeAbbildung zwis
hen messbaren Räumen, die mit der entspre
henden Borel-σ-Algebra versehensind, ist messbar. Dies folgt direkt aus der Tatsa
he, dass die Urbilder o�ener Mengen unterstetigen Abbildungen o�en sind, in Kombination mit Lemma 6.4.3. 3Lemma 6.4.8. Ist f eine messbare Funktion, so sind f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0} und

|f | messbar.Beweis. Man kombiniere Lemma 6.4.4, Lemma 6.4.6 und Bemerkung 6.4.7.De�nition 6.4.9 (einfa
he Funktion). Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum. Eine einfa
he Funk-tion ist eine endli
he Linearkombination von Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen, d. h.eine Funktion der Form ∑n
i=1 ai1lAi mit n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R und A1, . . . , An ∈ F .Die Menge der einfa
hen Funktionen ist o�ensi
htli
h abges
hlossen gegen (punktweise) Ad-dition, Multiplikation, Maximum- und Minimumbildung. Mit ihnen kann man alle ni
htnegativenmessbaren numeris
hen Funktionen approximieren dur
h monotone Grenzwertbildung:



76 KAPITEL 6. MAßTHEORIELemma 6.4.10. Für jede ni
htnegative messbare numeris
he Funktion f gibt es eine monotonwa
hsende Folge von einfa
hen Funktionen f1, f2, f3, . . . mit fn ↑ f für n→ ∞.Beweis. Wähle
fn =

n2n∑

k=1

(k − 1)2−n1l{(k−1)2−n≤f<k2−n} + n1l{f≥n}.Mit diesem Ergebnis kann man die Menge aller messbaren numeris
hen Funktionen wie folgt
harakterisieren:Satz 6.4.11. Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum und Γ eine Menge von ni
htnegativen messbarennumeris
hen Funktionen mit den folgenden Eigens
haften:(i) Falls f, g ∈ Γ und a, b ∈ (0,∞), so gilt af + bg ∈ Γ.(ii) Falls f1, f2, f3, · · · ∈ Γ mit fn ↑ f für n→ ∞, so gilt f ∈ Γ.(iii) Γ enthält alle Indikatorfunktionen 1lA mit A ∈ F .Dann ist Γ die Menge aller ni
htnegativen messbaren numeris
hen Funktionen.Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass Γ alle ni
htnegativen einfa
hen Funktionen enthält. Mit (ii)und Lemma 6.4.10 folgt die Aussage.Satz 6.4.11 wird routinemäÿig für diverse Beweise über Eigens
haften messbarer Funktionenoder verwandter Objekte eingesetzt werden. Wenn gezeigt werden soll, dass alle ni
htnegati-ven messbaren numeris
hen Funktionen eine gewisse Eigens
haft besitzen, so rei
ht es also zuzeigen, dass alle ni
htnegativen einfa
hen Funktionen diese Eigens
haft besitzen und dass dieseEigens
haft si
h erhält unter Bildung von Linearkombinationen und monotonen Grenzwerten.6.5 IntegrationIn diesem Abs
hnitt sei ein σ-endli
her Maÿraum (Ω,F , µ) vorgegeben. Wir wollen das Integral∫
Ω f dµ von messbaren Funktionen f : Ω → R bezügli
h µ einführen. Dies ma
hen wir in dreiS
hritten:(i) für einfa
he Funktionen dur
h eine o�ensi
htli
he Formel,(ii) für ni
htnegative Funktionen dur
h monotonen Grenzübergang,(iii) für beliebige Funktionen dur
h Zerlegung in Positiv- und Negativteil.Dieses Vorgehen ist fundamental in der Integrationstheorie, und es wird si
h später an vielenStellen zeigen, dass es au
h ein e�ektives Beweisgerüst liefert für eine Vielzahl von Aussagenüber Integrale messbarer Funktionen (siehe au
h die Bemerkung na
h Satz 6.4.11).



6.5. INTEGRATION 77De�nition 6.5.1 (De�nition des Integrals).(i) Das Integral einer ni
htnegativen einfa
hen Funktion f =
∑n

i=1 ai1lAi mit A1, . . . , An ∈ Fund a1, . . . , an > 0 wird de�niert als
∫
f dµ =

n∑

i=1

aiµ(Ai).(ii) Das Integral einer ni
htnegativen messbaren numeris
hen Funktion f : Ω → [0,∞] wirdde�niert als ∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ ∈ [0,∞],wobei (fn)n∈N eine Folge ni
htnegativer einfa
her Funktionen sei mit fn ↑ f .(iii) Sei f : Ω → R messbar und numeris
h, so dass ∫
f+ dµ <∞ und ∫

f− dµ <∞. In diesemFall nennen wir f integrierbar bezügli
h µ, und das Integral von f wird de�niert als
∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµWir s
hreiben L1(Ω,F , µ) (oder au
h kurz L1(µ) oder einfa
h nur L1) für die Menge allerbezügli
h µ integrierbaren Funktionen.Es sind etli
he Bemerkungen notwendig:Bemerkung 6.5.2. (a) Um zu zeigen, dass De�nition 6.5.1(i) sinnvoll ist, muss man zeigen,dass der Ausdru
k ∑n

i=1 aiµ(Ai) ni
ht von der gewählten Darstellung f =
∑n

i=1 ai1lAiabhängt. Dies kann man lei
ht tun, na
hdem man si
h überlegt hat, dass man ohne Ein-s
hränkung davon ausgehen kann, dass die Mengen A1, . . . , An paarweise disjunkt sind;siehe au
h [Ba91, Lemma 10.2℄.(b) Eine ähnli
he, aber etwas s
hwierigere Aufgabe hat man bei De�nition 6.5.1(ii): Man musszeigen, dass der Ausdru
k limn→∞
∫
fn dµ ni
ht von der gewählten Folge (fn)n∈N abhängt.(Die Existenz einer sol
hen Folge wird ja dur
h Lemma 6.4.10 garantiert.) Man zeige dies alsÜbungsaufgabe oder konsultiere [Ba91, Korollar 11.2℄. Wir weisen darauf hin, dass dieseshier von uns unter den Tis
h gekehrte te
hnis
he Detail die eigentli
he S
hwierigkeit istbeim Beweis der folgenden Resultate in Lemma 6.5.4 und den Sätzen 6.8.1 und 6.8.6. Mankönnte au
h das Integral einer ni
htnegativen messbaren Funktion de�nieren als Supremumaller Integrale messbarer ni
htnegativer einfa
her Funktionen, die ni
ht gröÿer sind als diebetra
htete Funktion, und vers
hiebt die oben genannte S
hwierigkeit.(
) Statt ∫

f dµ s
hreibt man au
h oft ausführli
her ∫
Ω f(ω)µ(dω) oder ∫

Ω f(ω) dµ(ω).(d) Für ni
htnegative numeris
he messbare Funktionen f ist ∫
f dµ also immer de�niert, aberes kann glei
h∞ sein. Eine beliebige numeris
he messbare Funktion f nennt man man
hmalau
h no
h dann integrierbar (allerdings nur in unbestimmtem Sinn), wenn ∫

f+ dµ = ∞und ∫
f− dµ <∞ (dann mit Wert ∫

f dµ = ∞) oder wenn ∫
f+ dµ <∞ und ∫

f− dµ = ∞(dann mit Wert ∫
f dµ = −∞).



78 KAPITEL 6. MAßTHEORIE(e) Falls f ≥ 0 und µ({ω : f(ω) = ∞}) > 0, so gilt ∫
f dµ = ∞, wie man lei
ht als eineÜbungsaufgabe zeigt.(f) Für eine messbare Menge A ∈ F setzt man ∫

A f dµ =
∫
(f1lA) dµ.(g) Falls g : Ω → [0,∞] ni
htnegativ und integrierbar ist und f eine numeris
he messbareFunktion mit |f | ≤ g, so ist au
h f integrierbar.(h) Die Abbildung f 7→

∫
f dµ ist linear und monoton (man
hmal au
h isoton genannt), d. h.für a, b ∈ R und integrierbare Funktionen f und g ist au
h af + bg integrierbar mit∫

(af + bg) dµ = a
∫
f dµ + b

∫
g dµ, und falls f ≤ g, ist ∫

f dµ ≤
∫
g dµ. Insbesondereist L1(Ω,F , µ) ein Vektorraum. Die Linearität sieht man lei
ht für einfa
he Funktionendirekt ein, dur
h Grenzübergang überträgt sie si
h lei
ht auf ni
htnegative Funktionen,und der allgemeine Fall folgt wiederum lei
ht dur
h Zerlegung in Positiv- und Negativteilunter Benutzung der Dreie
ksunglei
hung und Bemerkung (g). Dies ist unser erstes Beispielfür ein Beweisverfahren, das strukturell dem Prinzip der De�nition 6.5.1 folgt und formalmit Hilfe von Satz 6.4.11 dur
hgeführt wird. Die Monotonie sieht man dur
h Anwendungder Linearität auf die ni
htnegative Funktion g − f .(i) Falls µ = P ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist, so s
hreiben wir au
h E(f) (oder EP(f), falls

P betont werden soll) statt ∫
f dP und nennen E(f) den Erwartungswert von f .

3Bemerkung 6.5.3 (fast überall, fast si
her). Eine wi
htige, oft benutzte Begri�sbildung imZusammenhang mit Eigens
haften in Bezug auf Elemente in Ω ist die folgende. Wir sagen, eineEigens
haft gilt µ-fast überall oder kurz µ-f. ü., falls die Menge derjenigen ω, für die sie ni
ht gilt,eine µ-Nullmenge ist; siehe De�nition 6.2.10. Falls also z. B. zwei messbare Funktionen f und gsi
h nur auf einer µ-Nullmenge von einander unters
heiden, d. h. wenn µ({ω : f(ω) 6= g(ω)}) = 0,so s
hreiben wir f = g µ-f. ü. In dem Fall, dass µ = P ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist, sagen wir
P-fast si
her und s
hreiben P-f. s. 3Lemma 6.5.4. Es seien f, g ∈ L1. Dann gelten:(a) Falls f = g µ-f. ü., so gilt ∫

f dµ =
∫
g dµ.(b) Falls f ≥ g und ∫

f dµ =
∫
g dµ, so gilt f = g µ-f. ü.Beweis. (a) Dur
h Zerlegung in Positiv- und Negativteil können wir annehmen, dass f und

g ni
htnegativ sind. Es sei (fn)n∈N eine Folge von einfa
hen Funktionen mit fn ↑ f . Für die(messbare) Menge D = {ω ∈ Ω: f(ω) = g(ω)} gelten µ(Dc) = 0 und 1lDfn ↑ 1lDf = 1lDg. Manbea
hte, dass für jede einfa
he Funktion h gilt: ∫
D hdµ =

∫
hdµ. Insbesondere ist ∫

D fn dµ =∫
fn dµ für jedes n ∈ N, und der Grenzübergang n → ∞ lässt ∫

D f dµ =
∫
f dµ folgen. Analoggilt ∫

D g dµ =
∫
g dµ. Wegen 1lDf = 1lDg folgt die Aussage.(b) Na
h Voraussetzung gelten f−g ≥ 0 und ∫

(f−g) dµ = 0. Es genügt also, den Fall g = 0zu betra
hten. Für n ∈ N sei An = {f ≥ 1
n}. Dann gilt f ≥ 1

n1lAn . Aus ∫
f dµ = 0 folgt somit∫

1
n1lAn dµ = 1

nµ(An) = 0, also µ(An) = 0. Da {f > 0} =
⋃

n∈NAn eine abzählbare Vereinigungvon Nullmengen ist, ist {f > 0} na
h Lemma 6.2.11 selber eine.Bemerkung 6.5.5 (Riemann-Integral). Die Integration bezügli
h des Lebesgue-Maÿes λn auf
(Rn,Bn) wird Lebesgue-Integration genannt. Der gröÿte und wi
htigste Unters
hied zum Riemann-Integral ist, dass die Unterteilungen beim Riemann-Integral im De�nitionsberei
h gema
ht wer-den und beim Lebesgue-Integral im Werteberei
h. Das Riemann-Integral kommt ni
ht von einem



6.6. BILDMAßE UND DICHTEN 79Maÿ her, denn dieser Integralbegri� ist ni
ht kompatibel mit abzählbaren Operationen.8 Trotz-dem gibt es enge Zusammenhänge zwis
hen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral. Wirzitieren die wi
htigsten Tatsa
hen (Beweis siehe etwa [Ba91, Satz 16.4 und Korollar 16.5℄):(a) Jede auf einem kompakten Intervall messbare, Riemann-integrierbare Funktion ist au
hLebesgue-integrierbar, und die beiden Integrale stimmen überein.(b) Jede auf einem unbes
hränkten Intervall I messbare ni
htnegative Funktion, die über jedeskompakte Teilintervall Riemann-integrierbar ist, ist genau dann Lebesgue-integrierbar über
I, wenn ihr uneigentli
hes Riemann-Integral über I existiert, und die beiden Integralestimmen dann überein.Dass man in (b) ni
ht auf die Ni
htnegativität verzi
hten kann, sieht man an dem Beispiel

(0,∞) ∋ x 7→ 1
x sinx. 36.6 Bildmaÿe und Di
htenMit Hilfe von messbaren Abbildungen kann man aus gegebenen Maÿen weitere Maÿe konstruie-ren. Wir stellen die beiden wi
htigsten Prinzipien hier vor.BildmaÿeEs sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum und (Ω′,F ′) ein weiterer messbarer Raum. Ferner sei f : Ω → Ω′eine messbare Funktion. Wir de�nieren µ ◦ f−1 : F ′ → [0,∞] dur
h

µ ◦ f−1(A) = µ
(
f−1(A)

)
, A ∈ F ′, (6.6.1)wobei f−1(A) wie immer das Urbild von A unter f bezei
hnet.Satz 6.6.1. (a) µ ◦ f−1 ist ein Maÿ. Falls µ ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist, so au
h µ ◦ f−1.(b) Für jede ni
htnegative messbare numeris
he Funktion φ : Ω′ → [0,∞] gilt

∫

Ω′

φd(µ ◦ f−1) =

∫

Ω
(φ ◦ f) dµ. (6.6.2)(
) Für jede messbare Funktion φ : Ω′ → R gilt

φ ∈ L1(Ω′,F ′, µ ◦ f−1) ⇐⇒ φ ◦ f ∈ L1(Ω,F , µ),und in diesem Fall gilt (6.6.2) ebenfalls.Beweis. (a) folgt aus den allgemein gültigen Re
henregeln für die Abbildung f−1 : F ′ → F .Die Aussage (b) für Indikatorfunktionen φ = 1lA mit A ∈ F ′ folgt direkt aus der De�nition(6.6.1), und die allgemeine Aussage (b) folgt mit Satz 6.4.11 auf die übli
he Weise. (
) ergibt si
hdirekt aus einer Anwendung von (b) auf |φ|, und die Formel (6.6.2) für allgemeine integrierbareFunktionen zeigt man lei
ht dur
h Zerlegung in Positiv- und Negativteil.8Zum Beispiel ist 1l{ω} für jedes ω ∈ [0, 1] Riemann-integrierbar, aber ni
ht die abzählbare Summe 1lQ∩[0,1] =P
ω∈Q∩[0,1] 1l{ω}.



80 KAPITEL 6. MAßTHEORIEDe�nition 6.6.2 (Bildmaÿ). Das Maÿ µ ◦ f−1 heiÿt das dur
h f induzierte Maÿ oder dasBildmaÿ von µ unter f . Es sind au
h die S
hreibweisen µf−1 und f(µ) gebräu
hli
h.Falls das Bildmaÿ µ ◦ f−1 σ-endli
h ist, so au
h µ, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinenni
ht (Übungsaufgabe).Di
htenNun kommt die na
h Korollar 6.3.4 angekündigte starke Verallgemeinerung des Begri�s derDi
hte. Wir erinnern uns, dass B die Borel-σ-Algebra auf R bezei
hnet.De�nition 6.6.3 (Di
hten). Es seien µ und ν zwei Maÿe auf einem messbaren Raum (Ω,F).Eine F-B-messbare Abbildung ϕ : Ω → [0,∞) heiÿt eine Di
hte von ν bezügli
h µ, wenn ν(A) =∫
A ϕdµ für alle A ∈ F gilt. Wir s
hreiben dann au
h ϕ = dν

dµ und dν = ϕdµ.Wenn ϕ eine Di
hte von ν bezügli
h µ ist, dann ist jede messbare Abbildung φ : Ω → Rgenau dann ν-integrierbar, wenn φϕ integrierbar bezügli
h µ ist.Lemma 6.6.4. Es seien µ und ν zwei Maÿe auf einem messbaren Raum (Ω,F). Falls eine Di
htevon ν bezügli
h µ existiert, so ist sie eindeutig bis auf Glei
hheit µ-f. ü.Beweis. Seien ϕ1 und ϕ2 zwei Di
hten von ν bezügli
h µ. Wir betra
hten die messbare Menge
A = {ϕ1 > ϕ2} = {ω ∈ Ω: ϕ1(ω) > ϕ2(ω)}. Dann gilt

∫
1lA(ϕ1 − ϕ2) dµ =

∫

A
ϕ1 dµ−

∫

A
ϕ2 dµ = ν(A) − ν(A) = 0.Wegen 1lA(ϕ1 − ϕ2) ≥ 0 folgt mit Lemma 6.5.4(b), dass 1lA(ϕ1 − ϕ2) = 0 µ-f. ü., also ϕ1 ≤ ϕ2

µ-f. ü. Die komplementäre Unglei
hung ϕ1 ≥ ϕ2 µ-f. ü. folgt analog.Bemerkung 6.6.5 (Absolutstetigkeit). Wenn ν eine Di
hte ϕ bezügli
h µ hat, so sind alle µ-Nullmengen au
h ν-Nullmengen. Den letzteren Sa
hverhalt drü
ken wir au
h aus mit der Notati-on ν ≪ µ und sagen dass ν absolutstetig bezügli
h µ sei. Der berühmte Satz von Radon-Nikodym(den wir ni
ht behandeln werden) dreht die Aussage um: Falls ν ≪ µ, so existiert eine Di
htevon ν bezügli
h µ. 3Diskrete Maÿe (siehe Beispiel 6.1.10) haben keine Di
hten bezügli
h des Lebesgue-Maÿes.Ein Maÿ kann dur
haus aus einem diskreten und einem absolutstetigen Anteil bestehen. Es folgendie wi
htigsten Beispiele mit Di
hten:Beispiel 6.6.6 (Lebesgue-Di
hten). Wi
htige Beispiele von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen auf R mitLebesgue-Di
hten sind die folgenden:Normalverteilung N (a, σ2) ϕa,σ2(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

} Parameter a ∈ R, σ > 0,Exponentialverteilung ϕα(x) = αe−αx1l[0,∞)(x), Parameter α > 0,Cau
hy-Verteilung ϕc(x) =
c

π(c2 + x2)
, Parameter c > 0.
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3Beispiel 6.6.7 (mehrdimensionale Normalverteilung). Die Standardnormalverteilung N auf demmessbaren Raum (Rn,Bn) ist de�niert als das Maÿ, das die Di
hte

ϕ(x) = (2π)−n/2 exp
{
−1

2

n∑

i=1

x2
i

}
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,besitzt. Jedes Bildmaÿ N ◦ f−1 mit einer a�nen Abbildung f : Rn → Rn, d. h. f(x) = Ax + bmit einer n × n-Matrix A und einem Vektor b ∈ Rn, heiÿt eine Normalverteilung. Dieses Maÿ

N ◦ f−1 besitzt genau dann eine Di
hte, wenn A invertierbar ist, und zwar ist dann eine Di
htegegeben dur
h
ϕb,Σ(x) =

1√
(2π)n det Σ

exp
{
−1

2
(x− b)TΣ−1(x− b)

}
, x ∈ Rn,wobei Σ = AAT. Falls nämli
h A ni
ht invertierbar ist, ist das Bild f(Rn) in einer a�nenHyperebene enthalten, besitzt also das Maÿ Null unter λn, aber es gilt N ◦f−1(f(Rn)) = 1. Alsohat N ◦f−1 keine Lebesgue-Di
hte. Wenn andererseits A invertierbar ist, so ist au
h f : Rn → Rnbijektiv, und der Transformationssatz für lineare Transformationen unter dem Lebesgue-Maÿ (deraus der Analysis bekannt sein sollte) impliziert die Aussage.Daher s
hreibt man oft au
h N (b,Σ) an Stelle von N ◦ f−1, und dann ist N = N (0, I),wobei I die n× n-Einheitsmatrix ist. 36.7 Die Lp-RäumeEs sei (Ω,F , µ) ein beliebiger Maÿraum. In diesem Abs
hnitt führen wir die zur Potenz p ≥ 1integrierbaren Funktionen ein und leiten ein paar wi
htige Unglei
hungen her.Für eine messbare numeris
he Funktion f : Ω → R und p ∈ [1,∞] de�nieren wir

‖f‖p =

{(∫
Ω |f |p dµ

) 1
p , falls p <∞,

sup{a ≥ 0: µ(|f | ≥ a) > 0}, falls p = ∞,und
Lp(Ω,F , µ) = Lp(µ) = {f : f ist messbar und numeris
h mit ‖f‖p <∞}.Dies ist o�ensi
htli
h eine Erweiterung der De�nition von L1. Man überlegt si
h als Übungs-aufgabe, dass ‖f‖∞ = min{c ≥ 0: |f | ≤ c µ-f.ü.}, d. h. ‖f‖∞ = c gilt genau dann, wenn eseine Nullmenge N gibt mit supNc |f | = c, d. h. ‖f‖∞ ist das Supremum von |f | auÿerhalb einer

µ-Nullmenge.Eines unserer Ziele ist es, (Lp, ‖ · ‖p) als einen normierten Raum aufzufassen. Immerhin ist
‖ · ‖p positiv homogen (d. h. ‖αf‖p = |α|‖f‖p für α ∈ R und f ∈ Lp(µ)), und in Satz 6.7.8werden wir die Gültigkeit der Dreie
ksunglei
hung zeigen. Allerdings ist ‖ · ‖p ni
ht de�nit, dennaus Lemma 6.5.4 folgt: ‖f‖p = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-f. ü. Dies bringt uns auf die Idee, zu dem folgendenQuotientenraum über zu gehen: Mit

N = {f ∈ Lp(µ) : f = 0 µ-fast überall}



82 KAPITEL 6. MAßTHEORIEde�nieren wir
Lp(Ω,F , µ) = Lp(µ) = Lp(Ω,F , µ)/N ,also ist Lp(µ) die Menge aller Äquivalenzklassen von Lp(µ) bezügli
h der Äquivalenzrelation`Glei
hheit µ-fast überall'. Für eine Klasse [f ] ∈ Lp(µ) setzen wir ‖[f ]‖p = ‖f‖p, und wiederumLemma 6.5.4 sagt uns, dass diese De�nition sinnvoll ist, d. h. ni
ht vom gewählten Vertreter fabhängt.Satz 6.7.1. Für jedes p ∈ [1,∞] ist (Lp(µ), ‖ · ‖p) ein Bana
hraum. Im Spezialfall p = 2 ist

(L2(µ), ‖ · ‖2) ein Hilbertraum mit dem dur
h 〈[f ], [g]〉 =
∫
fg dµ de�nierten Skalarprodukt.Den Beweis von Satz 6.7.1 werden wir ni
ht ausformulieren, insbesondere die Vollständigkeitwerden wir hier ni
ht beweisen (siehe dazu etwa [Ba91, Paragraf 15℄). Die Dreie
ksunglei
hungfür ‖ · ‖p wird in Satz 6.7.8 bewiesen, und daraus folgen au
h die Vektorraumeigens
haften. Dass

〈·, ·〉 ein wohlde�niertes Skalarprodukt ist, das die Norm ‖·‖2 induziert, zeigt man auf elementareWeise.Wir diskutieren nun die Jensen's
he Unglei
hung, eine der wi
htigsten Unglei
hungen derWahrs
heinli
hkeitstheorie, und ein paar Anwendungen. Wir erinnern (siehe Bemerkung 6.5.2),dass wir E(X) statt ∫
X dP s
hreiben, wenn P ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist.Satz 6.7.2 (Jensen's
he Unglei
hung). Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, und essei X : Ω → R integrierbar. Ferner sei I ⊂ R ein Intervall und ϕ : I → R eine konvexe Funktion.Es gelte P(X /∈ I) = 0. Dann gilt

E(ϕ ◦X) ≥ ϕ
(
E(X)

)
.Beweis. In dem Fall, dass E(X) im Innern von I liegt, gibt es eine Gerade unterhalb des Grafenvon ϕ, die dur
h den Punkt (E(X), ϕ(E(X))) geht und eine Steigung α hat:

ϕ(y) ≥ α(y − E(X)) + ϕ(E(X)), y ∈ I.Nun ersetzen wir y dur
h X(ω) und integrieren über ω, um zu erhalten:
E(ϕ ◦X) =

∫
ϕ(X(ω)) P(dω) ≥ α

∫
(X(ω) − E(X)) P(dω) +

∫
ϕ(E(X)) P(dω) = ϕ

(
E(X)

)
.Im anderen Fall, wo E(X) ein Randpunkt von I ist, gilt X = E(X) P-fast si
her, und dieBehauptung gilt trivialerweise.Daraus sieht man lei
ht als Übungsaufgabe, dass für endli
he Maÿräume bei wa
hsendem pdie Lp- und die Lp-Räume absteigend in einander enthalten sind:Korollar 6.7.3. Es sei (Ω,F , µ) ein endli
her Maÿraum. Dann gelten für 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞die Inklusionen Lp′(µ) ⊂ Lp(µ) und Lp′(µ) ⊂ Lp(µ). Falls µ(Ω) = 1, so ist die Abbildung

[1,∞] → [0,∞], p 7→ ‖f‖p für jede messbare numeris
he Funktion f monoton ni
htfallend.Bemerkung 6.7.4 (Entropien). Die relative Entropie eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes P bezüg-li
h eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes P̃ de�nieren wir dur
h
H

(
P | P̃

)
=

∫
log

dP

dP̃
dP,
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hte dP

deP existiert, und H(P | P̃) = ∞ sonst. Als eine einfa
he Übungsaufgabe wendetman die Jensen's
he Unglei
hung auf die konvexe Abbildung x 7→ x log x an, um zu zeigen,dass die Entropie ni
ht negativ ist. Auÿerdem ist lei
ht zu sehen, dass H(· | P̃) eine konvexeAbbildung ist. Entropien spielen wi
htige Rollen in der Theorie der Groÿen Abwei
hungen, derInformationstheorie und beim Umgang mit empiris
hen Maÿen. 3Eine weitere wi
htige, berühmte Unglei
hung ist die folgende, die wir nun als eine Anwendungder Jensens
hen Unglei
hung beweisen. Wie zu Beginn sei (Ω,F , µ) ein beliebiger Maÿraum.Satz 6.7.5 (Hölder's
he Unglei
hung). Es seien p, q ∈ [1,∞] mit 1
p + 1

q = 1. Ferner seien
f ∈ Lp(µ) und g ∈ Lq(µ). Dann gelten fg ∈ L1(µ) und

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.Beweis. Der Fall p = ∞ ist sehr lei
ht; wir behandeln nur den Fall 1 < p < ∞. Wir dürfenau
h voraussetzen, dass f 6= 0 und g 6= 0. Wir betra
hten die Funktionen f̃ = (|f |/‖f‖p)
p und

g̃ = (|g|/‖g‖q)
q . Dann gilt ∫

f̃ dµ =
∫
g̃ dµ = 1, und P = f̃ dµ ist ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ.Ferner sieht man, dass

∫ |fg|
‖f‖p‖g‖q

dµ =

∫
f̃1/pg̃1/q dµ =

∫ ( g̃
f̃

)1/q
f̃ dµ = E

[( g̃
f̃

)1/q]
,wobei wir E für den Erwartungswert bezügli
h P ges
hrieben haben. (Man bea
hte au
h, dassder Quotient P-fast si
her wohlde�niert ist.) Nun benutzen wir die Konvexität der Abbildung

x 7→ xq und erhalten mit Hilfe der Jensen's
hen Unglei
hung:
∫ |fg|

‖f‖p‖g‖q
dµ = E

[( g̃
f̃

)1/q]
≤ E

[ g̃
f̃

]1/q
=

(∫
g̃ dµ

)1/q
= 1,also die Hölder's
he Unglei
hung. (Genau genommen, dürfen wir die Jensen's
he Unglei
hungnur anwenden, wenn wir wissen, dass der Erwartungswert von (g̃/f̃)1/q endli
h ist, aber indemman den obigen Beweis zunä
hst nur für ni
htnegative einfa
he Funktionen dur
hführt und dannzu monotonen Grenzwerten übergeht, erhält man den allgemeinen Fall.)Bemerkung 6.7.6 (Momenten erzeugende Funktion I). Es sei µ ein Maÿ auf (R,B). Für t ∈ Rde�nieren wir M(t) =

∫
etx µ(dx) ∈ [0,∞]. Man nennt M die Momenten erzeugende Funktionvon µ (dieser Name wird in Bemerkung 6.8.10 erhellt.) Es sei I = {t ∈ R : M(t) <∞} ni
ht leer.Man sieht lei
ht, dass I ein Intervall ist. Eine Anwendung der Hölder's
hen Unglei
hung zeigt,dass die Abbildung logM konvex auf I ist. 3Der symmetris
he Spezialfall der Hölder-Unglei
hung ist ebenfalls berühmt:Korollar 6.7.7 (Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung). Für je zwei Funktionen f, g ∈ L2(µ) gelten

fg ∈ L1(µ) und ‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 · ‖g‖2.Als eine Anwendung der Hölder's
hen Unglei
hung zeigen wir nun die Dreie
ksunglei
hungfür ‖ · ‖p:



84 KAPITEL 6. MAßTHEORIESatz 6.7.8 (Minkowski-Unglei
hung). Es sei p ∈ [1,∞]. Dann gilt für alle f, g ∈ Lp(µ):
‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.Beweis. Die Fälle p = ∞ und p = 1 sind lei
ht bzw. s
hon bekannt, so dass wir nur den Fall

1 < p < ∞ behandeln. Die Dreie
ksunglei
hung impliziert, dass ‖f + g‖p ≤ ‖|f | + |g|‖p, sodasswir annehmen dürfen, dass f ≥ 0 und g ≥ 0. Wegen (f + g)p ≤ [2max{f, g}]p ≤ 2p(fp + gp) ists
hon klar, dass ‖f + g‖p <∞. Wir s
hreiben
∫

(f + g)p dµ =

∫
f(f + g)p−1 dµ+

∫
g(f + g)p−1 dµund wenden die Hölder's
he Unglei
hung (mit einem q > 1, so dass 1

p + 1
q = 1) auf die beidenIntegrale an, um zu erhalten:

∫
(f + g)p dµ ≤ ‖f‖p‖(f + g)p−1‖q + ‖g‖p‖(f + g)p−1‖q =

(
‖f‖p + ‖g‖p

)(∫
(f + g)p dµ

)1/q
.Elementare Umformungen lassen die Aussage folgen.6.8 Die fundamentalen KonvergenzsätzeIn diesem Abs
hnitt sei (Ω,F , µ) wieder ein gegebener Maÿraum. Man steht oft vor dem Pro-blem, ein Integral mit einem Grenzwert zu vertaus
hen, also eine Regel wie ∫

limn→∞ fn dµ =
limn→∞

∫
fn dµ anzuwenden. Wir geben die zwei berühmten hinrei
henden Kriterien, unter de-nen man dies tun darf. Man bea
hte, dass die Voraussetzungen extrem s
hwa
h sind im Verglei
hetwa zum Riemann-Integralbegri�.Satz 6.8.1 (Monotoner Konvergenzsatz). Sei (fn)n∈N eine Folge ni
htnegativer, messbarernumeris
her Funktionen mit fn ↑ f µ-f. ü. für n→ ∞. Dann gilt

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.Man bea
hte, dass wir ni
ht vorausgesetzt haben, dass ∫

f dµ endli
h ist.Beweis. Dur
h eine Modi�kation auf Nullmengen (die na
h Lemma 6.5.4(a) ni
hts an den Wertender Integrale ändert) können wir annehmen, dass fn(ω) ↑ f(ω) sogar für alle ω ∈ Ω gilt. Wegender Monotonie des Integrals gilt natürli
h ∫
fn dµ ≤

∫
f dµ für jedes n ∈ N. Wegen Monotonieder Folge (fn)n∈N existiert der Grenzwert limn→∞

∫
fn dµ in [0,∞]. Wir müssen also nur no
hzeigen, dass er ni
ht kleiner als ∫

f dµ ist.Wir wählen für jedes n ∈ N eine Folge (fn,m)m∈N ni
htnegativer einfa
her Funktionen mit
fn,m ↑ fn für m→ ∞. Wir betra
hten die einfa
he Funktion

gn,m = max{f1,m, . . . , fn,m}.
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h gn,m ↑ fn für m→ ∞ für jedes n ∈ N, denn die Monotonie in m ist klar, und es gilt
fn ≥ gn,m ≥ fn,m. Auÿerdem ist o�ensi
htli
h gn,m monoton in n, d. h. gn+1,m ≥ gn,m für alle
n,m. Daraus folgt sehr einfa
h, dass gn,n ↑ f für n→ ∞. Damit ergibt si
h

∫
f dµ = lim

n→∞

∫
gn,n dµ ≤ lim

n→∞

∫
fn dµ,denn gn,n ≤ fn.Eine Variante des Monotonen Konvergenzsatzes ist der folgende Satz (Beweis als Übungs-aufgabe):Korollar 6.8.2 (Satz von Beppo-Lévy). Sei (fn)n∈N eine Folge integrierbarer Funktionen mit

fn ↑ f µ-f. ü. für n→ ∞ und supn∈N

∫
fn dµ <∞. Dann ist au
h f integrierbar, und es gilt

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.Weitere Folgerungen aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:Korollar 6.8.3. Für beliebige ni
htnegative messbare Funktionen f1, f2, f3, . . . gilt

∫ ∑

n∈N

fn dµ =
∑

n∈N

∫
fn dµ.Insbesondere gilt für paarweise disjunkte messbare Mengen A1, A2, A3, . . . und jede ni
htnegativemessbare Funktion f : ∫

S
n∈N An

f dµ =
∑

n∈N

∫

An

f dµ.Satz 6.8.4 (Lemma von Fatou). Es sei (fn)n∈N eine beliebige Folge ni
htnegativer messbarernumeris
her Funktionen. Dann gilt
∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ.Beweis. Na
h De�nition des Limes Inferior konvergiert infm : m≥n fm monoton steigend gegen

lim infn→∞ fn. Na
h dem Monotonen Konvergenzsatz gilt
∫

lim inf
n→∞

fn dµ = lim
n→∞

∫
inf

m : m≥n
fm dµ ≤ lim

n→∞
inf

m : m≥n

∫
fm dµ = lim inf

n→∞

∫
fn dµ.Bemerkung 6.8.5. Es ist lei
ht, Beispiele zu geben, in denen die Unglei
hung im Lemma vonFatou strikt ist. Etwa für (Ω,F , µ) = (R,B, λ) kann man `Za
kenfunktionen' wählen, deren Grafdie lineare Interpolation der Punkte (0, 0), ( 1

n , n) und ( 2
n , 0) ist. 3



86 KAPITEL 6. MAßTHEORIEDer wohl nützli
hste und stärkste Satz über die Vertaus
hung von Grenzwert und Integralist der folgende.Satz 6.8.6 (Satz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz). Es sei (fn)n∈N eineFolge von µ-integrierbaren Funktionen. Es existiere eine ni
htnegative Funktion g ∈ L1(µ) mit
|fn(ω)| ≤ g(ω) für alle ω ∈ Ω und alle n ∈ N. Falls f(ω) = limn→∞ fn(ω) für µ-fast alle ω ∈ Ωexistiert, so gilt

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.Beweis. Dur
h Änderung auf einer Nullmenge können wir errei
hen, dass fn(ω) → f(ω) für alle

ω ∈ Ω gilt. Es gilt fn + g ≥ 0, und das Lemma von Fatou impliziert
∫
f dµ =

∫
(f + g) dµ−

∫
g dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
(fn + g) dµ−

∫
g dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ.Wenn wir den selben Tri
k auf g−fn ≥ 0 anwenden, erhalten wir die komplementäre Unglei
hung∫

f dµ ≥ lim supn→∞
∫
fn dµ.Der Spezialfall eines diskreten Maÿraums enthält aus der Analysis bekannte Sätze überDoppelfolgen:Bemerkung 6.8.7 (Zahlenfolgen). Es ist eine der Stärken der Maÿtheorie, dass viele bekannteSätze über reelle Zahlenfolgen einen Spezialfall darstellen. Wendet man zum Beispiel den Satz vonLebesgue auf das Zählmaÿ auf N an, also (Ω,F , µ) = (N,P(N), µ) mit dem Zählmaÿ µ =

∑
n∈N δn(siehe Beispiel 6.1.10), dann erhält man das folgende Resultat. Zunä
hst muss man si
h damitvertraut ma
hen, dass L1(N,P(N), µ) ni
hts anderes ist als der bekannte Folgenraum ℓ1(N). DerSatz von Lebesgue besagt dann, dass für jede Doppelfolge (ai,n)i,n∈N, die die Bedingungen

ai = lim
n→∞

ai,n existiert für alle i ∈ N,

|ai,n| ≤ bi ∀i, n ∈ N mit ∑

i∈N

bi <∞,erfüllt, die Summation mit dem Grenzwert vertaus
hbar ist, d. h. limn→∞
∑

i∈N ai,n =
∑

i∈N aigilt. 3Wir ziehen no
h zwei Folgerungen aus dem Satz von Lebesgue, deren Beweise Übungsauf-gaben sind:Korollar 6.8.8 (Stetigkeitslemma). Es sei f : Ω × R → R eine Funktion und x0 ∈ R, so dassgelten:(a) Für jedes x ∈ R ist f(·, x) ∈ L1(µ),(b) für fast alle ω ∈ Ω ist f(ω, ·) stetig in x0,(
) es gibt eine Umgebung U von x0, so dass die Abbildung supx∈U |f(·, x)| in L1(µ) liegt.Dann ist die Abbildung ∫
f(ω, ·)µ(dω) stetig in x0.



6.9. PRODUKTE MESSBARER RÄUME 87Korollar 6.8.9 (Di�erenziationslemma). Es sei I ⊂ R ein ni
httriviales Intervall und f : Ω×I →
R eine Abbildung, so dass gelten:(a) Für jedes x ∈ I ist f(·, x) ∈ L1(µ),(b) für fast alle ω ∈ Ω ist f(ω, ·) di�erenzierbar (wir bezei
hnen die Ableitung mit f ′),(
) die Abbildung supx∈I |f ′(·, x)| liegt im L1(µ).Dann liegt f ′(·, x) für jedes x ∈ I in L1(µ), und die Funktion F (x) =

∫
f(ω, x)µ(dω) ist di�e-renzierbar mit F ′(x) =

∫
f ′(ω, x)µ(dω).Bemerkung 6.8.10 (Momenten erzeugende Funktion II). Wir betra
hten wieder die Momentenerzeugende Funktion M(t) =

∫
etx µ(dx) eines Maÿes µ auf (R,B) wie in Bemerkung 6.7.6. Mansieht lei
ht, dass der De�nitionsberei
h I = {t ∈ R : M(t) <∞} ein Intervall ist. Als eine Anwen-dung des Di�erenziationslemmas sieht man, dass M im Innern von I beliebig oft di�erenzierbarist mit M (k)(t) =

∫
xketx µ(dx) für jedes k ∈ N0 und t ∈ I◦. Wenn insbesondere 0 ∈ I◦, soexistieren alle Momente ∫

xk µ(dx), k ∈ N0, von µ. Mit Hilfe der zweiten Ableitung erhält manals Übungsaufgabe insbesondere einen zweiten Beweis für die Konvexität der Abbildung logM ,siehe Bemerkung 6.7.6. 36.9 Produkte messbarer RäumeIn der Wahrs
heinli
hkeitstheorie mö
hte man au
h gerne ganze Tupel oder gar unendli
he Folgenvon zufälligen Experimenten (sogenannte sto
hastis
he Prozesse) behandeln und in die allgemeineMaÿtheorie einbetten. Das natürli
hste mathematis
he Konstrukt hierfür ist das Produkt dereinzelnen Mengen, die die einzelnen Experimente bes
hreiben. In diesem Abs
hnitt führen wirdie natürli
hste σ-Algebra auf diesem Produkt ein, und zwar die kleinste, die es zulässt, dassdie einzelnen Experimente in dem Produktraum genauso gut bes
hrieben werden können wie fürsi
h alleine.Es sei I eine beliebige Indexmenge, und für jedes i ∈ I sei (Ei, Ei) ein messbarer Raum.Zur besseren Ans
hauung stelle man si
h I = N vor, aber das Folgende ist ni
ht bes
hränkt aufabzählbare Indexmengen. Auf der Produktmenge ∏
i∈I Ei wollen wir eine natürli
he σ-Algebrade�nieren. Dazu betra
hten wir die Mengen der Form

A(j)(Aj) =
{
(xi)i∈I ∈

∏

i∈I

Ei : xj ∈ Aj

} mit Aj ∈ Ej, j ∈ I. (6.9.1)In Worten: A(j)(Aj) ist die Menge derjenigen Elemente im Produktraum, deren j-te Komponenteeine Bedingung erfüllt, nämli
h dass sie in Aj liegt. Diese Mengen wählen wir als Erzeuger dergesu
hten σ-Algebra:De�nition 6.9.1 (Produkt-σ-Algebra). Die σ-Algebra auf dem Produkt ∏
i∈I Ei, die von denMengen A(j)(Aj) mit Aj ∈ Ej und j ∈ I erzeugt wird, heiÿt die Produkt-σ-Algebra auf ∏

i∈I Eiund wird mit ⊗
i∈I Ei bezei
hnet. Den messbaren Raum (

∏
i∈I Ei,

⊗
i∈I Ei) nennt man den Pro-duktraum der (Ei, Ei). Falls alle (Ei, Ei) glei
h sind, also (Ei, Ei) = (E, E), so s
hreibt manau
h (EI , E⊗I) für den Produktraum. Im Fall I = {1, . . . , n} s
hreiben wir au
h E⊗n statt E⊗I .



88 KAPITEL 6. MAßTHEORIEBemerkung 6.9.2. Die Produkt-σ-Algebra ist die kleinste σ-Algebra auf dem Produkt, so dassdie Projektionen
πj :

∏

i∈I

Ei → Ej , πj

(
(xi)i∈I

)
= xj,messbar sind. Für die Mengen in (6.9.1) gilt A(j)(Aj) = π−1

j (Aj). Also haben wir au
h au
h⊗
i∈I Ei =

∨
i∈I π

−1
i (Ei) =

∨
i∈I σ(πi); siehe Bemerkung 6.4.2. 3Bemerkung 6.9.3 (dur
hs
hnittstabile Erzeuger des Produktraums). Die Mengen der Form(6.9.1) bilden kein dur
hs
hnittstabiles Erzeugendensystem. Insbesondere ist der Eindeutigkeits-satz (Satz 6.2.8) ni
ht auf dieses System anwendbar. Daher benutzt man oft lieber das Erzeugen-densystem, das aus den endli
hen Dur
hs
hnitten von Mengen der Form (6.9.1) besteht. Genauer:Für eine endli
he Teilmenge J von I und Mengen Aj ∈ Ej für j ∈ J setzen wir

A(J)((Aj)j∈J) =
⋂

j∈J

A(j)(Aj) = {(xi)i∈I : xj ∈ Aj für alle j ∈ J}. (6.9.2)Das Mengensystem D aller sol
her A(J)((Aj)j∈J) ist o�ensi
htli
h ein dur
hs
hnittstabiles Erzeu-gendensystem der Produkt-σ-Algebra auf ∏
i∈I Ei. Die Mengen A(J)((Aj)j∈J) nennt man au
hendli
hdimensionale Zylinder. Auf D kann man Satz 6.2.8 problemlos anwenden. Im Spezialfallvon Folgenräumen (also I = N0) und J = {0, 1, . . . , n} hat A(J) die Gestalt

A(J)((Aj)j∈J) = A0 ×A1 × · · · ×An ×
∞∏

i=n+1

Ei.

3Beispiel 6.9.4. Als eine Übungsaufgabe ma
he man si
h klar, dass die Borel-σ-Algebra Bnauf Rn glei
h dem n-fa
hen Produkt der Borel-σ-Algebra B auf R ist, also Bn = B⊗n (sieheBeispiel 6.1.5). 3Beispiel 6.9.5 (Unendli
he Folgenräume). Für die mathematis
he Modellierung eines unend-li
h oft wiederholten Versu
hs benötigt man eine geeignete σ-Algebra auf dem unendli
henFolgenraum EN, wobei (E, E) ein gegebener messbarer Raum ist, der einen einzelnen Ver-su
h bes
hreibt. Eines der einfa
hsten und meist bemühten Beispiele ist der Münzwurf, woman E = {K,Z} setzt und die Potenzmenge E = P({K,Z}) wählt. Die Produkt-σ-Algebra
(P({K,Z}))⊗N besitzt das dur
hs
hnittstabile Erzeugendensystem, das aus den Zylindermen-gen{(xn)n∈N : x1 ∈ A1, . . . , xm ∈ Am} mit m ∈ N und A1, . . . , Am ∈ P({K,Z}) besteht. DieseMengen legen Bedingungen fest, die die ersten m Komponenten der betra
hteten Folge betre�en.Ein Maÿ auf dem Produktraum ({K,Z}N, (P({K,Z}))⊗N) ist eindeutig festgelegt, wenn es aufallen diesen Zylindermengen festgelegt ist.Man bea
hte, dass z. B. die Mengen `Fast alle Würfe zeigen Kopf' oder `Unendli
he vieleWürfe sind Kopf' in der Produkt-σ-Algebra enthalten sind, denn es gilt z. B.

{
(xn)n∈N ∈ {K,Z}N : xn = K für fast alle n ∈ N

}
=

⋃

M∈N

⋂

N∈N : N≥M

{
(xn)n∈N : xN = K

}
,und die Menge auf der re
hten Seite ist messbar als abzählbare Vereinigung eines abzählbarenS
hnitts des Urbilds von {K} unter der Projektion πN .



6.10. PRODUKTMAßE 89Die Produkt-σ-Algebra (P({K,Z}))⊗N ist tatsä
hli
h e
ht kleiner als die Menge P({K,Z}N)aller Teilmengen des Folgenraums. Dies ist ni
ht lei
ht einzusehen, man muss das Beispiel vonVitali (siehe Beispiel 6.1.11) geeignet modi�zieren. Man kann zeigen, dass die Produkt-σ-Algebravon der Mä
htigkeit des Kontinuums ist, d. h. dass es eine bijektive Abbildung (P({K,Z}))⊗N →
R gibt, während die Potenzmenge P({K,Z}N) von der Mä
htigkeit von P(R) ist. 3Beispiel 6.9.6 (Räume reeller Zahlenfolgen). Die Produkt-σ-Algebra B⊗N auf der Menge allerZahlenfolgen RN enthält unter Anderem au
h die Menge aller bes
hränkten Folgen, die Mengealler Nullfolgen und die Menge aller konvergenten Folgen (Übungsaufgaben). Die Messbarkeitder Menge aller bes
hränkten Folgen sieht man so:

{
(xn)n∈N ∈ RN : ∃M ∈ N ∀N ∈ N : |xN | ≤M

}
=

⋃

M∈N

⋂

N∈N

π−1
N ([−M,M ]),und die Menge auf der re
hten Seite ist eine abzählbare Vereinigung eines abzählbares S
hnittesvon Urbildern messbarer Mengen unter Projektionen. 36.10 ProduktmaÿeAuf der Produkt-σ-Algebra mö
hten wir nun au
h Maÿe de�nieren, die in geeignetem Sinn alsdas Produkt von Maÿen auf den einzelnen Faktoren aufgefasst werden können. Dies tun wirin diesem Abs
hnitt für nur endli
he viele Faktoren, genauer gesagt, zunä
hst nur für zwei.9Es seien also zwei messbare Räume (Ω1,F1) und (Ω2,F2) gegeben. Wir erinnern uns, dass dieProdukt-σ-Algebra F1 ⊗F2 auf Ω1 × Ω2 dur
h das dur
hs
hnittstabile Mengensystem

C = {A1 ×A2 : A1 ∈ F1, A2 ∈ F2} (6.10.1)erzeugt wird. Für Mengen A ⊂ Ω1 × Ω2 nennen wir die Mengen
A(2)

ω2
= {ω1 ∈ Ω1 : (ω1, ω2) ∈ A}, ω2 ∈ Ω2,

A(1)
ω1

= {ω2 ∈ Ω1 : (ω1, ω2) ∈ A}, ω1 ∈ Ω1,die S
hnitte von A. Allgemeiner nennen wir für eine Abbildung f : Ω1 × Ω2 → R die beidenAbbildungen f (2)
ω2 (·) = f(·, ω2) und f (1)

ω1 (·) = f(ω1, ·) die S
hnitte von f . Man sieht lei
ht, dass
1l

A
(2)
ω2

= (1lA)(2)
ω2 und eine analoge Formel für A(1)

ω1 gelten.Satz 6.10.1. Ist f : Ω1×Ω2 → R eine messbare Funktion, so sind alle S
hnitte messbar bezügli
hder jeweiligen σ-Algebra, d. h. für jedes ω2 ∈ Ω2 ist f (2)
ω2 F1-messbar, und für jedes ω1 ∈ Ω1 ist

f (1)
ω1 F2-messbar.Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, und zwar zunä
hst nur für alle Funktionen der Form
f = 1lA mit A ∈ F1 ⊗ F2. (Der Rest des Beweises folgt dann wie gewohnt etwa mit Hilfe vonSatz 6.4.11.) Betra
hten wir das Mengensystem

G = {A ∈ F1 ⊗F2 : A(2)
ω2

∈ F1 für alle ω2 ∈ Ω2}.9Siehe Abs
hnitt 10 für abzählbar unendli
h viele Faktoren. Dort ist das Hauptmittel der Satz von Carathéo-dory, hier konstruieren wir auf elementare Weise.



90 KAPITEL 6. MAßTHEORIEWir mö
hten gerne zeigen, dass G = F1 ⊗F2, denn das beendet den Beweis. Zunä
hst sehen wir,dass C ⊂ G (siehe (6.10.1)), denn
(A1 ×A2)

(2)
ω2

=

{
A1, falls ω2 ∈ A2,

∅ sonst. (6.10.2)Wegen (Ac)(2)
ω2 = (A(2)

ω2)
c für alle A ⊂ Ω1 × Ω2 und (

⋃
n∈NBn)(2)

ω2 =
⋃

n∈N(Bn)(2)
ω2 für alle Folgenvon Mengen B1, B2, B3, · · · ⊂ Ω1 × Ω2 ist G eine σ-Algebra. Also gilt G = F1 ⊗F2.Nun können wir Produktmaÿe auf (Ω1 × Ω2,F1 ⊗ F2) de�nieren. Dazu legen wir einenKandidaten zunä
hst auf dem dur
hs
hnittstabilen Erzeugendensystem C aus (6.10.1) mit einero�ensi
htli
hen Formel fest und erweitern ihn dann auf die Produkt-σ-Algebra:Satz 6.10.2 (Produktmaÿe). Seien (Ω1,F1, µ1) und (Ω2,F2, µ2) zwei σ-endli
he Maÿräume.Dann gibt es genau ein Maÿ µ auf dem Produktraum (Ω1 ×Ω2,F1 ⊗F2), so dass µ(A1 ×A2) =

µ1(A1)µ2(A2) für alle A1 ∈ F1 und A2 ∈ F2 gilt. Das Maÿ µ heiÿt das Produktmaÿ von µ1und µ2 und wird mit µ = µ1 ⊗ µ2 bezei
hnet.Bemerkung 6.10.3 (Produkte unendli
h vieler Maÿe). Das Produktmaÿ µ = ⊗i∈Iµi vonunendli
h vielen Maÿen µi mit i ∈ I wird analog de�niert (wenn es existiert) dur
h die For-derung
µ
(
A(J)((Aj)j∈J)

)
=

∏

i∈J

µi(Ai), J ⊂ I endli
h, Ai ∈ Ei für i ∈ J ;siehe (6.9.2). Die Existenz von µ werden wir in Abs
hnitt 10 mit Hilfe des Satzes 6.2.7 vonCarathéodory zumindest im abzählbaren Fall unter gewissen weiteren Eins
hränkungen beweisen;siehe den Satz 10.1.14 von Iones
u Tul
ea. Hier geben wir hier einen konstruktiven explizitenBeweis für endli
he Produkte. 3Beweis von Satz 6.10.2. Die Eindeutigkeit ergibt si
h sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8.Die Existenz zeigen wir nun konstruktiv mit Hilfe von Satz 6.10.1: Sei A ∈ F1 ⊗ F2. Na
hSatz 6.10.1 ist A(2)
ω2 ∈ F1 für alle ω2 ∈ Ω2, also dürfen wir µ1(A

(2)
ω2) bilden. Nun zeigen wir, dassdie Abbildung ω2 7→ µ1(A

(2)
ω2) eine F2-messbare numeris
he Funktion ist. Da µ1 σ-endli
h ist,gibt es eine Folge (Bn)n∈N von messbaren Teilmengen von Ω1 mit Bn ↑ Ω1 und µ1(Bn) <∞ fürjedes n ∈ N. Wegen µ1(A

(2)
ω2) = limn→∞ µ1(A

(2)
ω2 ∩ Bn) genügt es daher zu zeigen, dass für jedes

n ∈ N die Abbildung ω2 7→ µ1(A
(2)
ω2 ∩ Bn) eine F2-messbare Funktion ist. Man kann elementarzeigen, dass das Mengensystem

{A ∈ F1 ⊗F2 : ω2 7→ µ1(A
(2)
ω2

∩Bn) ist F2-messbar}ein Dynkin-System ist, das C enthält. Also ist es glei
h F1 ⊗ F2. Insgesamt haben wir also dieMessbarkeit der Abbildung ω2 7→ µ1(A
(2)
ω2) gezeigt.Nun können wir de�nieren:

µ(A) =

∫

Ω2

µ1(A
(2)
ω2

)µ2(dω2), A ∈ F1 ⊗F2.Eine Anwendung von Korollar 6.8.3 zeigt, dass µ ein Maÿ ist. Und mit Hilfe von (6.10.2) siehtman lei
ht, dass µ auf C die gewüns
hte Gestalt besitzt.



6.10. PRODUKTMAßE 91Um problemlos bezügli
h µ1 ⊗ µ2 integrieren zu können, brau
hen wir no
h zwei Vertau-s
hungssätze. Es seien (Ω1,F1, µ1) und (Ω2,F2, µ2) zwei σ-endli
he Maÿräume.Satz 6.10.4 (Satz von Tonelli). Es sei f : Ω1×Ω2 → [0,∞] eine messbare numeris
he Funktion.Dann sind die Abbildungen ω1 7→
∫
f (1)

ω1 dµ2 und ω2 7→
∫
f (2)

ω2 dµ1 messbar, und es gilt
∫
f d(µ1 ⊗ µ2) =

∫

Ω1

(∫

Ω2

f (1)
ω1

(ω2)µ2(dω2)
)
µ1(dω1) =

∫

Ω2

(∫

Ω1

f (2)
ω2

(ω1)µ1(dω1)
)
µ2(dω2).Beweis. Diese Aussage ist na
h Konstruktion ri
htig für alle Funktionen der Form f = 1lA mit

A ∈ F1 ⊗F2. Die allgemeine Aussage folgt wie gewohnt mit Hilfe von Satz 6.4.11.Mit Hilfe der übli
hen Zerlegung in Positiv- und Negativteil erweitert man den Satz vonTonelli lei
ht auf alle integrierbare Funktionen Ω1 × Ω2 → R und erhält den berühmten Satzvon Fubini, der vereinfa
ht si
h so ausdrü
ken lässt: Falls f ∈ L1(µ1 ⊗ µ2), so kann man dieIntegrationsreihenfolge vertaus
hen:
∫
f d(µ1 ⊗ µ2) =

∫ (∫
f(ω1, ω2)µ1(dω1)

)
µ2(dω2) =

∫ (∫
f(ω1, ω2)µ2(dω2)

)
µ1(dω1).

Satz 6.10.5 (Satz von Fubini). Sei f ∈ L1(Ω1 × Ω2,F1 ⊗F2, µ1 ⊗ µ2). Dann liegt für µ1-fastalle ω1 ∈ Ω1 die Funktion f (1)
ω1 in L1(Ω2,F2, µ2), und für µ2-fast alle ω2 ∈ Ω2 liegt die Funktion

f (2)
ω2 in L1(Ω1,F1, µ1). Setzt man

f1(ω1) =

{∫
Ω2
f (1)

ω1 (ω2)µ2(dω2), falls f (1)
ω1 ∈ L1,

0 sonst,und f2(ω2) analog, so gilt
∫
f d(µ1 ⊗ µ2) =

∫
f1(ω1)µ1(dω1) =

∫
f2(ω2)µ2(dω2).Bemerkung 6.10.6 (endli
h viele Faktoren). Die obigen Betra
htungen können problemlos aufendli
h viele Faktoren ausgedehnt werden, wobei man si
h klar ma
hen muss, dass die Pro-dukte beliebig umgeklammert werden dürfen. Wenn also (Ωi,Fi, µi) für jedes i ∈ {1, . . . , n}ein σ-endli
her Maÿraum ist, so de�niert man rekursiv den Produktraum ⊗n

i=1(Ωi,Fi, µi) =
(
∏n

i=1 Ωi,
⊗n

i=1 Fi,
⊗n

i=1 µi) und meint damit das Produkt ∏n
i=1 Ωi = (. . . ((Ω1 × Ω2) × Ω3) ×

· · ·×Ωn) und analoge Formeln für die Produkte der σ-Algebren und die der Maÿe. Es ist dann klar,dass ∏n
i=1 Ωi = (Ω1×· · ·×Ωk)×(Ωk+1×· · ·×Ωn) für jedes k ∈ {1, . . . , n} gilt und analoge Formelnfür die Produkte der σ-Algebren und die der Maÿe. Falls alle Faktoren (Ωi,Fi, µi) = (Ω,F , µ)übereinstimmen, s
hreiben wir natürli
h Ωn sowie F⊗n und µ⊗n oder au
h ΩI sowie F⊗I und

µ⊗I , falls I = {1, . . . , n}. 3



92 KAPITEL 6. MAßTHEORIEBeispiel 6.10.7 (n-dimensionales Lebesgue-Maÿ). Im wi
htigen Spezialfall, wo (siehe Bei-spiel 6.1.5) (Ωi,Fi, µi) = (R,B, λ) für i ∈ {1, . . . , n}, identi�zieren wir das n-fa
he Produktmit (Rn,Bn, λ
⊗n) (siehe au
h Beispiel 6.9.4) und führen das Lebesgue-Maÿ auf dem Rn einals das n-fa
he Produkt des eindimensionalen Lebesgue-Maÿes. Es ist klar, dass λ⊗n überein-stimmt mit den eindeutig bestimmten Maÿ λn auf Bn, das jedem Quader Q =

∏n
i=1[ai, bi]seinen elementargeometris
hen Inhalt λn(Q) =

∏n
i=1(bi − ai) zuweist. 3Beispiel 6.10.8 (Bernoulli-Maÿ). Für eine endli
he Menge I heiÿt das Maÿ (pδ1+(1−p)δ0)⊗I auf

{0, 1}I mit der Potenzmenge (siehe Beispiel 6.1.10) das Bernoulli-Maÿ zum Parameter p ∈ (0, 1).Es bes
hreibt eine endli
he Folge von unabhängigen Versu
hen, die jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit
p Erfolg haben und sonst ni
ht.Wenn zum Beispiel I die Menge aller Kanten zwis
hen bena
hbarten Punkten in dem Gitter
Zd ∩ [−n, n]d bezei
hnet, dann kann (pδ1 + (1 − p)δ0)

⊗I als ein sto
hastis
hes Modell für einenporösen Stein dienen, den man si
h als in regelmäÿige Kammern unterteilt vorstellt, die jeweilsmit ihrer Na
hbarkammer verbunden sind dur
h eine Wand, die mit Wahrs
heinli
hkeit p dur
h-lässig ist und sonst ni
ht. Dies ist der Ausgangspunkt des Fors
hungszweiges der Perkolation,die untersu
ht, ob sol
he auf zufällige Weise poröse Steine eine Flüssigkeit dur
hsi
kern lassenoder ni
ht. Am interessantesten wird diese Frage natürli
h, wenn wir statt eine endli
he Box
Zd ∩ [−n, n]d den gesamten Raum Zd betra
hten, aber unendli
he Produktmaÿe werden wir erstspäter im Zusammenhang mit dem Satz von Iones
u Tul
ea behandeln. 3



Kapitel 7Die allgemeineWahrs
heinli
hkeitstheorieIn diesem Kapitel wenden wir uns der allgemeinen Wahrs
heinli
hkeitstheorie auf Basis dersoeben vorgestellten Maÿtheorie zu. Wir werden Grundlagen vorstellen, die unverzi
htbar sindfür die tiefere Bes
häftigung mit der Wahrs
heinli
hkeitstheorie. Zu Beginn dieses Kapitels stellenwir den Jargon der Theorie vor und sammeln die wi
htigsten Werkzeuge, dann behandeln wirdie Unabhängigkeit von Ereignissen und von Zufallsgröÿen, und zum S
hluss führen wir bedingteErwartungswerte in groÿer Allgemeinheit ein.7.1 Grundlegende Begri�eEs sei (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, also ein Maÿraum mit P(Ω) = 1. In diesem Spe-zialfall eines Maÿraums haben si
h etli
he spezielle Spre
hweisen eingebürgert. So nennt man Pau
h eine Verteilung, die Elemente der σ-Algebra F werden meist Ereignisse genannt und P(A)die Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses A ∈ F . Das Komplement Ac steht für `A tritt ni
ht ein',und die Vereinigung A∪B für `A oder B tri�t ein', der S
hnitt A∩B für `A und B tre�en ein'.Für einen messbaren Raum (E, E) werden messbare Abbildungen Ω → E E-wertige Zu-fallsgröÿen genannt, im Falle (E, E) = (R,B) einfa
h nur Zufallsgröÿen und im Falle (E, E) =
(Rn,Bn) Zufallsvektoren. Wir werden Zufallsgröÿen nun meist mit X und Y usw. bezei
hnenstatt mit f und g usw. Auf Grund von Bemerkung 6.9.4 sind Abbildungen X1, . . . ,Xn : Ω → Rgenau dann Zufallsgröÿen, wenn die vektorwertige Abbildung X = (X1, . . . ,Xn) : Ω → Rn einZufallsvektor ist. Die von einer Zufallsgröÿe X : Ω → E erzeugte σ-Algebra wird wie zuvor mit

X−1(E) = {X−1(A) : A ∈ E} = σ(X)bezei
hnet. Falls für jedes i aus einer Indexmenge I eine Zufallsgröÿe Xi : Ω → Ei in einenmessbaren Raum (Ei, Ei) de�niert ist, so heiÿt
∨

i∈I

X−1
i (Ei) = σ

(⋃

i∈I

X−1
i (Ei)

)die von den Xi auf Ω erzeugte σ-Algebra. Dies ist die kleinste Teil-σ-Algebra von F , so dassjedes Xi messbar ist. 93



94 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEDie Verteilung einer Zufallsgröÿe X : Ω → E ist per de�nitionem das Bildmaÿ P ◦ X−1auf (E, E) (siehe Abs
hnitt 6.6). Es ordnet jedem A ∈ E die Wahrs
heinli
hkeit P ◦X−1(A) =
P(X ∈ A) des Ereignisses {X ∈ A} zu. Man s
hreibt au
h man
hmal L(X) statt P ◦X−1, wennman den Raum (Ω,F ,P) ni
ht betonen oder gar ni
ht erst erwähnen mö
hte. Man bea
hte,dass zwei (E, E)-wertige Zufallsgröÿen X und Y ni
ht auf dem selben Wahrs
heinli
hkeitsraumde�niert sein müssen, um die selbe Verteilung zu haben. Für R-wertige Zufallsgröÿen X nenntman die Abbildung t 7→ P(X ≤ t) die Verteilungsfunktion von X. Sie ist monoton steigend undre
htsstetig mit Grenzwerten 0 und 1 bei −∞ bzw. ∞.Für eine integrierbare Zufallsgröÿe X : Ω → R s
hreibt man E(X) statt ∫

ΩX(ω) P(dω)und nennt E(X) den Erwartungswert von X. Der Erwartungswert von X existiert also genaudann, wenn E(|X|) < ∞. Für eine (E, E)-wertige Zufallsgröÿe X und eine messbare Funktion
f : E → R liegt f(X) (dies s
hreiben wir meist statt f ◦X) genau dann im L1(Ω,F ,P), wenn
f im L1(E, E ,P ◦X−1) liegt, und dann gilt E(f(X)) =

∫
E f dP ◦X−1. Der Erwartungswert isteine monotone und lineare Abbildung, d. h. für Zufallsgröÿen X und Y ∈ L1(P) gilt X ≤ Y =⇒

E(X) ≤ E(Y ), und für a, b ∈ R ist au
h aX + bY ∈ L1(P), und E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).Die beiden Spezialfälle, dass (1) X diskret ist und (2) X eine Di
hte besitzt, führen auffolgende Formeln. Falls die reellwertige Zufallsgröÿe X nur die Werte x1, x2, x3, · · · ∈ R mitpositiver Wahrs
heinli
hkeit annimmt und auf {xn : n ∈ N} konzentriert ist1, so ist also P◦X−1 =∑
n∈N P(X = xn)δxn , und wir haben für jede Abbildung f : R → R:

E(f(X)) =
∑

n∈N

f(xn) P(X = xn),falls diese Reihe absolut konvergiert. Falls X eine (Lebesgue-)Di
hte ϕ : R → [0,∞) besitzt, alsowenn P(X ∈ A) =
∫
A ϕ(x)λ(dx) für alle messbaren Mengen A ∈ B gilt, so gilt für jede messbareAbbildung f : R → R:

E(f(X)) =

∫

R

f(x)ϕ(x)λ(dx),falls das Integral absolut konvergiert.Eine wi
htige Maÿzahl einer Zufallsgröÿe X ∈ L1(P), die ihre mittlere quadratis
he Abwei-
hung von ihrem Erwartungswert angibt, ist die Varianz , die de�niert wird als
V(X) = E

(
(X − E(X))2

)
= E(X2) − E(X)2 ∈ [0,∞].(Die zweite Glei
hung nennt man die Steiner's
he Formel.) Die Varianz von X ∈ L1(P) ist alsoimmer de�niert, könnte aber glei
h ∞ sein. Sie ist genau dann endli
h, wenn X ∈ L2(P), und sieist genau dann Null, wenn X = E(X) P-fast si
her.Wir erinnern in Kurzform an die wi
htigsten Unglei
hungen, spezialisiert auf einen Wahr-s
heinli
hkeitsraum:Jensen: ϕ konvex =⇒ E(ϕ(X)) ≥ ϕ(E(X)),siehe Satz 6.7.2,Hölder: 1

p
+

1

q
= 1 =⇒ E(XY ) ≤ E(Xp)1/pE(Y q)1/q,1Wir sagen, dass eine Zufallsgröÿe X auf einer messbaren Menge A konzentriert ist, falls P(X ∈ A) = 1.



7.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 95siehe Satz 6.7.5, Cau
hy-S
hwarz: E(XY ) ≤ E(X2)1/2E(Y 2)1/2,siehe Korollar 3.5.6,Markov: ϕ : (0,∞) → (0,∞) wa
hsend, ε > 0 =⇒ P(|X| > ε) ≤ E(ϕ(|X|))
ϕ(ε)

,siehe Satz 5.1.1,Ts
hebys
he�: ε > 0 =⇒ P(|X − E(X)| ≥ ε) ≤ V(X)

ε2
,siehe Korollar 5.1.2.Mit Hilfe der Ts
hebys
he�-Unglei
hung kann man lei
ht einen der wi
htigsten Grenzwert-sätze der Wahrs
heinli
hkeitstheorie herleiten:Satz 7.1.1 (S
hwa
hes Gesetz der Groÿen Zahlen). X1, . . . ,Xn ∈ L1 paarweise unkorreliert,

E(Xi) = E, V(Xi) = V <∞, dann gilt
lim

n→∞
P(| 1n(X1 + · · · +Xn) − E| > ε) = 0, ε > 0.Den Konvergenztyp in Satz 7.1.1 nennt man die Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit, sieheau
h Abs
hnitt 8.1.Ferner erinnern wir kurz an die wi
htigen Vertaus
hungssätze für Grenzwerte und Integrale,die wir hier auf einen Wahrs
heinli
hkeitsraum eins
hränken:Monotoner Konvergenzsatz: 0 ≤ Xn ↑ X f.s. =⇒ lim

n→∞
E(Xn) = E(X),siehe Satz 6.8.1,Satz von Lebesgue: |Xn| ≤ Y ∈ L1,Xn → X f.s. =⇒ lim

n→∞
E(Xn) = E(X),siehe Satz 6.8.6,Lemma von Fatou: 0 ≤ Xn =⇒ lim inf

n→∞
E(Xn) ≥ E

(
lim inf
n→∞

Xn

)
,siehe Satz 6.8.4.Den Erwartungswert eines Zufallsvektors X = (X1, . . . ,Xn) de�niert man komponentenwei-se, also

E
(
(X1, . . . ,Xn)

)
=

(
E(X1), . . . ,E(Xn)

)
.



96 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEDe�nition 7.1.2 (Kovarianz). (a) Die Kovarianz zweier Zufallsgröÿen X und Y mit XY ∈
L1(P) wird de�niert dur
h

cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = E
(
(X − E(X))(Y − E(Y )

)
.(b) Die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors X = (X1, . . . ,Xn) mit Xi ∈ L1(P) und XiXj ∈

L1(P) für alle i, j ∈ {1, . . . , n} ist de�niert als die Matrix Σ(X) = (σi,j(X))i,j∈{1,...,n} mit
σi,j(X) = cov(Xi,Xj).(
) Zwei Zufallsgröÿen X und Y mit XY ∈ L1(P) heiÿen unkorreliert, wenn cov(X,Y ) = 0.Falls der Zufallsvektor X als Spalte ges
hrieben wird, so ist Σ(X) = E

(
(X − E(X))(X −

E(X))T
), wobei yT der transponierte Vektor ist. Als Übungsaufgabe sieht man lei
ht ein, dass

Σ(X) symmetris
h und positiv semide�nit ist. Die Kovarianz zweier eindimensionaler Zufallsgrö-ÿen X und Y ist de�niert, sobald X,Y ∈ L2(P), wie lei
ht aus der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hungfolgt. Wenn die Koe�zienten X1, . . . ,Xn von X paarweise unkorreliert sind, ist Σ(X) eine Dia-gonalmatrix, und man erre
hnet lei
ht, dass dann gilt: V(
∑n

i=1Xi) =
∑n

i=1 V(Xi). Die letzteAussage nennt man au
h den Satz von Bienaymé.Bemerkung 7.1.3 (Normalverteilung). Die mehrdimensionale Normalverteilung N (b,Σ) ausBeispiel 6.6.7 besitzt den Erwartungswertvektor a und die Kovarianzmatrix Σ, wie man mitHilfe von quadratis
hen Ergänzungen im Exponenten der Di
hte erre
hnet. 37.2 UnabhängigkeitIn diesem Abs
hnitt geben wir eine präzise De�nition der Unabhängigkeit von Ereignissen, Ereig-nisfamilien und Zufallsgröÿen und listen die wi
htigsten Beziehungen auf. Auÿerdem behandelnwir terminale Ereignisse und das Kolmogorovs
he 0-1-Gesetz. Im Folgenden sei (Ω,F ,P) einWahrs
heinli
hkeitsraum.De�nition 7.2.1 (unabhängig). (a) Endli
h viele Teilmengen E1, . . . , En von F heiÿen unab-hängig, falls für jede Auswahl von paarweise vers
hiedenen i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} und jedeWahl von Ail ∈ Eil für l = 1, . . . , k gilt:
P(Ai1 ∩ · · · ∩Aik) =

k∏

l=1

P(Ail). (7.2.1)(b) Sei I eine beliebige Indexmenge und Ei für i ∈ I eine Teilmenge von F . Dann heiÿen die
Ei mit i ∈ I unabhängig, wenn je endli
h viele unabhängig sind.(
) Eine beliebige Familie (Ai)i∈I von Ereignissen Ai ∈ F heiÿt unabhängig, wenn die Men-gensysteme {Ai,Ω} mit i ∈ I unabhängig sind.Unabhängigkeit von Ereignissen oder von Mengensystemen hängt also ni
ht von der Rei-henfolge der Ereignisse bzw. der Mengensysteme in der Indexmenge ab, aber dur
haus von derAnzahl des Auftretens jedes einzelnen Ereignisses bzw. Mengensystems in der Familie. Wennzum Beispiel die Familie (Ai)i∈{1,2} unabhängig ist mit A1 = A2 = A, so heiÿt das insbesondere:
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P(A) = P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2) = P(A)2, also P(A) ∈ {0, 1}. In diesem Fall ist also A vonsi
h selber unabhängig. Dieses Beispiel s
heint spitz�ndig, seine Idee ist aber grundlegend beidiversen 0-1-Gesetzen (wie etwa au
h im Beweis von Satz 7.2.8); dies sind Aussagen der Form,dass gewisse Ereignisse nur die Wahrs
heinli
hkeit 0 oder 1 haben können.Wir klären nun den engen Zusammenhang zwis
hen Unabhängigkeit und Produktmaÿräu-men für abzählbar viele Faktoren. Wir erinnern an Produkte messbarer Räume und Produktma-ÿe, siehe De�nition 6.9.1 und Bemerkung 6.10.3.Lemma 7.2.2 (Produkträume und Unabhängigkeit). Für i ∈ N sei (Ωi,Fi,Pi) ein Wahrs
hein-li
hkeitsraum, und es sei (Ω,F ,P) = (

∏
i∈N Ωi,⊗i∈NFi,⊗i∈NPi) der Produktraum. Dann ist fürbeliebige Wahl von messbaren Mengen Ai ∈ Fi die Familie der Mengen π−1

i (Ai) unabhängig imProduktraum.Beweis. Übungsaufgabe.Im Folgenden ist (Ω,F ,P) ein gegebener Wahrs
heinli
hkeitsraum und I eine beliebige ni
htleere Indexmenge. Teilsysteme von unabhängigen Systemen sind unabhängig:Lemma 7.2.3. (a) Falls Ei für i ∈ I unabhängig sind und Di ⊂ Ei für i ∈ I gilt, so sind die
Di ebenfalls unabhängig.(b) Falls D und Ei für jedes i ∈ I unabhängig sind, so sind au
h D und ⋃

i∈I Ei unabhängig.Beweis. einfa
he Übungsaufgabe.Wir diskutieren nun ein paar Mögli
hkeiten, Unabhängigkeiten von Mengensystemen aufgröÿere Systeme ho
h zu ziehen.Satz 7.2.4. Wenn für i ∈ I die Systeme Di ⊂ F unabhängig sind und dur
hs
hnittstabil, sosind die σ-Algebren σ(Di) unabhängig.Beweis. Es genügt, für jede endli
he Teilmenge J von I (sagen wir, J = {1, . . . , n}) zu zeigen,dass P(
⋂n

i=1Ai) =
∏n

i=1 P(Ai) für jede Wahl von Ai ∈ σ(Di) für i ∈ {1, . . . , n} gilt. Für k =
0, . . . , n sei Lk die folgende Aussage:

P
( n⋂

i=1

Ai

)
=

n∏

i=1

P(Ai) ∀Ai ∈ σ(Di) für i ≤ k,∀Ai ∈ Di ∪ {Ω} für i > k.Die Aussage L0 gilt wegen der Unabhängigkeit der Di. Es sei 0 ≤ k < n, und es gelte Lk. Wirbetra
hten das Mengensystem
Ak+1 =

{
Ak+1 ∈ σ(Dk+1) : P

( n⋂

i=1

Ai

)
=

n∏

i=1

P(Ai)

∀Ai ∈ σ(Di) für i ≤ k,∀Ai ∈ Di ∪ {Ω} für i > k + 1
}
.Da Lk gilt, ist Dk+1 in Ak+1 enthalten. Wir zeigen, dass Ak+1 ein Dynkin-System ist, denn danngilt d(Dk+1) = σ(Dk+1) na
h Satz 6.2.3 und daher Ak+1 = σ(Dk+1).



98 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIENa
h De�nition ist Ω ∈ Ak+1. Wenn D ∈ Ak+1, so gilt für alle Ai ∈ σ(Di) für i ≤ k, undfür alle Ai ∈ Di für i > k + 1:
P
( k⋂

j=1

Aj ∩Dc ∩
n⋂

j=k+2

Aj

)
= P

( k⋂

j=1

Aj ∩
n⋂

j=k+2

Aj

)
− P

( k⋂

j=1

Aj ∩D ∩
n⋂

j=k+2

Aj

)

=
∏

j : j 6=k+1

P(Aj) − P(D)
∏

j : j 6=k+1

P(Aj)

= P(Dc)
∏

j : j 6=k+1

P(Aj),wobei im zweiten S
hritt die Induktionsvoraussetzung und die Tatsa
he D ∈ Ak+1 ausgenutztwurden. Also gilt au
h Dc ∈ Ak+1. Analog zeigt man, dass Ak+1 abges
hlossen ist gegen abzähl-bare paarweise disjunkte Vereinigungsbildung; man muss in der obigen Re
hnung nur Dc dur
heine abzählbare paarweise disjunkte Vereinigung ersetzen und analog verfahren. D. h. Ak+1 istein Dynkin-System, und dies beendet den Beweis.Bemerkung 7.2.5. Falls die Ereignisse Ai mit i ∈ I unabhängig sind, so sind also au
h die σ-Algebren σ({Ai,Ω}) = {∅, Ai, A
c
i ,Ω} unabhängig. Insbesondere sind also au
h die Komplemente

Ac
i unabhängig. 3Korollar 7.2.6. Es seien Di ⊂ F für i ∈ I unabhängig und dur
hs
hnittstabil. Ferner sei (Ik)k∈Keine Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von I. Dann sind die σ(

⋃
j∈Ik

Dj) für k ∈ Kunabhängig.Beweis. Für k ∈ K sei D̂k die Familie der endli
hen Dur
hs
hnitte von Elementen aus ⋃
j∈Ik

Dj .Das Mengensystem D̂k ist o�enbar dur
hs
hnittstabil, und da die Dj dur
hs
hnittstabil sind, hatjedes Element aus D̂k die Gestalt Aj1 ∩· · ·∩Ajn mit n ∈ N, Aj ∈ Dj und paarweise vers
hiedenen
j1, . . . , jn ∈ Ik. Daraus folgt, dass die D̂k für k ∈ K unabhängig sind. Da Dj ⊂ D̂k für alle j ∈ Ik,gilt σ(

⋃
j∈Ik

Dj) = σ(D̂k). Daher folgt die Aussage aus Satz 7.2.4.Eine interessante Kollektion von Ereignissen ist die folgende:De�nition 7.2.7 (terminale Ereignisse). Es sei (Fn)n∈N eine Folge von Teil-σ-Algebren von F ,und wir setzen F̂n =
∨∞

k=n Fk für n ∈ N. Dann heiÿt die σ-Algebra
T∞ =

⋂

n∈N

F̂n =
⋂

n∈N

∞∨

k=n

Fkdie σ-Algebra der terminalen Ereignisse oder die terminale σ-Algebra der Folge (Fn)n∈N.In T∞ sind diejenigen Ereignisse enthalten, die für jedes n ∈ N nur von den σ-Algebren
Fn,Fn+1, . . . abhängen. Typis
he Anwendungen betre�en Fälle, in denen Fn die `Gegenwart'zum Zeitpunkt n bes
hreibt, also bes
hreibt F̂n die `Zukunft' ab dem Zeitpunkt n. In diesemFall enthält T∞ alle Ereignisse der in�nitesimalen Zukunft, d. h. alle Ereignisse, deren Eintretenau
h dann no
h beurteilt werden kann, wenn man die Beoba
htung beliebig spät beginnt, vor-ausgesetzt, man betra
htet dana
h alle späteren Zeitpunkte. Wenn etwa (Xn)n∈N eine Folge vonZufallsgröÿen ist und Xn eine Gröÿe zum Zeitpunkt n bes
hreibt, dann liegen etwa die Ereig-nisse `die Folge (Xn)n∈N besu
ht den Punkt i unendli
h oft' und `die Folge (Xn)n∈N bleibt ab



7.2. UNABHÄNGIGKEIT 99einem Zeitpunkt nur no
h in A' (für einen gegebenen Punkt i bzw. Menge A) in T∞, wobei wir
Fn = σ(Xn) gesetzt haben.Der folgende, verblü�ende Satz (mit verblü�endem Beweis) sagt, dass bei Unabhängigkeitder Fn die terminale σ-Algebra in gewissem Sinn trivial ist:Satz 7.2.8 (Kolmogorov's
hes 0-1-Gesetz). Es sei (Fn)n∈N eine Folge von unabhängigen Teil-
σ-Algebren von F mit terminaler σ-Algebra T∞. Dann gilt P(A) ∈ {0, 1} für jedes A ∈ T∞.Beweis. Es sei n ∈ N fest. Na
h Korollar 7.2.6 sind F̂n+1 und ∨n

k=1 Fk unabhängig, also sindna
h Lemma 7.2.3(a) au
h T∞ und ∨n
k=1 Fk unabhängig. Daher sind na
h Lemma 7.2.3(b) au
h

T∞ und ⋃
n∈N

∨n
k=1 Fk unabhängig. Die letztere Menge ist als eine Vereinigung aufsteigender σ-Algebren dur
hs
hnittstabil, also sind na
h Satz 7.2.4 au
h T∞ und die von ihr erzeugte σ-Algebraunabhängig, und dies ist die σ-Algebra ∨

n∈N Fn. Diese enthält F̂n für jedes n ∈ N, also enthältsie au
h deren S
hnitt T∞. Na
h Lemma 7.2.3 ist also T∞ von si
h selber unabhängig. Darausfolgt für jedes A ∈ T∞, dass P(A) = P(A ∩ A) = P(A)P(A) = P(A)2, also muss P(A) ∈ {0, 1}sein.Man nennt eine σ-Algebra T mit P(A) ∈ {0, 1} für jedes A ∈ T au
h P-trivial. Eine P-triviale
σ-Algebra ist natürli
h {∅,Ω}, aber terminale σ-Algebren sind meist sehr viel gröÿer.Beispiel 7.2.9 (Perkolation). Es sei K die Menge aller Kanten zwis
hen je zwei Na
hbarn aufdem Gitter Zd. Mit einem Parameter p ∈ (0, 1) sei (Xi)i∈K eine Kollektion unabhängiger Zufalls-gröÿen, die jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit p den Wert `o�en' und sonst den Wert `undur
hlässig'annehmen. Dies ist ein Modell für einen porösen Stein, dessen Kammern dur
h Wände verbundensind, die zufällig dur
hlässig sind oder ni
ht. In einem Punkt denken wir uns eine Wasserquelle.Das Wasser kann nur entlang dur
hlässiger Kanten �ieÿen. Als Übungsaufgabe zeige man, dassdas Ereignis `Es gibt einen Punkt, von dem aus das Wasser einen unendli
h langen Weg �ieÿenkann' nur die Wahrs
heinli
hkeiten 0 oder 1 haben kann. Dieses Ereignis ist glei
h bedeutendmit der Existenz eines unendli
h groÿen Clusters, d. h. einer unendli
h groÿen Teilmenge von Zd,deren Punkte alle mit dur
hlässigen Kanten mit einander verbunden sind. (In dem Fall, dassdieses Ereignis eintritt, sagt man, dass Perkolation eintritt.) 3Lemma 7.2.10. Es sei T ⊂ F eine P-triviale σ-Algebra. Ferner sei X eine (R,B)-wertige,
T -messbare Zufallsgröÿe. Dann existiert ein c ∈ R mit P(X = c) = 1.Beweis. Es sei F die Verteilungsfunktion von X. Da {X ≤ t} = X−1([−∞, t]) ∈ T für jedes
t ∈ R, gilt F (t) = P(X ≤ t) ∈ {0, 1} für jedes t ∈ R. Da F ni
ht fällt, sind drei Fälle mögli
h.1. Falls F (t) = 0 für alle t ∈ R, so ist P(X > n) = 1 für jedes n ∈ N, also P(X = ∞) = 1.2. Falls F (t) = 1 für alle t ∈ R, so ist P(X ≤ −n) = 1 für jedes n ∈ N, also P(X = −∞) = 1.3. Falls F an einer Stelle t0 ∈ R von 0 auf 1 springt, ist P(X ∈ (t0 − 1

n , t0 + 1
n ]) = F (t0 +

1
n) − F (t0 − 1

n) = 1 für jedes n ∈ N. Dur
h den Grenzübergang n → ∞ erhält man, dass
P(X = t0) = 1.



100 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEDe�nition 7.2.11 (Unabhängigkeit von Zufallsgröÿen). Für jedes i ∈ I sei Xi : Ω → Ei eineZufallsgröÿe mit Werten in einem messbaren Raum (Ei, Ei). Die Zufallsgröÿen Xi mit i ∈ Iheiÿen unabhängig, wenn die σ-Algebren X−1
i (Ei) mit i ∈ I unabhängig sind.Bemerkung 7.2.12 (Konstruktion unabhängiger Zufallsgröÿen). Man kann aus Zufallsgröÿen,die a priori ni
hts mit einander zu tun haben, eine Familie unabhängiger Zufallsgröÿen mitden selben Verteilungen konstruieren, indem man alle diese Gröÿen auf dem Produktraum de-�niert. Wenn für jedes i ∈ I eine Zufallsgröÿe Xi : Ωi → Ei auf einem Wahrs
heinli
hkeits-raum (Ωi,Fi,Pi) de�niert ist und Werte in einem messbaren Raum (Ei, Ei) hat, so kann manauf dem Produktraum (Ω,F ,P) (siehe Bemerkung 6.10.3) Zufallsgröÿen X̃i : Ω → Ei dur
h

X̃i(ω) = Xi(ωi) für ω = (ωi)i∈I ∈ Ω de�nieren. Dann sind die Gröÿen X̃i mit i ∈ I unabhängig,und die Verteilungen von X̃i und Xi stimmen überein. Dies sieht man lei
ht ein, wenn manausnutzt, dass X̃i = Xi ◦ πi gilt, wobei πi : Ω → Ωi die kanonis
he Projektion ist. Dann istnämli
h
P ◦ X̃−1

i = P ◦ π−1
i ◦X−1

i = Pi ◦X−1
i ,denn Pi ist das Bildmaÿ des Produktmaÿes P unter der Projektion πi. 3Wir sammeln ein paar Eigens
haften unabhängiger Zufallsgröÿen, die alle lei
ht einzusehensind:Lemma 7.2.13. Für jedes i ∈ I sei Xi : Ω → Ei eine Zufallsgröÿe mit Werten in einem messba-ren Raum (Ei, Ei).(a) Falls Di ⊂ F für i ∈ I unabhängig sind und Xi messbar bezügli
h Di, so sind die Xiunabhängig.(b) Falls die Xi unabhängig sind und ϕi : Ei → E′

i Abbildungen, die Ei-E ′
i-messbar sind (wobei

E ′
i jeweils eine σ-Algebra auf E′

i sei), so sind die Abbildungen ϕi ◦Xi ebenfalls unabhängig.(
) Die Xi sind genau dann unabhängig, wenn für jedes n ∈ N und alle paarweise vers
hiedenen
i1, . . . , in ∈ I und alle A1 ∈ Ei1 , . . . , An ∈ Ein gilt:

P(Xi1 ∈ A1, . . . ,Xin ∈ An) =

n∏

j=1

P(Xij ∈ Aj).Eine der angenehmsten Eigens
haften unabhängiger Zufallsgröÿen ist die folgende Re
hen-regel für den Erwartungswert von Produkten.Satz 7.2.14. Es seien X und Y zwei unabhängige reelle Zufallsgröÿen. Falls X und Y ni
ht-negativ sind oder falls X,Y ∈ L1(P), so gilt E(XY ) = E(X)E(Y ).Beweis. Zunä
hst seien X und Y als ni
htnegativ vorausgesetzt. Die beiden σ-Algebren F1 =
X−1(B) und F2 = Y −1(B) sind unabhängig. Für A ∈ F1 erfüllt die Menge aller ni
htnega-tiven F2-messbaren Zufallsgröÿen Y ′ mit E(1lAY

′) = P(A)E(Y ′) die Eigens
haften (i) - (iii)von Satz 6.4.11. Demzufolge gilt die Glei
hung E(1lAY
′) = P(A)E(Y ′) für alle ni
htnegativen

F2-messbaren Zufallsgröÿen, also insbesondere für Y selbst. Die Menge der ni
htnegativen F1-messbaren Zufallsgröÿen X ′ mit E(X ′Y ) = E(X ′)E(Y ) erfüllt ebenfalls die Bedingungen von



7.2. UNABHÄNGIGKEIT 101Satz 6.4.11. Also ergibt das glei
he Argument wie oben, dass die letzte Glei
hung für X ′ = Xgilt.Nun sei X,Y ∈ L1(P) vorausgesetzt. Da X und Y unabhängig sind, sind dies au
h |X| und
|Y |. Also folgt aus dem Bisherigen, dass E(|XY |) = E(|X|)E(|Y |) gilt. Die Glei
hung E(XY ) =
E(X)E(Y ) folgt daraus dur
h eine Zerlegung in Positiv- und Negativteil.Als Anwendung von Satz 7.2.14 zeigen wir, dass unter stärkeren Integrierbarkeitsannahmendie Konvergenzges
hwindigkeit im S
hwa
hen Gesetz der Groÿen Zahlen (Satz 7.1.1) bei Unab-hängigkeit sogar exponentiell ist und ni
ht nur linear.Lemma 7.2.15 (Groÿe Abwei
hungen). Sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen, identis
hverteilten Zufallsgröÿen. Setze Sn = X1 + · · · +Xn. Dann gilt für jedes c > 0:

1

n
log P(Sn > cn) ≤ − sup

α∈(0,∞)

[
cα− log E(eαX1)

]
.Man erhält exponentielle Konvergenz in Satz 7.1.1, wenn man Lemma 7.2.15 anwendet auf

c = E(X1) + ε und ein zweites Mal auf X̃i = −Xi und c = E(X̃1) + ε, und wenn man voraussetzt, dass E(eαX1) <∞ für jedes α ∈ R.Beweis von Lemma 7.2.15. Wir wenden die Markov-Unglei
hung von Satz 5.1.1 wie folgt an:Für jedes α > 0 gilt
P(Sn > cn) = P(eαSn > eαcn) ≤ e−αcnE(eαSn).Nun s
hreiben wir eαSn =

∏n
i=1 e

αXi und benutzen Lemma 7.2.13(b) und Satz 7.2.14, um denErwartungswert wie folgt zu bere
hnen:
E(eαSn) = E

[ n∏

i=1

eαXi

]
=

n∏

i=1

E(eαXi) = E(eαX1)n.Dies setzen wir oben ein, nehmen den Logarithmus, teilen dur
h n und optimieren über α.Wir beleu
hten kurz die Verteilung der Summe zweier unabhängiger Zufallsvektoren:De�nition 7.2.16 (Faltung). Die Faltung zweier Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe P1 und P2 auf (Rd,Bd)ist das Bildmaÿ
P1 ∗ P2 = (P1 ⊗ P2) ◦ S−1,wobei S : R2d → Rd de�niert ist als S(x1, x2) = x1 + x2.Als Übungsaufgabe zeigt man, dass die Faltung zweier Maÿe mit (Lebesgue-)Di
hten f1 und

f2 die Di
hte f1 ∗ f2 besitzt, wobei f1 ∗ f2 die übli
he Faltung zweier Funktionen f1 und f2bezei
hnet. Ferner sieht man ebenfalls lei
ht, dass die Faltung zweier Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe∑
n∈Zd pnδn und ∑

n∈Zd qnδn auf Zd glei
h dem Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ∑
n∈Zd rnδn ist, wobei

r = (rn)n∈Zd die Faltung der Folgen (pn)n∈Zd und (qn)n∈Zd ist. Mit Hilfe dieser Tatsa
henerre
hnet man als eine Übungsaufgabe die folgenden Faltungseigens
haften der Normal- und derPoisson-Verteilungen:Lemma 7.2.17. (i) Die Summe zweier unabhängiger, N (a, σ2)- bzw. N (b, τ2)- verteilter Zu-fallsgröÿen ist N (a+ b, σ2 + τ2)-verteilt.(ii) Die Summe zweier unabhängiger Poisson-verteilter Zufallsgröÿen mit Parametern α > 0bzw. β > 0 ist Poisson-verteilt mit Parameter α+ β.



102 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEEin anderer Beweis von Lemma 7.2.17 kann mit Hilfe von 
harakteristis
hen Funktionengeführt werden, siehe Abs
hnitt 8.3.7.3 Bedingte ErwartungswerteWir wollen das Konzept der bedingten Wahrs
heinli
hkeiten, das wir in Abs
hnitt 2.1 in der dis-kreten Situation einführten, stark erweitern. Insbesondere mö
hten wir auf viele Ereignisse (stattnur auf eines) bedingen, und wir mö
hten erklären, in wel
hem Sinne man auf eine Nullmengebedingen darf. Sammeln wir zunä
hst ein paar Tatsa
hen, deren Re
htfertigung uns keinerleiProbleme bereitet.Sei (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und A ∈ F , dann kann man ohne Probleme fürjedes B ∈ F die bedingte Wahrs
heinli
hkeit von B gegeben A einführen als
P(B | A) =

P(B ∩A)

P(A)
, falls P(A) > 0.Wir erinnern an die Interpretation von P(B | A) als die Wahrs
heinli
hkeit von B unter derVoraussetzung, dass A eingetreten ist. Im Fall P(A) = 0 kann man P(· | A) als irgendein Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ de�nieren, wenn man mö
hte oder muss, aber das ist willkürli
h. Man siehtlei
ht, dass mit dieser Erweiterung der De�nition 2.1.2 die Formeln von der totalen Wahrs
hein-li
hkeit und von Bayes (siehe Lemma 2.1.4) gelten. Auÿerdem ist au
h lei
ht zu sehen, dass

P(· | A) ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist. Also kann man au
h problemlos den bedingten Erwar-tungswert einer Zufallsgröÿe X ∈ L1(P) de�nieren, indem man setzt:
E[X | A] =

E[X 1lA]

P(A)
=

∫

Ω
X(ω) P(dω | A). (7.3.1)Natürli
h haben wir dann au
h die Formel E[1lB | A] = P(B | A).Nun mö
hten wir gerne auf viele Ereignisse bedingen anstatt nur auf ein A. Mit anderenWorten, wir wollen voraussetzen, dass das Eintreten oder Ni
hteintreten einer gewissen Vielzahlvon Ereignissen bekannt sei. Nun allerdings kann die bedingte Wahrs
heinli
hkeit ni
ht mehreine einzige Zahl sein, denn sie wird davon abhängen müssen, wel
he der bedingenden Ereignisseeingetreten sind und wel
he ni
ht. Es fällt uns lei
ht, den folgenden Spezialfall zu behandeln: Falls

(Ai)i∈I eine (hö
hstens abzählbare) Familie disjunkter messbarer Mengen ist, deren Vereinigung
Ω ist, dann de�nieren wir A = σ(Ai : i ∈ I) und für X ∈ L1(P)

E[X | A](ω) = E[X | Ai] ⇐⇒ ω ∈ Ai, (7.3.2)also E[X | A] =
∑

i∈I 1lAiE[X | Ai]. Diese Abbildung hat die folgenden zwei wi
htigen Eigen-s
haften.Lemma 7.3.1. (i) E[X | A] ist A-messbar,(ii) E[X | A] ∈ L1(P), und für jedes A ∈ A gilt ∫
A E[X | A] dP =

∫
AX dP.Beweis. (i) E[X | A] ist die Hintereinanders
haltung der beiden messbaren Abbildungen Ω ∋

ω 7→ i(ω) ∈ I, wobei i(ω) de�niert ist dur
h ω ∈ Ai(ω), und I ∋ i 7→ E[X | Ai].



7.3. BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE 103(ii) Für A ∈ A gibt es eine Teil-Indexmenge J ⊂ I mit A = ∪i∈JAi. O.B.d.A. haben wir
P(Ai) > 0 für jedes i ∈ J . Dann folgt

∫

A
E[X | A] dP =

∑

i∈J

P(Ai) E[X | Ai] =
∑

i∈J

E[X1lAi ] =

∫

A
X dP.Dies gibt Anlass zu einer De�nition. Im Folgenden sei immer (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
h-keitsraum, A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra und X ∈ L1(P) eine Zufallsgröÿe.De�nition 7.3.2 (Bedingte Erwartung). Eine Zufallsgröÿe Y heiÿt eine bedingte Erwartungvon X bezügli
h A, und wir s
hreiben Y = E[X | A], falls gelten:(i) Y ist A-messbar,(ii) Für jedes A ∈ A gilt E[X1lA] = E[Y 1lA].Falls B ∈ F , so heiÿt P(B | A) = E[1lB | A] die bedingte Wahrs
heinli
hkeit von B gegeben A.Wenn man (ii) für A = Ω ausnutzt, erhält man insbesondere, dass E[E[X | A]] = E[X],d. h. die bedingte Erwartung von X hat den selben Erwartungswert wie X.Bedingte Erwartungen und bedingte Wahrs
heinli
hkeiten werden also nur bis auf fast si-
here Glei
hheit de�niert. Au
h wenn wir ni
ht immer darauf hinweisen werden, sind also alleGlei
hungen und Aussagen, in denen sie auftreten, nur fast si
her zu verstehen.Bemerkung 7.3.3. Au
h wenn die S
hreibweise sehr suggestiv ist, ist es überhaupt ni
ht klar(und es gilt au
h ni
ht in jeder Situation), dass die Abbildung B 7→ P(B | A) ein Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿ ist. Genauer gesagt, würde man gerne zumindest für fast alle ω ∈ Ω haben wollen,dass P(· | A)(ω) ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist, aber au
h hierfür muss man zusätzli
he Vor-aussetzungen ma
hen und diese Aussage beweisen. Grob gesagt, ist das Problem, dass gewisseAusnahmemengen a priori von B abhängen, und man muss zeigen, dass es eine Version von

B 7→ P(B | A)(ω) gibt, so dass diese Ausnahmemengen ni
ht von B abhängen. 3Bemerkung 7.3.4. Wir können mit den bisherigen Methoden zum Beispiel ni
ht die folgende,intuitiv lösbar s
heinende, Aufgabe behandeln: Gegeben seien eine glei
hförmig auf [0, 1] verteilteZufallsgröÿe X und weitere Zufallsgröÿen Y1, . . . , Yn, die bei Kenntnis des Ereignisses {X = x}unabhängig und Bernoulli-verteilt mit Parameter x sind. Können wir der bedingten Wahrs
hein-li
hkeit P(Y1 = · · · = Yn = 1 | X = x) einen Sinn geben? Intuitiv sollte das glei
h xn sein, aberwie erklärt man die Bedingung auf die Nullmenge {X = x}? Wir brau
hen also einen Begri� desErwartungswertes bedingt auf Nullmengen, der unserer Intuition entspri
ht. 3Beim soglei
h folgenden Beweis der Existenz der bedingten Erwartung werden wir einen derwi
htigsten Sätze der Maÿtheorie benötigen, der au
h s
hon in Bemerkung 6.6.5 erwähnt wurde.Wir erinnern daran, dass wir ν ≪ µ s
hreiben, wenn das Maÿ ν absolutstetig bezügli
h dem Maÿ
µ ist, d. h. wenn jede µ-Nullmenge au
h eine ν-Nullmenge ist.



104 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIESatz 7.3.5 (Satz von Radon-Nikodym). Seien µ und ν zwei σ-endli
he Maÿe auf einem messba-ren Raum (Ω,F). Dann gilt
ν hat eine Di
hte bezügli
h µ ⇐⇒ ν ≪ µ.In diesem Fall ist die Di
hte F-messbar, µ-fast überall endli
h und µ-fast überall eindeutig. DieDi
hte dν

dµ heiÿt die Radon-Nikodym-Di
hte von ν na
h µ.Beweise �nden si
h in jedem guten Maÿtheoriebu
h.Satz 7.3.6. Die bedingte Erwartung E[X | A] existiert und ist fast si
her eindeutig.Beweis. Seien Y und Y ′ bedingte Erwartungen von X bezügli
h A. Für die Menge A = {Y >
Y ′} ∈ A gilt dann E[(Y − Y ′)1lA] = E[Y 1lA] − E[Y ′1lA] = 0. Da (Y − Y ′)1lA ≥ 0, folgt Y ≤ Y ′fast si
her. Analog folgt die umgekehrte Unglei
hung, also die fast si
here Eindeutigkeit.Wir zerlegen X = X+ −X− in den Positiv- und den Negativteil X+ = X ∨ 0 bzw. X− =
X+ − X. Dur
h Q+(A) = E[X+1lA] bzw. Q−(A) = E[X−1lA] werden zwei endli
he Maÿe auf
(Ω,A) de�niert. Beide Maÿe sind o�ensi
htli
h absolutstetig bezügli
h P, also liefert der Satzvon Radon-Nikodym die Existenz von A-messbaren Di
hten Y + bzw. Y −, so dass Q+(A) =∫
A Y

+ dP = E[Y +1lA] und Q−(A) =
∫
A Y

− dP = E[Y −1lA] für jedes A ∈ A gelten. Dann ist
Y = Y + − Y − eine bedingte Erwartung von X gegeben A, denn Y ist A-messbar, und für jedes
A ∈ A gilt E[Y 1lA] = E[Y +1lA] − E[Y −1lA] = E[X+1lA] − E[X−1lA] = E[X1lA].Nun können wir au
h die bedingte Erwartung bezügli
h einer anderen Zufallsgröÿe de�nieren:De�nition 7.3.7. Für jede Zufallsgröÿe Y heiÿt E[X | Y ] = E[X | σ(Y )] die bedingte Erwartungvon X bezügli
h Y .Die wi
htigsten Eigens
haften der bedingten Erwartung werden nun aufgelistet:Satz 7.3.8 (Eigens
haften der bedingten Erwartung). Seien A1 ⊂ A ⊂ F zwei Teil-σ-Algebren,und sei Y ∈ L1(Ω,F ,P) und λ ∈ R, dann gelten:(i) (Linearität) E[λX + Y | A] = λE[X | A] + E[Y | A].(ii) (Monotonie) Falls X ≥ Y fast si
her, so E[X | A] ≥ E[Y | A] fast si
her.(iii) Falls E[|XY |] <∞ und Y messbar bezügli
h A, so gelten

E[XY | A] = Y E[X | A] und insbesondere E[Y | Y ] = Y.(iv) E[E[X | A] | A1] = E[E[X | A1] | A] = E[X | A1].(v) |E[X | A]| ≤ E[|X| | A].



7.3. BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE 105(vi) Falls σ(X) und A unabhängig sind, so ist E[X | A] = E[X].(vii) Falls P(A) ∈ {0, 1} für jedes A ∈ A, so gilt E[X | A] = E[X].(viii) (Majorisierte Konvergenz) Falls Y ≥ 0 und (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen ist mit
|Xn| ≤ Y für jedes n ∈ N sowie limn→∞Xn = X fast si
her, so gilt limn→∞ E[Xn | A] =
E[X | A] fast si
her und in L1(P).Beweis. (i), (ii): Übungsaufgaben.(iii): Es ist klar, dass Y E[X | A] die erste Bedingung in der De�nition 7.3.2 der bedingtenErwartung von XY bezügli
h A erfüllt. Wir wenden uns der zweiten zu. Es rei
ht, den Fall

X ≥ 0 und Y ≥ 0 zu betra
hten, denn der allgemeine Fall wird mit Hilfe der Linearität und(i) dur
h eine Zerlegung in Positiv- und Negativteil erledigt. Die Folge der Yn = 2−n⌊2nY ⌋konvergiert steigend gegen Y . (Mit ⌊x⌋ bezei
hnen wir die gröÿte ganze Zahl ≤ x.) Das gilt au
hfür YnE[X | A] gegen Y E[X | A], denn diese Zufallsgröÿen sind na
h (ii) ni
htnegativ. Na
h demSatz von der monotonen Konvergenz ist dann au
h für jedes A ∈ A

lim
n→∞

E[1lAYnE[X | A]] = E[1lAY E[X | A]].Andererseits ist wegen der Messbarkeit von Y bezügli
h A (man bea
hte, dass {Yn = k2−n} =
{Y ∈ [k2−n, (k + 1)2−n)} ∈ A für jedes n, k ∈ N0)

E[1lAYnE[X | A]] =

∞∑

k=1

E
[
1lA1l{Yn=k2−n}k2

−nE[X | A]
]

=

∞∑

k=1

E
[
1lA1l{Yn=k2−n}k2

−nX
]

= E[1lAYnX],und dies konvergiert gegen E[1lAY X]. Also gilt E[1lAY E[X | A]] = E[1lAY X] für jedes A ∈ A.Also erfüllt Y E[X | A] au
h die zweite Bedingung in der De�nition der bedingten Erwartungvon XY bezügli
h A.(iv) Übungsaufgabe.(v) Folgt aus (i) und (ii) mit Hilfe einer Zerlegung in Positiv- und Negativteil.(vi) Für A ∈ A sind X und 1lA unabhängig, also gilt E[X1lA] = E[X]E[1lA].(vii) A ist von jeder σ-Algebra unabhängig, also au
h von σ(X). Daher folgt die Aussageaus (vi).(viii) Die Zufallsgröÿen Zn = supk≥n |Xk − X| erfüllen 0 ≤ Zn ≤ 2Y und limn→∞Zn = 0fast si
her. Insbesondere gilt limn→∞ E[Zn] = 0 na
h dem Satz 6.8.6 von Lebesgue. Mit Hilfe von(i) und (v) sieht man, dass gilt
∣∣E[Xn | A] − E[X | A]

∣∣ ≤ E[Zn | A]. (7.3.3)Also ist der Erwartungswert der linken Seite ni
ht gröÿer als E[E[Zn | A]] = E[Zn], der ja gegenNull konvergiert. Dies zeigt die behauptete L1-Konvergenz von E[Xn | A] gegen E[X | A].
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h dem Lemma 6.8.4 von Fatou gilt wegen der Monotonie von n 7→ Zn

E
[
lim sup

n→∞
E[Zn | A]

]
= E

[
lim inf
n→∞

E[Zn | A]
]
≤ lim

n→∞
E[Zn] = 0.Daher ist au
h lim supn→∞ E[Zn | A] = 0 fast si
her, also au
h limn→∞ E[Zn | A] = 0 fast si
her.Nun folgt die fast si
here Konvergenz von E[Xn | A] gegen E[X | A] aus (7.3.3).Bemerkung 7.3.9 (Interpretation). Wie im diskreten Zusammenhang in Abs
hnitt 2.1 ist E[X |

A] der erwartete Wert von X unter der Voraussetzung, dass uns sämtli
he Information aus der
σ-Algebra A zur Verfügung steht. Über diese Ereignisse wird ni
ht mehr gemittelt, sie werdenals deterministis
h angesehen. Im Fall σ(X) ⊂ A kennen wir also X s
hon vollständig und haben
E[X | A] = X, siehe (iii). Im anderen Extrem, wenn X und A unabhängig sind, gibt uns dieKenntnis von A keine relevante Information über X, und wir haben E[X | A] = E[X], siehe (vii).
3Bemerkung 7.3.10. Man zeige dur
h ein Gegenbeispiel, dass dur
haus E[E[X | A] | A1] 6=
E[E[X | A1] | A] gelten kann, wenn nämli
h die σ-Algebren A1 und A ni
ht ineinander enthaltensind. 3Bei quadratis
h integrierbaren Zufallsgröÿen können wir die bedingte Erwartung sogar alseine Orthogonalprojektion au�assen. Wir erinnern, dass wir ni
ht an allen Stellen den Zusatz `fastsi
her' einbauen; insbesondere ma
hen wir keinen Unters
hied zwis
hen dem Raum L2(Ω,A,P)und dem Hilbertraum L2(Ω,A,P), siehe Abs
hnitt 6.7.Lemma 7.3.11 (Bedingte Erwartung als Orthogonalprojektion). Sei X ∈ L2(P), und sei A ⊂ Feine Teil-σ-Algebra. Dann ist E[X | A] die Orthogonalprojektion von X auf L2(Ω,A,P). Mitanderen Worten, es gilt für jede A-messbare Zufallsgröÿe Y ∈ L2(P):

E[(X − Y )2] ≥ E
[
(X − E[X | A])2

]mit Glei
hheit genau dann, wenn Y = E[X | A].Beweis. Übungsaufgabe.Beispiel 7.3.12. Seien X1, . . . ,XN unabhängige zentrierte Zufallsgröÿen. Wir betra
hten dieIrrfahrt Sn = X1 + · · · + Xn und die σ-Algebren An = σ(X1, . . . ,Xn) für n = 1, . . . ,N . Danngilt für n ≥ m

E[Sn | Am] = E[X1 | Am] + · · · + E[Xn | Am] = X1 + · · · +Xm + E[Xm+1] + · · · + E[Xn] = Sm.Damit haben wir gezeigt, dass die Folge (Sn)n=1,...,N ein sogenanntes (An)n=1,...,N -Martingalist. (Die Theorie der Martingale ist ein wi
htiger Teilberei
h der Theorie der Sto
hastis
henProzesse.) Na
h Satz 7.3.8(iv) ist wegen σ(Sm) ⊂ Am au
h
E[Sn | Sm] = E[E[Sn | Am] | Sm] = E[Sm | Sm] = Sm.Die natürli
he Erweiterung der Formel von Bayes aus Lemma 2.1.4 ist die folgende:Lemma 7.3.13 (Bayes's
he Formel). Für alle A ∈ A und B ∈ F mit P(B) > 0 gilt

P(A | B) =

∫
A P(B | A) dP∫
P(B | A) dP

=
E

[
1lAP(B | A)

]

E
[
P(B | A)

] .
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ht aus der zweiten de�nierenden Eigens
haft in De�nition 7.3.2.Der Spezialfall, dassA von einer hö
hstens abzählbaren Familie paarweise disjunkter Mengenmit positiven Wahrs
heinli
hkeiten erzeugt wird, ist gerade Lemma 2.1.4.Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten haben etli
he Eigens
haften, die analog sind zu jenen, dieWahrs
heinli
hkeitsmaÿe haben, und wir werden glei
h ein paar wi
htige davon behandeln. Manbehalte aber im Hinterkopf, dass bedingte Wahrs
heinli
hkeiten Zufallsgröÿen sind und dassdaher die Beweise der jeweiligen Eigens
haft aus der De�nition 7.3.2 heraus geführt werdenmüssen.Satz 7.3.14 (Bedingte Markov-Unglei
hung). Für jede monoton steigende messbare Abbildung
ϕ : (0,∞) → (0,∞) gilt

P(|X| ≥ ε | A) ≤ E[ϕ(|X|) | A]

ϕ(ε)
, ε > 0.Beweis. Wie im Beweis der gewöhnli
hen Markov-Unglei
hung in Satz 5.1.1 nutzt man aus,dass fast si
her gilt: 1l{|X|≥ε} ≤ ϕ(|X|)/ϕ(ε). Der Rest des Beweises folgt aus der Monotonie undLinearität der bedingten Erwartung.Satz 7.3.15 (Bedingte Jensen-Unglei
hung). Sei I ⊂ R ein Intervall und ϕ : I → R konvex,und sei X ∈ L1(P) eine I-wertige Zufallsgröÿe. Dann gilt

ϕ
(
E[X | A]

)
≤ E[ϕ(X) | A] ≤ ∞.Beweis. Dies ist eine Anpassung des Beweises von Satz 6.7.2. Wir sagen, dass eine Aussage Aauf einem Ereignis B fast si
her gelte, wenn P(B \ A) = 0.Auf dem Ereignis {E[X | A] ist ein Randpunkt von I} ist X fast si
her konstant glei
hdiesem Randpunkt. Dies sieht man wie folgt ein. Sei o. B. d.A. 0 der linke Randpunkt von I, alsogilt X ≥ 0 fast si
her. Daher ist au
h E[X | A] ≥ 0 fast si
her. Nun haben wir

E[X] = E
[
E[X | A]

]
= E

[
E[X | A]1l{E[X|A]>0}

]
= E

[
X1l{E[X|A]>0}

]
,da das Ereignis {E[X | A] > 0} in A liegt. Dur
h Di�erenzbildung der obigen beiden Seiten folgt

E[X1l{E[X|A]=0}] = 0, also au
h P(X > 0,E[X | A] = 0) = 0. Dies heiÿt, dass X = 0 fast si
herauf dem Ereignis {E[X | A] = 0} gilt. Auf diesem Ereignis ist E[ϕ(X) | A] fast si
her glei
h derKonstanten ϕ(0), denn die eventuelle Abänderung der Funktion ω 7→ E[ϕ(X) | A](ω) auf einerNullmenge auf {E[X | A] = 0} ändert ni
hts an der Eigens
haft der bedingten Erwartung von
ϕ(X) gegeben A, wie man lei
ht na
hre
hnet. Daher ist die behauptete Unglei
hung trivial aufdem Ereignis {E[X | A] ist ein Randpunkt von I}.Wir betra
hten das Ereignis B = {E[X | A] ist ein innerer Punkt von I}. Für y ∈ I◦ sei
D+ϕ(y) = max{t ∈ R : ϕ(x) − ϕ(y) ≥ (x − y)t ∀x ∈ I} die maximale Tangentensteigung von
ϕ in y, d. h. die Linksableitung von ϕ in y. Also gilt ϕ(x) ≥ (x − y)D+ϕ(y) + ϕ(y) für jedes
x ∈ I. Wegen Konvexität ist D+ϕ steigend, also messbar, und daher ist D+ϕ(E[X | A]) eine
A-messbare Zufallsgröÿe. Es folgt fast si
her auf B:

E[ϕ(X) | A] ≥ E
[(
X − E[X | A]

)
D+ϕ(E[X | A]) + ϕ

(
E[X | A]

) ∣∣∣A
]

= ϕ
(
E[X | A]

)
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her auf B.Korollar 7.3.16. Sei p ∈ [1,∞], dann ist die Abbildung Lp(Ω,F ,P) → Lp(Ω,A,P), de�niertdur
h X 7→ E[X | A], eine Kontraktion (d. h. ‖E[X | A]‖p ≤ ‖X‖p) und insbesondere ste-tig. Insbesondere gilt für Folgen (Xn)n∈N im Lp(Ω,F ,P) mit limn→∞ ‖Xn − X‖p = 0 au
h
limn→∞ ‖E[Xn | A] − E[X | A]‖p = 0.Beweis. Für p ∈ [1,∞) benutze man die bedingte Jensens
he Unglei
hung für ϕ(x) = |x|p. Für
p = ∞ benutze man |E[X | A]| ≤ E[|X| | A] ≤ E[‖X‖∞ | A] = ‖X‖∞.Bemerkung 7.3.17 (Verkleinerung der Varianz). Als eine Übungsaufgabe folgere man, dass fürjede quadratis
h integrierbare Zufallsgröÿe X die Varianz von E[X | A] ni
ht gröÿer ist als dievon X. 3Ebenfalls kann man den folgenden wi
htigen Satz als Folgerung aus der bedingten Jensen-s
hen Unglei
hung beweisen:Satz 7.3.18 (Bedingte Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung). Für alle X,Y ∈ L2(P) gilt

E[XY | A]2 ≤ E[X2 | A] E[Y 2 | A].Beweis. Übungsaufgabe.Im Folgenden wollen wir uns endli
h der Frage nähern, die in Bemerkungen 7.3.3 und 7.3.4aufgeworfen wurde. Ein wi
htiges te
hnis
hes Hilfsmittel wird dabei die folgende Tatsa
he überdie Messbarkeit von Hintereinanderausführungen sein. Wir erinnern uns daran, dass B die von
B und {∞,−∞} auf R = R ∪ {∞,−∞} erzeugte σ-Algebra ist.Lemma 7.3.19 (Faktorisierungslemma). Seien (Ω,F) und (Ω′,F ′) zwei Messräume und f : Ω →
Ω′ messbar. Dann ist eine Abbildung g : Ω → R genau dann messbar bezügli
h σ(f) und B, wennes eine messbare Abbildung ϕ : Ω′ → R gibt mit g = ϕ ◦ f . Wenn f surjektiv ist, ist ϕ eindeutigfestgelegt, und wir s
hreiben dann ϕ = g ◦ f−1.Beweis. Wegen Lemma 6.4.4 ist nur die Ri
htung `=⇒' zu zeigen. Mit Hilfe einer Zerlegungin Positiv- und Negativteil sieht man, dass es rei
ht, die Aussage für ni
htnegative g zu zeigen.Sei also g : Ω → [0,∞] messbar bezügli
h σ(f) und B, dann gibt es A1, A2, · · · ∈ σ(f) und
α1, α2, · · · ∈ [0,∞) mit g =

∑∞
n=1 αn1lAn . Dies sieht man ein, indem man die einfa
he Funktion

fn = (2−n⌊2nf⌋) ∧ n aus dem Beweis von Lemma 6.4.10 betra
htet (man erinnere si
h, dass
fn ↑ f für n→ ∞) und bea
htet, dass

fn − fn−1 =

2n∑

i=1

i2−n1l{fn−fn−1=i2−n}.Wegen An ∈ σ(f) gibt es ein Bn ∈ F ′ mit f−1(Bn) = An, also mit 1lAn = 1lBn ◦ f . Nun leistet
ϕ =

∑∞
n=1 αn1lBn das Gewüns
hte. Die Eindeutigkeit bei Surjektivität sieht man lei
ht ein.Wir weisen no
h darauf hin, dass im Falle der Surjektivität die S
hreibweise ϕ = g ◦ f−1ni
ht etwa heiÿen soll, dass eine Inverse von f existiert, sondern dass gemeint ist: ϕ(ω′) = g(ω)mit irgendeinem ω ∈ Ω, das f(ω) = ω′ erfüllt.



7.3. BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE 109Nun sei X eine E-wertige Zufallsvariable, wobei (E, E) ein beliebiger messbarer Raum ist.Unser Ziel ist, für jedes x ∈ E ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P( · | X = x) anzugeben, sodass fürjedes A ∈ F auf dem Ereignis {X = x} gilt: P(A | X) = P(A | X = x). Die S
hwierigkeitbesteht darin, dass {X = x} im Allgemeinen eine Nullmenge ist. Wir werden die Aufgabe imAllgemeinen au
h ni
ht für jedes einzelne x lösen, sondern nur (in einem gewissen Sinne) für fastalle x.De�nition 7.3.20. Sei Y ∈ L1(P) und X eine E-wertige Zufallsvariable, wobei (E, E) einbeliebiger messbarer Raum ist. Dann ist Z = E[Y | X] messbar bezügli
h σ(X) und B. Na
hLemma 7.3.19 existiert eine E−B-messbare Abbildung ϕ : E → R mit Z = ϕ(X). Diese Abbildung
ϕ heiÿt die bedingte Erwartung von Y gegeben X = x, kurz ϕ(x) = E[Y | X = x].Wir setzen weiterhin P(A | X = x) = E[1lA | X = x] für A ∈ F .FallsX surjektiv ist, so ist die bedingte Erwartung von Y gegebenX = x eindeutig festgelegt,und wir können ϕ = Z ◦X−1 s
hreiben.Wir sind nun s
hon soweit, dass wir P(Y ∈ B | X = x) = E[1{Y ∈B} | X = x) erklärenkönnen für jede einzelne messbare Menge B ∈ E ′, wenn Y eine Zufallsgröÿe mit Werten in einembeliebigen messbaren Raum (E′, E ′) ist. Nun entsteht die natürli
he Frage, ob die Kollektion derZufallsvariablen (P(Y ∈ B | X = x))B∈E ′ aufgefasst werden kann als ein (dur
h x indiziertes, alsogewissermaÿen zufälliges) Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ. Dieses Maÿ könnte man dann die bedingteVerteilung von Y gegeben {X = x} nennen. Diese Frage liegt tief, denn diese Zufallsvariablen
P(Y ∈ B | X = x) sind jeweils nur über fast si
here Eigens
haften de�niert worden, und diejeweilige Ausnahmemenge hängt von B ab. Da wir von überabzählbar vielen B reden, ist eszunä
hst unklar, ob man si
h auf eine einzige Ausnahmemenge mit Maÿ Null zurü
kziehenkann, die ni
ht von B abhängt. Um diese Situation genau zu fassen, benötigen wir den folgendenBegri�.De�nition 7.3.21 (Markovkern). Es seien (E1, E1) und (E2, E2) zwei messbare Räume. EinMar-kovkern K von (E1, E1) na
h (E2, E2) ist eine Abbildung K : E1 × E2 → [0, 1] mit den folgendenEigens
haften:(i) Für jedes x ∈ E1 ist K(x, ·) ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf (E2, E2).(ii) Für jedes A ∈ E2 ist K(·, A) E1-messbar.Wir sagen au
h kurz, K sei ein Kern von E1 na
h E2.Beispiel 7.3.22. (a) Mit einem Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ν auf (E2, E2) wird ein Markovkern

K dur
h K(x,A) = ν(A) de�niert.(b) Mit einer messbaren Abbildung f : E1 → E2 wird ein Markovkern K dur
h K(x,A) =
1lA(f(x)) de�niert.(
) Es sei P eine sto
hastis
he Matrix auf einer abzählbaren Menge I (d. h. P = (pi,j)i,j∈I mit
pi,j ≥ 0 und ∑

j∈I pi,j = 1 für jedes i ∈ I), und es sei (E1, E1) = (E2, E2) = (I,P(I)), dannwird dur
h K(i, A) =
∑

j∈A pi,j ein Markovkern de�niert.
3Bemerkung 7.3.23. Es rei
ht in De�nition 7.3.21 die Eigens
haft (ii) nur für Mengen A auseinem dur
hs
hnittstabilen Erzeugendensystem von E2 zu fordern, denn die Menge

{A ∈ E2 : K(·, A) ist E1-messbar}



110 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEist ein Dynkin-System, wie man lei
ht sieht. Siehe Satz 6.2.3.Betre�end die Frage, die wir vor De�nition 7.3.21 stellten, wüns
hen wir uns also einenMarkovkern K = KY,A mit K(x,B) = P(Y ∈ B | X = x) für (fast) alle x ∈ E und alle B ∈ E ′,wobei das `fast' ni
ht von B abhängen soll, genau wie in De�nition 7.3.21. Wir formalisieren diesnun.De�nition 7.3.24 (Reguläre Version der bedingten Verteilung). Sei Y eine Zufallsvariable mitWerten in einem messbaren Raum (E′, E ′), und sei A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra. Ein Markovkern
KY,A von (Ω,A) na
h (E′, E ′) heiÿt eine reguläre Version der bedingten Verteilung von Y gegeben
A, falls KY,A(ω,B) = P(Y ∈ B | A)(ω) für P-fast alle ω ∈ Ω und für alle B ∈ E ′ gilt. (Manbea
hte, dass das `fast' ni
ht von B abhängt!)Sei speziell A = σ(X) für eine Zufallsvariable X mit Werten in einem messbaren Raum
(E, E). Dann heiÿt der Markovkern KY,X de�niert dur
h KY,X(x,B) = P(Y ∈ B | X = x) =
KY,σ(X)(X

−1(x), B) (die Funktion ϕ aus Lemma 7.3.19 mit beliebiger Festsetzung für x /∈ X(Ω),wobei f = X und g = KY,σ(X)( ·, B)) eine reguläre Version der bedingten Verteilung von Ygegeben X.Falls er existiert, ist also der Markovkern KY,X genau das Objekt, na
h dem wir vor De�-nition 7.3.21 fragten. Nun beweisen wir seine Existenz (sogar die Existenz eines Kernes KY,A),allerdings unter der Eins
hränkung, dass Y seine Werte in einem polnis
hen Raum E′ annimmt,d. h. in einem separablen2 vollständigen metris
hen Raum. (Die σ-Algebra, die wir auf so einemRaum betra
hten, ist natürli
h die Borel-σ-Algebra E ′, die von dem System der o�enen Mengenerzeugt wird.) Diese Eins
hränkung ist allerdings re
ht harmlos, denn die meisten Werteberei
hevon Interesse sind polnis
h, wie etwa alle separablen Bana
hräume oder die Menge aller stetigenAbbildungen K → R auf einem Kompaktum K ⊂ Rd, zusammen mit der Supremumsnorm.Es ist ans
hauli
h relativ klar, dass wir eine Annahme ma
hen müssen, die es uns erlaubt, die
σ-Algebra F mit nur abzählbar vielen messbaren Mengen in geeigneter Weise zu approximieren(wie es gerade in polnis
hen Räumen mögli
h ist), denn wir haben ja oben gesehen, dass es daraufankommt, überabzählbar viele Nullmengen zu einer Nullmenge zu vereinigen.Satz 7.3.25. Sei die Situation von De�nition 7.3.24 gegeben. Falls (E′, E ′) ein polnis
her Raumist (d. h. E ′ die Borel-σ-Algebra), so existiert eine reguläre Version KY,A der bedingten Vertei-lungen P(Y ∈ · | A).Beweis. Wir geben hier nur den Beweis für (E′, E ′) = (R,B). Im allgemeinen Fall konstruiertman einen Maÿraum-Isomorphismus von (R,B) in den polnis
hen Raum, siehe [Du02, Theo-rem 13.1.1℄.Für r ∈ Q sei F (r, ·) eine Version der bedingten Wahrs
heinli
hkeit P(Y ∈ (−∞, r] | A). Dadie Abbildung r 7→ 1l{Y ∈(−∞,r]} steigend ist, gibt es na
h Satz 7.3.8(ii) (Monotonie der bedingtenErwartung) für jedes r ≤ s eine Nullmenge Ar,s ∈ A mit F (r, ω) ≤ F (s, ω) für jedes ω ∈ Ω\Ar,s.Na
h Satz 7.3.8(viii) (Satz von der majorisierten Konvergenz) gibt es eine Nullmenge C ∈ A undfür jedes r ∈ Q eine Nullmenge Br ∈ A, sodass

lim
n→∞

F
(
r +

1

n
, ω

)
= F (r, ω), ω ∈ Ω \Br,2Ein topologis
her Raum heiÿt separabel, wenn er eine abzählbare di
hte Teilmenge enthält.
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lim

n→∞
F (−n, ω) = 0 und lim

n→∞
F (n, ω) = 1, ω ∈ Ω \ C.Sei N die Vereinigung aller Nullmengen Ar,s, Br und C mit s, r ∈ Q und r ≤ s, dann ist ja Nau
h eine Nullmenge. Für ω ∈ Ω \N ist dann

F (z, ω) = inf{F (r, ω) : r ∈ Q, r ≥ z}, z ∈ R,wohlde�niert. Für ω ∈ N setze F (z, ω) = F0(z), wobei F0 eine beliebige Verteilungsfunktion ist.Na
h Konstruktion ist F (·, ω) für jedes ω ∈ Ω eine Verteilungsfunktion. Dies ist für ω ∈ N klar,und für ω /∈ N ist zunä
hst klar, dass F (·, ω) steigend ist auf R mit Grenzwerten 0 und 1 bei −∞bzw. ∞ (denn ω /∈ C). Die Re
htsstetigkeit in einem beliebigen z ∈ R sieht man wie folgt. WegenMonotonie ist F (z, ω) ≤ limr↓z F (r, ω) für jedes z ∈ R. Falls z ∈ Q, so folgt die Re
htsstetigkeitvon F (·, ω) in z daraus, dass ω /∈ Br, zusammen mit der Monotonie von F (·, ω). Sei z ∈ R \ Q,und sei (εn)n∈N eine Nullfolge in (0,∞), und sei δ > 0. Auf Grund der De�nition von F (z, ω)gibt es ein r ∈ Q mit r > z und F (z, ω) ≥ F (r, ω)−δ. Es gilt z+εn < r für alle genügend groÿen
n, also au
h F (r, ω) ≥ F (z+εn, ω), und daraus folgt F (z, ω) ≥ lim infn→∞ F (z+εn, ω)− δ. Nunkann man δ ↓ 0 gehen lassen und erhält die Re
htsstetigkeit von F (·, ω) in z.Na
h Satz 6.3.2 gibt es für jedes ω ∈ Ω ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ K(ω, ·) auf (Ω,F), dessenVerteilungsfunktion F (·, ω) ist. Nun müssen wir no
h zeigen, dass K ein Markovkern ist (hierfürist nur die Messbarkeit von K(·, B) für jedes B ∈ B zu zeigen) und dass K eine Version derbedingten Verteilungen ist.Für r ∈ Q und B = (−∞, r] ist dann

K(ω,B) = P(Y ∈ B | A)(ω) 1lNc(ω) + F0(r)1lN (ω). (7.3.4)Insbesondere ist ω 7→ K(ω,B) messbar. Da {(−∞, r] : r ∈ Q} ein dur
hs
hnittstabiler Erzeugervon B ist, gilt die Messbarkeit sogar für jedes B ∈ B (siehe Bemerkung 7.3.23). Also ist K einMarkovkern. Dieser Kern ist au
h eine Version der bedingten Verteilungen: Für A ∈ A, r ∈ Qund B = (−∞, r] ist na
h (7.3.4)
∫

A
K(ω,B) P(dω) =

∫

A
P(Y ∈ B | A) dP = P(A ∩ {Y ∈ B}).Als Funktion von B sind beide Seiten endli
he Maÿe, die auf dem System {(−∞, r] : r ∈ Q}übereinstimmen. Na
h dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8 gilt die Glei
hung sogar für jedes B ∈ B.Also ist K(·, B) = P(Y ∈ B | A) P-fast si
her. Daraus folgt, dass K = KY,A.Satz 7.3.25 besagt, dass man, wenn Y Werte in einem polnis
hen Raum (E′, E ′) annimmt,die Abbildungen ω 7→ P(Y ∈ B | A)(ω) mit B ∈ E ′ jeweils auf Nullmengen so abändernkann, dass sie übereinstimmen mit einer messbaren Abbildung ω 7→ K(ω,B), die in B für jedes

ω ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf (E′, E ′) ist. Dies beantwortet also die in Bemerkung 7.3.3aufgeworfene Frage. Um zu prüfen, ob ein gegebener Markovkern K diese Eigens
haft hat, mussman also nur prüfen, ob für jedes B die Abbildung ω 7→ K(ω,B) ein bedingter Erwartungswertvon Y gegeben A ist.Beispiel 7.3.26. Sind X und Y unabhängige reelle Zufallsgröÿen, so ist für P ◦ X−1-fast alle
x ∈ R

P(X + Y ∈ · | X = x) = δx ∗ (P ◦ Y −1).



112 KAPITEL 7. DIE ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEMit anderen Worten: Gegeben X = x, ist die bedingte Verteilung von X+Y glei
h der von x+Y .Diesen Sa
hverhalt vermuteten wir s
hon lange, und wir konnten ihn au
h in dem Fall beweisen,wo {X = x} positive Wahrs
heinli
hkeit hat, aber die korrekte Formulierung im allgemeinen Fallerfordert den Apparat, den wir soeben einführten. 3Beispiel 7.3.27. Die motivierende Frage aus Bemerkung 7.3.4 können wir nun au
h korrektbehandeln. Sei also X auf [0, 1] uniform verteilt, und gegeben {X = x} seien Y1, . . . , Yn unab-hängige Bernoulli-verteilte Zufallsgröÿen mit Parameter x. Die Zufallsvariable Y = (Y1, . . . , Yn)hat Werte in dem polnis
hen Raum Rn. Also existieren die regulären bedingten Verteilungen
KY,X(x, ·) = P(Y ∈ · | X = x), x ∈ [0, 1].Die Verteilung P(Y ∈ · | X = x) ist natürli
h identis
h mit dem n-fa
hen Produkt des Bernoulli-Maÿes mit Parameter x. 3Beispiel 7.3.28. Seien Z1 und Z2 zwei unabhängige normalverteilte reelle Zufallsgröÿen mitErwartungswerten µ1, µ2 ∈ R und Varianzen σ2

1, σ
2
2 ∈ (0,∞), siehe Beispiel 4.3.7 und Lem-ma 4.3.8. Dann kann man als eine Übungsaufgabe zeigen, dass die reguläre bedingte Verteilung

P(Z1 ∈ · | Z1 + Z2 = x) für x ∈ R existiert und für fast alle x glei
h der Normalverteilung mitErwartungswert µ1 +
σ2
1

σ2
1+σ2

2
(x− µ1 − µ2) und Varianz σ2

1σ2
2

σ2
1+σ2

2
ist. 3Beispiel 7.3.29. Seien X und Y zwei reelle Zufallsvariablen mit gemeinsamer (Lebesgue-)Di
hte

f : R2 → [0,∞). Wir betra
hten die Randdi
hte bezügli
h X, die gegeben ist dur
h
fX(x) =

∫

R

f(x, y)λ(dy), x ∈ R.Dann ist fX positiv P ◦X−1-fast si
her. Wir behaupten, dass die reguläre Version der bedingtenVerteilung von Y gegeben X die Di
hte
P(Y ∈ dy | X = x)

dy
= fY |X(x, y) =

f(x, y)

fX(x)
für P ◦X−1-fast alle x ∈ R,besitzt. Um dies zu zeigen, benutzt man zunä
hst den Satz 6.10.5 von Fubini, um zu sehen, dassdie Abbildung x 7→

∫
B fY |X(x, y)λ(dy) für jedes B ∈ B messbar ist. Ferner überzeugt man si
hdavon, dass für alle A,B ∈ B gilt:∫

A
P(X ∈ dx)

∫

B
fY |X(x, y)λ(dy) =

∫

A
P(X ∈ dx)

1

fX(x)

∫

B
f(x, y)λ(dy)

=

∫

A
λ(dx)

∫

B
f(x, y)λ(dy) =

∫

A×B
f(x, y)λ(d(x, y))

= P(X ∈ A,Y ∈ B).

3Um sinnvoll mit regulären bedingten Verteilungen umgehen zu können, muss man natürli
hno
h wissen, wie man bezügli
h ihrer integriert:Satz 7.3.30. Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem polnis
hen Raum (E′, E ′). Sei
A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra und KY,A eine reguläre Version der bedingten Verteilungen P(Y ∈
· | A). Sei ferner f : E′ → R messbar mit E[|f(Y )|] <∞. Dann gilt

E[f(Y ) | A](ω) =

∫
f(y)KY,A(ω,dy) für P-fast alle ω ∈ Ω. (7.3.5)



7.3. BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE 113Beweisskizze. Es rei
ht, f ≥ 0 voraus zu setzen. Mit Hilfe einer Approximation dur
h einfa
heFunktionen (dies geht ähnli
h wie im Beweis des Satzes 6.10.2 über Produktmaÿe) zeigt man,dass die re
hte Seite von (7.3.5) als Funktion von ω messbar bezügli
h A ist. Dies zeigt, dassdie erste de�nierende Eigens
haft der re
hten Seite als bedingte Erwartung von f(Y ) gegeben Aerfüllt ist. Im Folgenden zeigen wir die zweite.Wie wir im Beweis des Faktorisierungslemmas 7.3.19 gesehen haben, gibt es messbare Mengen
A1, A2, · · · ∈ E ′ und α1, α2, · · · ∈ [0,∞), sodass die Funktion fn =

∑n
i=1 αi1lAi punktweisemonoton gegen f konvergiert. Für jedes n ∈ N und jedes B ∈ A erre
hnet man

E[fn(Y )1lB ] =

n∑

i=1

αiP({Y ∈ Ai} ∩B) =

n∑

i=1

αi

∫

B
P({Y ∈ Ai} | A)(ω) P(dω)

=
n∑

i=1

αi

∫

B
KY,A(ω,Ai) P(dω) =

∫

B

n∑

i=1

αiKY,A(ω,Ai) P(dω)

=

∫

B

(∫
fn(y)KY,A(ω,dy)

)
P(dω).Na
h dem Satz von der monotonen Konvergenz konvergiert für fast jedes ω das innere Integralauf der re
hten Seite gegen ∫

f(y)KY,A(ω,dy). Erneute Anwendung dieses Satzes liefert
E[f(Y )1lB ] = lim

n→∞
E[fn(Y )1lB] =

∫

B

∫
f(y)KY,A(ω,dy) P(dω).Man bea
hte, dass Satz 7.3.30 einen groÿen Forts
hritt gegenüber der Situation na
h derEinführung bedingter Erwartungen darstellt, denn a priori wussten wir zunä
hst nur, dass

E[f(Y ) | A] eine fast si
her de�nierte Zufallsgröÿe ist, und Ausnahmemengen hingen von fab. Nun können wir au
h lei
ht die folgende wi
htige Unglei
hung folgern.Korollar 7.3.31 (Bedingte Hölder's
he Unglei
hung). Seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p + 1

q = 1, undseien X ∈ Lp(P) und Y ∈ Lq(P). Sei A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra. Dann gilt
E[|XY | | A] ≤ E[|X|p | A]

1
p E[|Y |q | A]

1
q .Beweis. Lei
hte Übungsaufgabe.





Kapitel 8Konvergenzbegri�eIn diesem Kapitel behandeln wir die wi
htigsten wahrs
heinli
hkeitstheoretis
hen Konzepte vonKonvergenz und ihre Beziehungen untereinander. Grenzwerte von Zufallsgröÿen (bzw. derer Ver-teilungen) werden in Abs
hnitt 8.1 betra
htet, die s
hwa
he Konvergenz von Wahrs
heinli
hkeits-maÿen in Abs
hnitt 8.2, und eines der wi
htigsten Hilfsmittel, die 
harakteristis
hen Funktionen,in Abs
hnitt 8.3, wo wir au
h den Zentralen Grenzwertsatz beweisen.8.1 Konvergenz von ZufallsgröÿenIm Folgenden sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen Xn : Ω → R, die alle auf dem selbenWahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,F ,P) de�niert sind. In der Wahrs
heinli
hkeitstheorie sind die fol-genden drei Konvergenzbegri�e besonders wi
htig:De�nition 8.1.1 (Konvergenzbegri�e). (a) Die Folge (Xn)n∈N konvergiert fast si
her gegeneine Zufallsgröÿe X, falls
P
(
{ω ∈ Ω: lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)}

)
= 1.Wir s
hreiben dann Xn → X P-fast si
her. (Die Menge {limn→∞Xn = X} ist messbar,wie aus Lemma 6.4.5 lei
ht folgt.)(b) Es sei p > 0, und es gelte Xn ∈ Lp(P) für jedes n. Dann konvergiert (Xn)n∈N im p-tenMittel gegen eine Zufallsgröÿe X ∈ Lp(P), falls

lim
n→∞

E(|Xn −X|p) = lim
n→∞

‖Xn −X‖p
p = 0.(
) Die Folge (Xn)n∈N konvergiert in Wahrs
heinli
hkeit oder sto
hastis
h gegen eine Zufalls-gröÿe X, falls

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ε) = 0, für jedes ε > 0.Man bea
hte, dass für die fast si
here Konvergenz alle Zufallsgröÿen X1,X2,X3, . . . `glei
h-zeitig' auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum de�niert sein müssen, während die anderen beiden115



116 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBegri�e nur von der Verteilung von Xn −X für alle n ∈ N abhängen. Man sieht als eine lei
hteÜbungsaufgabe, dass alle drei Konvergenzarten den Grenzwert bis auf fast si
here Glei
hheitfestlegen.Die Beziehungen zwis
hen diesen Konvergenzarten sind die folgenden.Lemma 8.1.2. (a) Fast si
here Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit.(b) Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit.Beweis. (a) Es sei Yn = 1l{|Xn−X|>ε} für ein ε > 0. Wenn Xn → X fast si
her, so gilt Yn → 0 fastsi
her. Wegen |Yn| ≤ 1 folgt aus dem Satz 6.8.6 von Lebesgue, dass P(|Xn−X| > ε) = E(Yn) → 0.(b) folgt direkt aus der Markov-Unglei
hung (siehe Satz 5.1.1) mit ϕ(x) = xp.Die anderen denkbaren Implikationen sind ni
ht ri
htig, wie die folgenden Beispiele belegen:Beispiel 8.1.3. Es sei (Ω,F ,P) = ([0, 1],B[0,1], λ).(a) Es sei p > 0. Betra
hte Xn = n1/p1l[0,1/n] für n ∈ N. Dann gilt Xn → 0 fast si
her und inWahrs
heinli
hkeit, aber E(|Xn|p) = 1 für alle n ∈ N, also konvergiert (Xn)n∈N ni
ht im
p-ten Mittel gegen X = 0.(b) Ist n = 2m + k für m ∈ N0 und 0 ≤ k < 2m, so setzt man Xn = 1l[k2−m,(k+1)2−m]. O�enbarkonvergiert (Xn(ω))n∈N für kein ω ∈ Ω. Andererseits gelten P(|Xn| > ε) ≤ 2−m für jedes
ε > 0 und E(|Xn|p) = 2−m für jedes p > 0. Also konvergiert (Xn)n∈N gegen X = 0 inWahrs
heinli
hkeit und im p-ten Mittel. 3Unter einer Majorantenbedingung impliziert die fast si
here Konvergenz die Konvergenz im

p-ten Mittel:Lemma 8.1.4. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen, die fast si
her gegen eine Zufallsgröÿe
X konvergiert. Falls eine Zufallsgröÿe Y ∈ Lp(P) für ein p > 0 existiert, so dass |Xn| ≤ Y fastsi
her gilt, so gilt Xn → X im p-ten Mittel.Beweis. Es gelten |Xn −X|p ≤ (|Xn|+ |X|)p ≤ (2Y )p ≤ 2pY p ∈ L1(P) und |Xn −X|p → 0 fastsi
her. Also folgt aus dem Satz 6.1.8 von Lebesgue, dass E(|Xn −X|p) → 0.Eines der wi
htigsten Hilfsmittel bei fast si
heren Konvergenzaussagen ist der folgendeSatz 8.1.5. Zunä
hst bemerken wir, dass für eine Folge (An)n∈N von Ereignissen An ∈ F dieMengen

lim sup
n→∞

An =
⋂

n∈N

⋃

m∈N : m≥n

Am und lim inf
n→∞

An =
⋃

n∈N

⋂

m∈N : m≥n

Am (8.1.1)in F liegen. O�ensi
htli
h fällt die Folge (
⋃

m∈N : m≥nAm)n∈N gegen lim supn→∞An, und dieFolge (
⋂

m∈N : m≥nAm)n∈N steigt gegen lim infn→∞An. Man sieht lei
ht, dass
lim sup

n→∞
An = {ω ∈ Ω: ω ∈ An für unendli
h viele n ∈ N},

lim inf
n→∞

An = {ω ∈ Ω: ω ∈ An für fast alle n ∈ N}.
(8.1.2)



8.1. KONVERGENZ VON ZUFALLSGRÖßEN 117Satz 8.1.5 (1. Borel-Cantelli-Lemma). Es sei (An)n∈N eine Folge von Ereignissen mit∑
n∈N P(An) <∞. Dann gilt P(lim supn→∞An) = 0.Beweis. Sei Bm =

⋃
k∈N : k≥mAk. Wegen Bm ↓ lim supn→∞An und Satz 6.1.9(a) und (b) gilt
P
(

lim sup
n→∞

An

)
= lim

m→∞
P(Bm) ≤ lim

m→∞

∞∑

k=m

P(Ak) = 0.Das 1. Borel-Cantelli-Lemma besitzt eine partielle Umkehrung, siehe Satz 8.1.10. Es folgenein paar Anwendungen des 1. Borel-Cantelli-Lemmas, zunä
hst auf das fast si
here asymptotis
heVerhalten von identis
h verteilten Zufallsgröÿen:Lemma 8.1.6. Es sei (Xn)n∈N eine Folge identis
h verteilter integrierbarer Zufallsgröÿen. Danngilt limn→∞Xn/n = 0 P-fast si
her.Beweis. Es gilt
{

lim
n→∞

Xn

n
= 0

}c
=

∞⋃

j=1

lim sup
n→∞

{j |Xn| > n},denn eine Folge (yn)n∈N konvergiert genau dann ni
ht gegen Null, wenn es eine positive Zahl 1/jmit j ∈ N gibt, so dass |yn| > 1/j für unendli
h viele n gilt. Na
h dem 1. Borel-Cantelli-Lemmarei
ht es nun zu zeigen, dass für jedes j die Wahrs
heinli
hkeiten der Mengen {j |Xn| > n} über
n ∈ N summierbar sind. Man sieht lei
ht, dass dies gilt:

∑

n∈N

P(j |Xn| > n) =
∑

n∈N

P(j |X1| > n) =

∫ ∑

n∈N

1l{j |X1|>n} dP ≤ j E(|X1|) <∞.Mit Hilfe von Satz 8.1.5 können wir hinrei
hende Kriterien für fast si
here Konvergenz entlangeiner Teilfolge angeben:Satz 8.1.7. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen, die in Wahrs
heinli
hkeit gegen eineZufallsgröÿe X konvergiert. Dann existiert eine Teilfolge (nk)k∈N, so dass Xnk
→ X für k → ∞fast si
her.Beweis. Zu jedem k ∈ N existiert na
h Voraussetzung ein nk ∈ N mit P(|Xnk
−X| > 1/k) ≤

1/k2. Wir können annehmen, dass (nk)k∈N strikt wa
hsend ist. Da die Reihe ∑
k∈N 1/k2 konver-giert, folgt P(lim supk→∞{|Xnk

−X| > 1/k}) = 0 na
h Satz 8.1.5. Für ω /∈ lim supk→∞{|Xnk
−

X| > 1/k} gilt |Xnk
− X| ≤ 1/k für alle genügend groÿen k, also gilt limk→∞Xnk

(ω) = X(ω)für alle ω, die ni
ht in der Nullmenge lim supk→∞{|Xnk
−X| > 1/k} liegen.Alle drei Konvergenzbegri�e in De�nition 8.1.1 sind vollständig. Dies ist klar für die fastsi
here Konvergenz, denn R ist vollständig. Die Vollständigkeit der Konvergenz im p-ten Mittelbeweisen wir ni
ht (wir haben sie in Satz 6.7.1 für p ≥ 1 erwähnt), siehe etwa [Ba91, Paragraf 15℄.Für die Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit beweisen wir die Vollständigkeit nun mit Hilfe vonSatz 8.1.5:



118 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFESatz 8.1.8. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen mit
lim

m,n→∞
P(|Xn −Xm| > ε) = 0 für jedes ε > 0.Dann existiert eine Zufallsgröÿe X mit Xn → X in Wahrs
heinli
hkeit.Beweis. Ähnli
h wie im Beweis von Satz 8.1.7 wählt man eine Teilfolge (nk)k∈N mit

P(|Xnk
−Xnk+1

| ≥ 1/k2) ≤ 1/k2, k ∈ N.Wie oben folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma
P
(

lim sup
k→∞

{|Xnk
−Xnk+1

| ≥ 1/k2}
)

= 0.Für ω /∈ lim supk→∞{|Xnk
− Xnk+1

| ≥ 1/k2} ist (Xnk
(ω))k∈N eine Cau
hy-Folge in R. Wegendessen Vollständigkeit konvergiert diese Folge gegen ein X(ω) für diese ω, d. h. Xnk

→ X fastsi
her für k → ∞, na
h Lemma 8.1.2 au
h in Wahrs
heinli
hkeit. Für jedes ε > 0 gilt
P(|Xm −X| > ε) ≤ P

(
|Xm −Xnk

| > ε

2

)
+ P

(
|Xnk

−X| > ε

2

)
, m, k ∈ N.Wählt man k als die kleinste Zahl mit nk ≥ m, so folgt limm→∞ P(|Xm −X| > ε) = 0.Als eine weitere Anwendung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas (Satz 8.1.5) beweisen wir eineni
ht optimale Version des Gesetzes der Groÿen Zahlen (siehe Korollar 10.2.22 für die übli
heVersion, in der auf die Voraussetzung Xi ∈ L4 verzi
htet wird):Satz 8.1.9 (Starkes Gesetz der Groÿen Zahlen). Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger iden-tis
h verteilter Zufallsgröÿen Xn ∈ L4. Dann gilt limn→∞ 1

n

∑n
j=1Xj = E(X1) fast si
her.Beweis. Man sieht lei
ht, dass wir voraussetzen dürfen, dass E(X1) = 0 gilt. Wir kürzen Sn =∑n

j=1Xj ab und betra
hten das Ereignis An = {| 1nSn| ≥ n−1/8}. Mit der Markov-Unglei
hung(Satz 5.1.1) s
hätzen wir ab:
P(An) ≤ n1/2 1

n4
E(S4

n). (8.1.3)Der Erwartungswert bere
hnet si
h zu
E(S4

n) = E
(( n∑

j=1

Xj

)4)
= E

( n∑

j1,j2,j3,j4=1

Xj1Xj2Xj3Xj4

)

=
n∑

j1,j2,j3,j4=1

E
(
Xj1Xj2Xj3Xj4

)
=

n∑

j=1

E(X4
j ) +

n∑

i,j=1
i6=j

E(X2
i X

2
j ).Um die letzte Glei
hung einzusehen, bea
hte man, dass alle Terme vers
hwinden, in denen einIndex vers
hieden von den anderen ist, denn mit Hilfe der Unabhängigkeit kann man den entspre-
henden Erwartungswert isolieren, und er ist Null na
h unserer Voraussetzung. Also haben wir

E(S4
n) = nE(X4

1 )+n(n−1)E(X2
1 )2 ≤ O(n2) für n→ ∞. Setzt man dies in (8.1.3) ein, erhält mansofort, dass ∑

n∈N P(An) < ∞. Na
h dem 1. Borel-Cantelli-Lemma ist P(lim supn→∞An) = 0.



8.1. KONVERGENZ VON ZUFALLSGRÖßEN 119Für jedes ω ∈ (lim supn→∞An)c gilt für alle genügend groÿen n, dass | 1nSn(ω)| < n−1/8, alsokonvergiert 1
nSn(ω) gegen Null.Nun kommt die angekündigte partielle Umkehrung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas:Satz 8.1.10 (2. Borel-Cantelli-Lemma). Es seien A1, A2, A3, . . . unabhängige Ereignisse mit∑

n∈N P(An) = ∞. Dann gilt P(lim supn→∞An) = 1.Beweis. Für jedes n ∈ N gilt
P
( ∞⋃

m=n

Am

)
= 1 − P

( ∞⋂

m=n

Ac
m

)
= 1 − lim

k→∞
P
( k⋂

m=n

Ac
m

)

= 1 −
∞∏

m=n

P(Ac
m) = 1 −

∞∏

m=n

(1 − P(Am)).Da die Reihe der P(Am) divergiert, ist das Produkt ∏∞
m=n(1−P(Am)) glei
h Null, denn für jedes

k ≥ n gilt ∏k
m=n(1 − P(Am)) = exp{∑k

m=n log(1 − P(Am))} ≤ exp{−∑k
m=n P(Am)}. Daherfolgt P

(⋃∞
m=nAm

)
= 1 für jedes n ∈ N. Also folgt die Aussage des Satzes, denn die Mengen

⋃∞
m=nAm fallen für n→ ∞ gegen lim supn→∞An.Auf die Unabhängigkeit kann natürli
h ni
ht verzi
htet werden, wie man an der trivialenWahl An = A für alle n ∈ N mit 0 < P(A) < 1 sieht.Wenn man unendli
h viele unabhängige Versu
he unternimmt, ein Ereignis mit positiverWahrs
heinli
hkeit zu errei
hen, wird man unendli
h oft Erfolg haben:Beispiel 8.1.11. Wenn ein A�e auf einer S
hreibmas
hine unendli
h oft auf unabhängige Weisejede Taste mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit bedient, dann ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass er dabeiunendli
h oft den gesamten Bibeltext s
hreibt, glei
h Eins.Denn sei I die Menge aller Tasten, und sei µ die Glei
hverteilung auf I, dann hat das Ergebnisder Bemühungen des A�en die Verteilung P = µ⊗N auf dem Folgenraum IN. Wenn der Bibeltextdie Länge b hat, so betra
hten wir das Ereignis An, dass der unendli
h lange Text von der n-tenbis zur (n + b − 1)-ten Stelle genau den Bibeltext enthält. Die Ereignisse Abn mit n ∈ N sindunabhängig, und ihre Wahrs
heinli
hkeit ist jeweils |I|−b. Also divergiert die Reihe der P(An),und das 2. Borel-Cantelli-Lemma impliziert die Aussage. 3Eine weitere Anwendung des 2. Borel-Cantelli-Lemmas zeigt, dass es unmögli
h ist, im Star-ken Gesetz der Groÿen Zahlen auf die Integrierbarkeit der Summanden zu verzi
hten:Lemma 8.1.12. Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger identis
h verteilter Zufallsgröÿen, sodass Yn = 1

n

∑n
j=1Xj fast si
her gegen eine Zufallsvariable Y konvergiere. Dann ist jedes Xjintegrierbar, und es gilt Y = E(X1) fast si
her.Beweis. Da ja Yn → Y fast si
her, konvergiert 1

nXn = Yn − n−1
n Yn−1 fast si
her gegen Null. Fürdas Ereignis An = {|Xn| ≥ n} gilt also P(lim supn→∞An) = 0, denn das Ereignis An kann ni
htmit positiver Wahrs
heinli
hkeit für unendli
h viele n eintreten. Wegen der Unabhängigkeit der

Xn ist au
h die Folge der Ereignisse An unabhängig. Na
h dem 2. Borel-Cantelli-Lemma gilt
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∑

n∈N P(An) <∞. Wir s
hätzen ab:
E(|X1|) =

∫

(0,∞)
P(|X1| > t) dt =

∞∑

n=1

∫ n

n−1
P(|X1| > t) dt ≤

∞∑

n=1

P(|X1| ≥ n− 1)

= 1 +

∞∑

n=1

P(|X1| ≥ n) = 1 +

∞∑

n=1

P(An) <∞.Also ist jedes Xj integrierbar. Na
h dem Starken Gesetz der Groÿen Zahlen (hier müssen wirKorollar 10.2.22 zitieren) ist Y fast si
her konstant glei
h E(X1).Mit gemeinsamer Hilfe der beiden Borel-Cantelli-Lemmata kann man die exakte limsup-Asymptotik von Folgen unabhängiger Zufallsgröÿen ermitteln. Wir bes
hränken uns auf einenSpezialfall, den wir als eine Übungsaufgabe dem Leser überlassen:Lemma 8.1.13. Für jede Folge unabhängiger, zum Parameter Eins exponentiell verteilter Zu-fallsgröÿen X1,X2, . . . gilt lim supn→∞Xn/ log n = 1 fast si
her.Eine andere Übungsaufgabe ist der Beweis der Transienz der unsymmetris
hen eindimensio-nalen Irrfahrt:Beispiel 8.1.14. Sei p ∈ (0, 1) \ {1
2}, und seien X1,X2, . . . unabhängige Zufallsgröÿen, die dieWerte 1 und −1 mit Wahrs
heinli
hkeit p bzw. 1− p annehmen. Dann nennt man die Folge der

Sn = X1 + · · ·+Xn (wobei S0 = 0) eine unsymmetris
he eindimensionale Irrfahrt. Diese Irrfahrtist transient in dem Sinn, dass sie den Ursprung mit Wahrs
heinli
hkeit Eins nur endli
h oftbesu
ht. 3Wir streifen einen Integrierbarkeitsbegri�, der enge Zusammenhänge mit L1-Konvergenzaufweist:De�nition 8.1.15 (glei
hgradig integrierbar). Eine Familie (Xi)i∈I von Zufallsgröÿen (mit be-liebiger Indexmenge I) heiÿt glei
hgradig integrierbar oder uniform integrabel, falls
lim

R→∞
sup
i∈I

E[|Xi|1l{|Xi|>R}] = 0.Natürli
h ist jede endli
he Familie von integrierbaren Zufallsgröÿen glei
hgradig integrierbar,und glei
hgradige Integrierbarkeit überträgt si
h lei
ht auf Summen, Di�erenzen und Teilfami-lien. Es wird si
h glei
h herausstellen (und das ist wohl die wi
htigste Eigens
haft der glei
h-gradigen Integrierbarkeit), dass die glei
hgradige Integrierbarkeit es erlaubt, von Konvergenz inWahrs
heinli
hkeit auf L1-Konvergenz zu s
hlieÿen, also die Implikation von Satz 8.1.2(b) für
p = 1 zu einer Äquivalenz zu ma
hen (wir erinnern an Beispiel 8.1.3). Wir bringen zunä
hst einnotwendiges und hinrei
hendes Kriterium für glei
hgradige Integrierbarkeit:Lemma 8.1.16. Eine Familie (Xi)i∈I von Zufallsgröÿen ist genau dann glei
hgradig integrierbar,wenn supi∈I E[|Xi|] < ∞ gilt und es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt mit E[|Xi|1lA] < ε für jedes
i ∈ I und jede messbare Menge A mit P(A) < δ.Beweis. `=⇒': Sei (Xi)i∈I glei
hgradig integrierbar. Dann ist für jedes R > 0 natürli
h E[|Xi|] ≤
E[|Xi|1l|Xi|>R] +R, und der erste Summand vers
hwindet glei
hmäÿig in i ∈ I für R → ∞, also



8.1. KONVERGENZ VON ZUFALLSGRÖßEN 121ist die erste Bedingung im Lemma erfüllt. Ferner gilt für jede messbare Menge A und für jedes
R > 0 und i ∈ I:

E[|Xi|1lA] ≤ E[|Xi|1l|Xi|>R] + E[R1lA] ≤ E[|Xi|1l|Xi|>R] +RP(A).Sei nun ε > 0 gegeben, dann wählen wir R so groÿ, dass E[|Xi|1l|Xi|>R] < ε/2 für alle i ∈ I,und dana
h wählen wir δ = ε/(2R). Dann gilt nämli
h für jedes A mit P(A) < δ die gewüns
hteUnglei
hung supi∈I E[|Xi|1lA] < ε, wovon man si
h lei
ht überzeugt.`⇐=': Sei ε > 0, und sei δ > 0 gewählt na
h Voraussetzung. Dann gibt es ein R > 0, sodass P(|Xi| > R) < δ für jedes i ∈ I, denn na
h der Markov-Unglei
hung gilt P(|Xi| > R) ≤
1
RE[|Xi|] ≤ 1

R supj∈I E[|Xj |]. Also gilt für jedes i ∈ I und die Menge Ai = {|Xi| > R}, dass
E[|Xj |1lAi ] < ε für jedes j ∈ I, also au
h für j = i. Dies zeigt die glei
hgradige Integrierbarkeitder Familie (Xi)i∈I .Man zeigt als Übungsaufgabe, dass für jede integrierbare Zufallsgröÿe X und jede Familie
Φ von Teil-σ-Algebren von F die Familie der bedingten Erwartungswerte {E[X | G] : G ∈ Φ}glei
hgradig integrierbar ist.Der Beweis des folgenden hinrei
henden Kriteriums ist ebenfalls eine Übungsaufgabe:Korollar 8.1.17. Eine Familie (Xi)i∈I von Zufallsgröÿen ist glei
hgradig integrierbar, wenn eineFunktion H : [0,∞) → [0,∞) existiert mit limx→∞H(x)/x = ∞ und supi∈I E[H(|Xi|)] <∞.Insbesondere ist jede Familie von Zufallsgröÿen, die bes
hränkt in Lp(P) für ein p > 1 ist,glei
hgradig integrierbar.Nun kommt der angekündigte Zusammenhang zwis
hen glei
hgradiger Integrierbarkeit und
L1-Konvergenz:Lemma 8.1.18. Eine Folge (Xn)n∈N von integrierbaren Zufallsgröÿen konvergiert genau dannin L1, wenn sie in Wahrs
heinli
hkeit konvergiert und glei
hgradig integrierbar ist.Beweis. `=⇒': Sei (Xn)n∈N in L1 gegen eine Zufallsgröÿe X konvergent. Na
h Lemma 8.1.2(b)liegt au
h Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit vor. Nun zeigen wir, dass (Xn)n∈N glei
hgradigintegrierbar ist. Lei
ht ist zu sehen, dassK = supn∈N E[|Xn|] endli
h ist. Sei ε > 0, and seiNε ∈ Ngewählt mit E[|Xn − X|] ≤ ε/2 für alle n ≥ Nε. Da X integrierbar ist, ist {X} insbesondereglei
hgradig integrierbar. Na
h Lemma 8.1.16 existiert ein δ > 0 mit E[|X|1lA] < ε/2 für allemessbaren Mengen A mit P(A) < δ. Nun wählen wir R so groÿ, dass R > 2K/δ. Dann könnenwir die Eigens
haft von δ anwenden auf die Menge A = {|Xn| > R}, denn für alle n ≥ Nε folgtmit Hilfe der Markov-Unglei
hung, dass P(|Xn| > R) ≤ 1

RE[|Xn|] ≤ δ. Also können wir für diese
n und R abs
hätzen:

E[|Xn|1l{|Xn|>R}] ≤ E[|X −Xn|1l{|Xn|>R}] + E[|X|1l{|Xn|>R}] ≤ ε/2 + ε/2 = ε.Na
h eventueller Vergröÿerung von R gilt die Unglei
hung E[|Xn|1l{|Xn|>R}] ≤ ε au
h no
h für
n = 1, . . . , Nε. Dies zeigt die glei
hmäÿige Integrierbarkeit.`⇐=': Es gelte nun Xn → X in Wahrs
heinli
hkeit für eine Zufallsgröÿe X (die a priorini
ht integrierbar sein muss), und (Xn)n∈N sei glei
hgradig integrierbar. Wir nehmen an, dass
(Xn)n∈N ni
ht in L1 gegen X konvergiert. Dann gibt es ein ε > 0 und eine Teilfolge (Xnk

)k∈Nmit E[|X −Xnk
|] > 2ε für jedes k ∈ N.
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h Satz 8.1.7 können wir annehmen, dass (Xnk
)k∈N fast überall gegen X konvergiert.Na
h dem Lemma von Fatou haben wir E[|X|] ≤ lim infk→∞ E[|Xnk

|] < ∞, also ist X inte-grierbar. Au
h die Folge (X −Xnk
)k∈N ist glei
hgradig integrierbar, also existiert ein R > 0 mit

E[|X−Xnk
|1l{|X−Xnk

|>R}] < ε/2 für alle k ∈ N. Die Folge (|X−Xnk
|1l{|X−Xnk

|≤R})k∈N hingegenkonvergiert fast si
her gegen Null und ist bes
hränkt dur
h R, also konvergiert ihr Erwartungs-wert na
h dem Satz von Lebesgue gegen Null. Zusammen ergibt dies für alle genügend groÿen
k, dass E[|X −Xnk

|] ≤ ε im Widerspru
h zur Annahme.8.2 S
hwa
he Konvergenz und der Satz von ProhorovEiner der natürli
hsten und meistbenutzten Konvergenzbegri�e für Maÿe ist der der s
hwa
henKonvergenz. In diesem Abs
hnitt führen wir ihn ein und 
harakterisieren ihn in vers
hiedenerWeise. Insbesondere geben wir das nützli
he Kompaktheitskriterium von Prohorov.Zunä
hst stellen wir fest, was es heiÿen soll, dass Maÿe gegen einander konvergieren. Dabeiist es übli
h, Maÿe auf einem metris
hen Raum zu betra
hten. Auf einem sol
hen betra
hten wirwie immer die Borel-σ-Algebra, also die von dem System der o�enen Mengen erzeugte σ-Algebra,siehe Bemerkung 6.4.7. Der meist benutzte Konvergenzbegri� ist der folgende.De�nition 8.2.1 (s
hwa
he Konvergenz). Es sei (E, d) ein metris
her Raum, und seien P,P1,P2,P3, . . .Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf E. Wir sagen, dass Pn s
hwa
h für n → ∞ gegen P konvergiert,und s
hreiben Pn =⇒ P oder P = w-limn→∞ Pn, wenn für jede bes
hränkte stetige Funktion
f : E → R gilt: limn→∞

∫
f dPn =

∫
f dP.Anstelle von =⇒ benutzt man au
h w→, wobei das `w' an weak 
onvergen
e erinnert. ImFolgenden lassen wir den Term `s
hwa
h' au
h man
hmal weg, denn wir werden nur diesenKonvergenzbegri� für Maÿe benutzen. Im Folgenden bezei
hnen wir die Menge der Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿe auf E mit M1(E) und die Menge der bes
hränkten stetigen Funktionen E → Rmit Cb(E).Bemerkung 8.2.2. (i) In topologis
her Spre
hweise ist die Topologie der s
hwa
hen Konver-genz, d. h. die s
hwa
he Topologie, die gröbste Topologie aufM1(E), sodass die Funktionale

P 7→
∫
E f dP stetig sind für jedes bes
hränkte stetige f : E → R.(ii) Falls E separabel ist, kann die s
hwa
he Topologie metrisiert werden mit der sogenanntenProhorov-Metrik

̺(P1,P2) = inf{ε > 0: P1(A) ≤ P2(A
ε) + ε und P2(A) ≤ P1(A

ε) + εfür jedes messbare A ⊂ E},wobei Aε = {x ∈ E : d(x,A) < ε} die o�ene ε-Umgebung von A ist; siehe etwa [Bi68℄.(iii) Man kann diesen Konvergenzbegri� lei
ht auf die Menge aller endli
hen signierten Maÿeausdehnen (was wir hier ni
ht ma
hen wollen). Dann ist die s
hwa
he Topologie das, wasman in der Funktionalanalysis die S
hwa
h-*-Topologie nennt, denn die Menge aller endli-
hen signierten Maÿe ist der Dualraum der Menge der bes
hränkten stetigen Funktionen.
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hwa
hen Topologie, die ja dur
h die Integrale gegen alle bes
hränktenstetigen Funktionen erzeugt wird, nennt man man
hmal diejenige Topologie, die dur
hIntegrale gegen alle bes
hränkten messbaren Funktionen erzeugt wird, die starke Topologie.
Pn konvergiert dann also stark gegen P, wenn limn→∞ Pn(A) = P(A) für jede messbareMenge A gilt. Allerdings ist dieser Begri� zu stark für die meisten Anwendungen; einestarke Konvergenz liegt nur in ganz wenigen interessanten Fällen vor.

3Die folgenden Beispiele veri�ziert man als Übungsaufgaben.Beispiel 8.2.3. (i) Eine Folge (xn)n∈N in E konvergiert genau dann gegen ein x ∈ E, wenndie Folge der Dira
maÿe δxn gegen δx konvergiert.(ii) Es sei E = R, dann konvergiert 1
n

∑n
i=1 δi/n gegen die Eins
hränkung des Lebesgue-Maÿesauf [0, 1].(iii) Die Familie (δn)n∈N konvergiert ni
ht s
hwa
h.(iv) Die Familie der glei
hförmigen Verteilungen auf [−n, n] mit n ∈ N konvergiert ni
hts
hwa
h.

3Wie bei jedem vernünftigen Konvergenzbegri� ist der s
hwa
he Grenzwert eindeutig:Lemma 8.2.4 (Eindeutigkeit des s
hwa
hen Grenzwerts). Es sei (E, d) ein metris
her Raum,und eine Folge (Pn)n∈N von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen auf E s
hwa
h konvergent sowohl gegen
P als au
h gegen P̃. Dann gilt P = P̃.Beweis. Wir haben also ∫

E f dP =
∫
E f dP̃ für jede bes
hränkte stetige Funktion f : E → R.Wir zeigen, dass daraus folgt, dass P(A) = P̃(A) für jede abges
hlossene Teilmenge A von E gilt.Dies beendet den Beweis, da die Menge der abges
hlossenen Mengen ein dur
hs
hnittstabilesErzeugendensystem der Borel-σ-Algebra ist, siehe den Eindeutigkeitssatz, bzw. Korollar 6.2.9.Sei also A ⊂ E abges
hlossen, und sei ε > 0. Mit d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A} bezei
hnenwir den Abstand von x zur Menge A. Betra
hte ϕ(r) = (r∨0)∧1 für r ∈ R, dann ist ϕ stetig undbes
hränkt. Daher ist au
h die Funktion fε : E → [0, 1], de�niert dur
h fε(x) = 1 − ϕ(1

εd(x,A))stetig und bes
hränkt. Insbesondere gilt ∫
E fε dP =

∫
E fε dP̃ für jedes ε > 0. Die Funktion fε istkonstant glei
h 1 auf A und glei
h Null auÿerhalb der ε-Umgebung von A. Ferner gilt fε ↓ 1lA für

ε ↓ 0, wofür wir die Abges
hlossenheit von A benutzen. Na
h dem monotonen Konvergenzsatzfolgt
P(A) =

∫

E
1lA dP = lim

ε↓0

∫

E
fε dP = lim

ε↓0

∫

E
fε dP̃ =

∫

E
1lA dP̃ = P̃(A).Wir haben s
hwa
he Konvergenz mit Hilfe von Testintegralen gegen bes
hränkte stetigeFunktionen de�niert. Aber man mö
hte natürli
h au
h gerne wissen, ob dann au
h die Wahr-s
heinli
hkeiten von Ereignissen konvergieren. Dies ist allerdings bei weitem ni
ht für alle Ereig-nisse ri
htig:



124 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBemerkung 8.2.5. Die Folge (δ1/n)n∈N der Punktmaÿe in 1/n konvergiert o�ensi
htli
h s
hwa
hgegen das Punktmaÿ δ0. Für die abges
hlossene Menge (−∞, 0] gilt allerdings
lim

n→∞
δ1/n((−∞, 0]) = 0 < 1 = δ0((−∞, 0]),was man damit kommentieren kann, dass am Rande Masse `eingewandert' ist. Analog `wandert'aus o�enen Mengen Masse `aus', wie man an dem folgenden Beispiel sieht: limn→∞ δ1/n((0,∞)) =

1 > 0 = δ0((0,∞)). Dur
h diese Eigens
haft werden wir glei
h die s
hwa
hen Konvergenz 
ha-rakterisieren. 3Es folgen Charakterisierungen der s
hwa
hen Konvergenz. Wir erinnern daran, dass eineFunktion f : E → R Lips
hitz-stetig heiÿt, wenn ein L > 0 existiert mit |f(x)− f(y)| ≤ Ld(x, y)für alle x, y ∈ E. Mit Uf = {x ∈ E : f ist ni
ht stetig in x} bezei
hnen wir die Menge allerUnstetigkeitsstellen von f .1 Mit En bezei
hnen wir den Erwartungswert bezügli
h des Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿes Pn.Satz 8.2.6 (Portmanteau-Theorem). Es sei (E, d) ein metris
her Raum, und es seien P, P1,
P2, P3, . . . Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf E. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.(i) Pn =⇒ P.(ii) Für jede bes
hränkte Lips
hitz-stetige Funktion f : E → R gilt limn→∞ En(f) = E(f).(iii) Für jede bes
hränkte messbare Funktion f : E → R mit P(Uf ) = 0 gilt limn→∞ En(f) =

E(f).(iv) Für jede abges
hlossene Menge F ⊂ E gilt lim supn→∞ Pn(F ) ≤ P(F ).(v) Für jede o�ene Menge G ⊂ E gilt lim infn→∞ Pn(G) ≥ P(G).(vi) Für jede messbare Menge A ⊂ E mit P(∂A) = 0 gilt limn→∞ Pn(A) = P(A).Beweis. Die trivialen bzw. lei
ht einzusehenden Ri
htungen sind (iv) ⇐⇒ (v) =⇒ (vi) und (iii)
=⇒ (i) =⇒ (ii). Also rei
ht es, nur no
h (ii) =⇒ (iv) und (vi) =⇒ (iii) zu zeigen.`(ii) =⇒ (iv)': Sei F ⊂ E abges
hlossen, und sei ε > 0. Wie im Beweis von Lemma 8.2.4approximieren wir 1lF mit fε : E → [0, 1], de�niert dur
h fε(x) = 1−ϕ(1

εd(x, F )), wobei ϕ : R →
[0, 1] dur
h ϕ(r) = (r ∨ 0) ∧ 1 de�niert ist. Tatsä
hli
h ist d(· , F ) sogar Lips
hitz-stetig mitLips
hitz-Konstante 1, wie man aus der Dreie
ksunglei
hung folgert. Also ist die Abbildung fεebenfalls Lips
hitz-stetig. Sie ist auf F konstant glei
h 1 und hat den Wert 0 für alle x ∈ Emit d(x, F ) ≥ ε. Wegen 1lF ≤ fε gilt Pn(F ) = En(1lF ) ≤ En(fε), also lim supn→∞ Pn(F ) ≤
lim supn→∞ En(fε) = E(fε) für jedes ε > 0. Da fε ↓ 1lF für ε ↓ 0, folgt aus dem monotonenKonvergenzsatz die Behauptung.`(vi) =⇒ (iii)': Sei f : E → R bes
hränkt und messbar mit P(Uf ) = 0. Zunä
hst überlegtman si
h als eine (topologis
he) Übungsaufgabe, dass gilt:

∂f−1(B) ⊂ f−1(∂B) ∪ Uf , B ⊂ R. (8.2.1)(Mit anderen Worten: Wenn man f anwendet auf einen Randpunkt des Urbilds von B und f iststetig in diesem Punkt, dann erhält man einen Randpunkt von B.)1Man kann si
h als eine Übungsaufgabe klar ma
hen, dass Uf messbar ist, wenn f messbar ist.
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n}. Dann ist Cn eine endli
he Menge, und die Vereini-gung C =

⋃
n∈N Cn = {y ∈ R : P(f−1({y})) > 0} ist abzählbar.Sei ε > 0. Dann gibt es ein N ∈ N und y0 ≤ −‖f‖∞ < y1 < · · · < yN−1 < ‖f‖∞ < yN , sodass yi ∈ R \ C und |yi+1 − yi| < ε für alle i. Sei Ei = f−1([yi−1, yi)) für i = 1, . . . ,N . Dann ist

E die disjunkte Vereinigung der E1, . . . , EN , und wegen (8.2.1) haben wir
P(∂Ei) ≤ P(f−1({yi−1})) + P(f−1({yi})) + P(Uf ) = 0, i = 1, . . . ,N.Daher gilt

lim sup
n→∞

En(f) ≤ lim sup
n→∞

N∑

i=1

yiPn(Ei) ≤ ε+ lim sup
n→∞

N∑

i=1

yi−1Pn(Ei)

≤ ε+

N∑

i=1

yi−1P(Ei) ≤ ε+ E(f).Wir lassen ε ↓ 0 und erhalten lim supn→∞ En(f) ≤ E(f). Dur
h Übergang zu −f statt f erhaltenwir die komplementäre Unglei
hung, die den Beweis beendet.Bemerkung 8.2.7. Als eine Übungsaufgabe gebe man einen direkten Beweis der Implikation(vi) =⇒ (v). (Hinweis: Man betra
hte Gδ = {x ∈ G : d(x,Gc) > δ} für eine geeignete Folge von
δ ↓ 0.) 3Mit Hilfe der s
hwa
hen Konvergenz erhalten wir (hinzu zu den Begri�en in De�nition 8.1.1)einen weiteren Konvergenzbegri� für Zufallsgröÿen:Bemerkung 8.2.8 (Verteilungskonvergenz). Wir sagen, dass eine Folge (Xn)n∈N von E-wertigenZufallsgröÿen s
hwa
h gegen eine Zufallsgröÿe X konvergiert, wenn die jeweiligen Verteilungendies tun, und dann s
hreiben wir au
h Xn =⇒ X. Hierzu sagt man au
h, dass die Folge derZufallsgröÿen in Verteilung konvergiert. Daher nennt man diesen Begri� au
h oft die Vertei-lungskonvergenz. Es gilt also Xn =⇒ X genau dann, wenn limn→∞ E(f(Xn)) = E(f(X)) für jedebes
hränkte stetige Funktion f gilt.2 Man benutzt au
h die Notation Xn

D→ X oder Xn
L→ X,wobei `D' und `L' an distribution bzw. an law erinnern. 3Wir mö
hten die Beziehung der Verteilungskonvergenz zur Konvergenz in Wahrs
heinli
h-keit klären. Letzteren Begri� mö
hten wir daher auf beliebige E-wertige Zufallsgröÿen ausdeh-nen. Es s
heint klar, wie man ihn de�nieren muss: Eine Folge von E-wertigen Zufallsgröÿen

X1,X2, . . . konvergiert in Wahrs
heinli
hkeit gegen eine Zufallsgröÿe X, wenn für jedes ε > 0gilt: limn→∞ P(d(Xn,X) > ε) = 0. Obwohl das ganz harmlos klingt, gibt es einen Haken andieser De�nition: Das Ereignis {d(Xn,X) > ε} muss gar ni
ht messbar sein! Zwar ist klar, dass
(Xn,X) eine E×E-wertige Zufallsgröÿe ist und damit messbar bezügli
h dem Produkt BE ⊗BEder Borel-σ-Algebra auf E. Ferner ist lei
ht zu zeigen, dass d : E × E → [0,∞) stetig ist. Aberaus Letzterem folgt nur, dass d messbar ist bezügli
h der Borel-σ-Algebra BE×E auf E×E. Fallsalso BE×E = BE ⊗ BE gilt, so ist die Abbildung d(Xn,X) eine Zufallsgröÿe, also messbar. Diesgilt jedo
h im Allgemeinen nur, wenn E separabel ist:Lemma 8.2.9. Wenn E separabel ist, so gilt BE×E = BE ⊗ BE.2Warnung: Hier ist P kein Maÿ auf E, sondern auf irgendeinem abstrakten messbaren Raum. Es handelt si
hdann um die s
hwa
he Konvergenz der Bildmaÿe P ◦ X−1

n auf E.



126 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBeweisskizze. Wir benötigen keine Separabilität, um zu zeigen, dass BE ⊗ BE ⊂ BE×E gilt,denn für je zwei o�ene Mengen A,B ⊂ E ist A × B o�en in E × E, und BE ⊗ BE wird ja perDe�nition von diesen Kreuzprodukten erzeugt.Wenn E separabel ist, so gibt es eine abzählbare Basis (Ui)i∈N der Topologie auf E, d. h. jedeo�ene Menge in E ist eine Vereinigung von geeigneten dieser Ui. Per De�nition der Produkt-Topologie ist dann (Ui ×Uj)i,j∈N eine Basis der Topologie auf E×E. Also ist jede o�ene Mengein E × E eine Vereinigung von geeigneten dieser Ui × Uj und liegt damit au
h in BE ⊗ BE.Wenn wir voraussetzen, dass E separabel ist, können wir also problemlos von Konvergenz inWahrs
heinli
hkeit E-wertiger Zufallsgröÿen spre
hen. Klären wir also den Zusammenhang mitVerteilungskonvergenz:Bemerkung 8.2.10 (Konvergenz in Verteilung und in Wahrs
heinli
hkeit). Es sei E ein sepa-rabler metris
her Raum.(i) Wenn eine Folge von E-wertigen Zufallsgröÿen Xn in Wahrs
heinli
hkeit gegen eine Zu-fallsgröÿe X konvergiert, so gilt au
h Xn =⇒ X. Dies zeigen wir mit Hilfe des Kriteriums(ii) im Portmanteau-Theorem: Für jede bes
hränkte Lips
hitz-stetige Funktion f : E → Rmit Lips
hitz-Konstante L und für jedes ε > 0 gilt
∣∣E[f(Xn)] − E[f(X)]

∣∣ ≤ E
[
|f(Xn) − f(X)|1ld(Xn,X)≤ε

]
+ 2‖f‖∞P(d(Xn,X) > ε)

≤ Lε+ 2‖f‖∞P(d(Xn,X) > ε),und dies konvergiert gegen Lε für n → ∞. Da die linke Seite ni
ht von ε abhängt, folgt
limn→∞ E[f(Xn)] = E[f(X)], also die s
hwa
he Konvergenz von Xn gegen X.(ii) Die Umkehrung der Aussage in (i) gilt, falls die Limes-Zufallsgröÿe X fast si
her konstantist (Übungsaufgabe), aber ni
ht im Allgemeinen: Wenn zum Beispiel die Zufallsgröÿen
X,X1,X2, . . . unabhängig und identis
h verteilt sind mit einer ni
httrivialen Verteilung,so konvergiert (Xn)n∈N trivialer Weise in Verteilung gegen X, aber ni
ht in Wahrs
hein-li
hkeit.

3Verteilungskonvergenz überträgt si
h auf Bilder unter fast überall stetigen Funktionen. Dasfolgende Ergebnis wird au
h Continuous mapping theorem genannt.Lemma 8.2.11. Es seien (E1, d1) und (E2, d2) zwei metris
he Räume und h : E1 → E2 eineBorel-messbare Funktion, so dass die Unstetigkeitsmenge Uh messbar sei.(a) Seien P,P1,P2,P3, . . . Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf E1 mit P(Uh) = 0 und Pn =⇒ P. Danngilt Pn ◦ h−1 =⇒ P ◦ h−1.(b) Sei E1 = E2 = R, und seien X,X1,X2,X3, . . . Zufallsgröÿen mit P(X ∈ Uh) = 0 und
Xn =⇒ X. Dann gilt au
h h(Xn) =⇒ h(X).Beweis. Der Beweis von (a) ist eine elementare Übungsaufgabe mit Hilfe des Portmanteau-Theorems, und (b) ist nur eine Umformulierung.Für Verteilungsfunktionen gibt es natürli
h au
h einen Konvergenzbegri�, der gut mit ders
hwa
hen Konvergenz der zugehörigen Maÿe zusammenpasst:



8.2. SCHWACHE KONVERGENZ UND DER SATZ VON PROHOROV 127De�nition 8.2.12 (s
hwa
he Konvergenz von Verteilungsfunktionen). Seien F bzw. F1, F2, . . .Verteilungsfunktionen von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen auf R. Wir sagen, (Fn)n∈N konvergierts
hwa
h gegen F , und wir s
hreiben Fn =⇒ F oder F = w-limn→∞ Fn, falls F (x) = limn→∞ Fn(x)für alle x ∈ R gilt, in denen F stetig ist.Bemerkung 8.2.13. Verteilungsfunktionen von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen können natürli
hau
h gegen Funktionen konvergieren, die keine sol
hen mehr sind; es kann Masse vers
hwinden.Wenn zum Beispiel G die Verteilungsfunktion eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes ist und Fn(x) =
G(x+n) ihre Vers
hiebung um n, so konvergiert zwar Fn in allen Punkten, aber denno
h ni
ht imSinne der De�nition 8.2.12, denn der Limes ist konstant. Das Glei
he gilt für die Vers
hiebungen
Fn(x) = G(x− n).Falls F,F1, F2, . . . Verteilungsfunktionen von endli
hen Maÿen mit Gesamtmasse ≤ 1 sind(sogenannten Subwahrs
heinli
hkeitsmaÿen), dann sagen wir, dass (Fn)n∈N s
hwa
h gegen Fkonvergiert, wenn F (x) = limn→∞ Fn(x) für alle x ∈ R gilt, in denen F stetig ist, und zusätz-li
h no
h F (∞) − F (−∞) ≥ lim supn→∞(Fn(∞) − Fn(−∞)) gilt. (Hierbei haben wir natürli
h
F (∞) = limx→∞ F (x) usw. gesetzt.) 3Lemma 8.2.14. Es seien P und (Pn)n∈N eine Folge von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen auf R mitzugehörigen Verteilungsfunktionen F und (Fn)n∈N. Dann konvergiert Pn genau dann s
hwa
hgegen P, wenn Fn s
hwa
h gegen F konvergiert.Beweis.`=⇒': Sei F in x ∈ R stetig. Dann ist P(∂(−∞, x]) = P({x}) = 0. Also folgt aus demPortmanteau-Theorem 8.2.6(vi), dass limn→∞ Fn(x) = limn→∞ Pn((−∞, x]) = P((−∞, x]) =
F (x).`⇐=': Na
h dem Portmanteau-Theorem 8.2.6(ii) rei
ht es zu zeigen, dass für jede bes
hränkteLips
hitz-stetige Funktion f : R → R gilt: limn→∞

∫
R
f dPn =

∫
R
f dP. Ohne Bes
hränkung derAllgemeinheit wählen wir eine Lips
hitz-stetige Funktion f : R → [0, 1] mit Lips
hitz-Konstante1. Sei ε > 0. Wir wählen N ∈ N und N + 1 Stetigkeitspunkte y0 < y1 < · · · < yN von

F , so dass F (y0) < ε, F (yN ) > 1 − ε und yi − yi−1 < ε für jedes i = 1, . . . ,N . Wir teilenden Integrationsberei
h R auf in (−∞, y0], die Intervalle zwis
hen den yi und [yN ,∞). Aufden Intervallen [yi−1, yi] s
hätzen wir f ab gegen sup[yi−1,yi] f und dies mit Hilfe der Lips
hitz-Konstante Eins gegen f(yi) + ε. Wenn wir no
h bea
hten, dass f ≤ 1 gilt, erhalten wir
∫

R

f dPn ≤ Fn(y0) +
N∑

i=1

(f(yi) + ε)(Fn(yi) − Fn(yi−1)) + 1 − Fn(yN ).Na
h Voraussetzung gilt limn→∞ Fn(yi) = F (yi) für jedes i = 0, . . . ,N , also folgt
lim sup

n→∞

∫

R

f dPn ≤ 3ε+

N∑

i=1

f(yi)(F (yi) − F (yi−1)) ≤ 4ε+

∫

R

f dP.Also haben wir lim supn→∞
∫

R
f dPn ≤

∫
R
f dP. Indem wir f dur
h 1 − f ersetzen, folgt diekomplementäre Unglei
hung, und dies beendet den Beweis.S
hwa
he Konvergenz von Verteilungsfunktionen wird ni
ht nur nützli
h sein beim Beweis desSatzes von Prohorov, sondern gibt uns ein weiteres nützli
hes Kriterium in die Hand, s
hwa
heKonvergenz zu zeigen:



128 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBeispiel 8.2.15. Ein berühmtes Beispiel einer s
hwa
hen Konvergenz ist der Satz von Moivre-Lapla
e (siehe Satz 5.2.5), der Folgendes besagt. Wenn (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger, zumParameter p ∈ (0, 1) Bernoulli-verteilter Zufallsgröÿen ist (also P(Xn = 1) = 1 − P(Xn = 0) = pund insbesondere E(Xn) = p und V(Xn) = p(1 − p)), dann gilt für alle t ∈ R:
lim

n→∞
P
( 1√

n

n∑

i=1

Xi − E(Xi)√
V(Xi)

≤ t
)

=
1√
2π

∫ t

−∞
e−x2/2 dx = N ((−∞, t]).Mit anderen Worten, die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe n−1/2

∑n
i=1 X̃i mit

X̃i = (Xi−E(Xi))/
√

V(Xi) konvergiert punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung N . Dies ist aber s
hon die s
hwa
he Konvergenz dieser Verteilungsfunktionen.Aus Satz 8.2.14 folgt die s
hwa
he Konvergenz n−1/2
∑n

i=1 X̃i =⇒ N . Eines unserer Haupter-gebnisse wird eine Version der obigen Aussage für beliebige Verteilungen an Stelle der Bernoulli-Verteilung sein, und dies ist der Zentrale Grenzwertsatz. 3Nun wenden wir uns der Frage zu, unter wel
hen Umständen eine gegebene Folge von Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿen s
hwa
h konvergiert, genauer gesagt, unter wel
hen Umständen sie minde-stens eine s
hwa
h konvergente Teilfolge besitzt.3 An dem simplen Beispiel (δn)n∈N der Punkt-maÿe in n ∈ N sieht man, dass mindestens eine Bedingung gestellt werden muss, die verhindert,dass die Masse na
h Unendli
h abwandert. Der folgende Begri� tut genau dies.De�nition 8.2.16 (Stra�heit). Eine beliebige Familie (Pi)i∈I von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿenauf einem metris
hen Raum (E, d) heiÿt stra�, falls zu jedem ε > 0 eine kompakte Menge
K ⊂ E existiert mit Pi(K

c) < ε für jedes i ∈ I.Natürli
h überträgt si
h Stra�heit auf Teilmengen und auf endli
he Vereinigungen, aberes ist a priori ni
ht klar, ob endli
he Mengen stra� sind (auÿer in polnis
hen Räumen; sieheLemma 8.2.18).Bemerkung 8.2.17. (i) Ist E kompakt, so ist die Menge aller Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf
E stra�.(ii) Falls eine Familie (Xi)i∈I von Zufallsgröÿen L1-bes
hränkt ist (d. h. supi∈I E[|Xi|] < ∞gilt), so ist die Menge ihrer Verteilungen stra�, wie man als eine Übungsaufgabe zeigt.(iii) Die Familie (δn)n∈N ist ni
ht stra�.(iv) Die Familie der glei
hförmigen Verteilungen auf [−n, n] mit n ∈ N ist ni
ht stra�.(v) Sei E ein metris
her Raum und A ⊂ E. Dann ist {δa : a ∈ A} genau dann stra�, wenn Arelativkompakt ist (d. h. A kompakt). 3Lemma 8.2.18. Falls E polnis
h ist, so ist jede einelementige Familie von Wahrs
heinli
hkeits-maÿen auf E stra�, also au
h jede endli
he.Beweis. Sei P ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf E. Sei ε > 0. Da E separabel ist, gibt es zu jedem

n ∈ N Elemente x(n)

1 , x(n)

2 , · · · ∈ E, so dass E =
⋃∞

i=1B1/n(x(n)

i ), wobei B1/n die o�ene 1/n-Kugel3Man sagt in diesem Falle, sie sei s
hwa
h relativ folgenkompakt.



8.2. SCHWACHE KONVERGENZ UND DER SATZ VON PROHOROV 129ist. Wähle Nn ∈ N so, dass P(E \⋃Nn
i=1B1/n(x(n)

i )) < ε2−n. Die Menge A =
⋂

n∈N

⋃Nn
i=1B1/n(x(n)

i )ist na
h Konstruktion total bes
hränkt4. Wegen Vollständigkeit von E ist A kompakt. Auÿerdemerfüllt sie P(A
c
) ≤ P(E \ A) <

∑
n∈N ε2

−n = ε.Beispiel 8.2.19. Eine Familie {Nµ,σ2 : (µ, σ2) ∈ L} von Normalverteilungen auf R ist genaudann stra�, wenn die Indexmenge L ⊂ R × (0,∞) bes
hränkt ist. (Übungsaufgabe.) 3Beispiel 8.2.20. Sei (Xi)i∈I eine Familie von ni
htnegativen Zufallsgröÿen mit E[Xi] = 1 fürjedes i ∈ I. Für i ∈ I betra
hten wir die Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe Pi auf R, die dur
h Pi(A) =∫
A xP ◦X−1

i (dx) für A ∈ B gegeben ist. (Man nennt Pi au
h die gröÿenverzerrte Verteilung zu
Xi.) Als Übungsaufgabe zeige man, dass (Pi)i∈I genau dann stra� ist, wenn (Xi)i∈I glei
hgradigintegrierbar ist. 3Nun kommen wir zum Hauptergebnis zu der Frage, wann man aus einer Familie von Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿen eine s
hwa
h konvergente Teilfolge extrahieren kann.Satz 8.2.21 (Satz von Prohorov). Sei (E, d) ein metris
her Raum und M ⊂ M1(E).(i) Falls M stra� ist, so au
h s
hwa
h relativ folgenkompakt.(ii) Sei nun E zusätzli
h polnis
h. Dann ist M stra�, wenn M s
hwa
h relativ folgenkompaktist.Korollar 8.2.22. Wenn E ein kompakter metris
her Raum ist, ist die Menge aller Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿe auf E s
hwa
h folgenkompakt.Satz 8.2.21(ii) gilt ni
ht in allgemeinen metris
hen Räumen, denn zum Beispiel sind einele-mentige Familien immer s
hwa
h folgenkompakt, aber nur unter Zusatzvoraussetzungen au
hstra�, siehe etwa Lemma 8.2.18. Die weitaus nützli
here Aussage des Satzes von Prohorov (unddie deutli
h s
hwieriger zu beweisende) ist die in (i), denn man steht immer wieder vor der Aus-gabe, aus einer Folge von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen eine konvergente Teilfolge zu extrahieren.Siehe etwa Beispiel 8.2.24. Eine wi
htige Rolle wird die Aussage (i) au
h in unserer Konstruktionder Brown's
hen Bewegung in Kapitel 11 spielen. Den Beweis von Satz 8.2.21(i) werden wir nurfür E = R dur
hführen. Für den allgemeinen Beweis siehe etwa [Bi68℄.Beweis von Satz 8.2.21(ii). Sei M ⊂ M1(E) s
hwa
h relativ folgenkompakt. Wir wählen eineabzählbare di
hte Teilmenge {x1, x2, . . . } von E. Für n ∈ N sei An,N =

⋃N
i=1B1/n(xi), dann gilt

An,N ↑ E für N → ∞. Setze
δ = sup

n∈N

inf
N∈N

sup
P∈M

P(Ac
n,N).Dann gibt es ein n ∈ N, so dass für jedes N ∈ N ein PN ∈ M existiert mit PN (Ac

n,N ) ≥ δ/2.Na
h Voraussetzung besitzt (PN )N∈N eine s
hwa
h konvergente Teilfolge (PNk
)k∈N mit einemGrenzwert P. Na
h dem Portmanteau-Theorem gilt für jedes N ∈ N

P(Ac
n,N) ≥ lim sup

k→∞
PNk

(Ac
n,N ) ≥ lim inf

k→∞
PNk

(Ac
n,Nk

) ≥ δ/2.4Eine Menge A heiÿt total bes
hränkt oder präkompakt, falls sie zu jedem ε > 0 mit endli
h vielen Kugelnvom Radius ε überde
kt werden kann. In vollständigen metris
hen Räumen fallen die Begri�e `präkompakt' und`relativkompakt' zusammen.



130 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEAndererseits gilt Ac
n,N ↓ ∅ für N → ∞, also P(Ac

n,N) → 0. Dies zeigt, dass δ = 0.Sei nun ε > 0 beliebig. Na
h dem Obigen können wir zu jedem n ∈ N ein N ′
n ∈ N wählen, sodass P(Ac

n,N ′
n
) < ε2−n für jedes P ∈ M gilt. Die Menge A =

⋂
n∈NAn,N ′

n
ist na
h Konstruktiontotal bes
hränkt, also relativ kompakt. Ferner gilt für jedes P ∈M

P((A)c) ≤ P(Ac) ≤
∑

n∈N

P(Ac
n,N ′

n
) ≤ ε.Also ist M stra�.Nun wollen wir Satz 8.2.21(i) beweisen, zumindest im Fall E = R. Im Laufe des Bewei-ses muss man si
h einen Kandidaten für einen s
hwa
hen Grenzwert entlang einer geeignetenTeilfolge vers
ha�en. Im Fall E = R ist dies na
h Lemma 8.2.14 das selbe Problem, wie einens
hwa
hen Limespunkt einer Folge von Verteilungsfunktionen zu konstruieren. Diesen Punkt desBeweises wird uns der Auswahlsatz von Helly leisten.Satz 8.2.23 (Helly's
her Auswahlsatz). Sei (Fn)n∈N eine Folge von Verteilungsfunktionen R →

[0, 1]. Dann gibt es eine Teilfolge (nk)k∈N und eine re
htsstetige steigende Funktion F : R → [0, 1],sodass Fnk
s
hwa
h für k → ∞ gegen F konvergiert.Beweis. Der Beweis beruht auf einem gewöhnli
hen Diagonalfolgenargument. Sei Q = {qn : n ∈

N} eine Abzählung von Q. Na
h dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ besitzt die bes
hränkte Folge
(Fn(q1))n∈N eine konvergente Teilfolge (F

n
(1)
k

(q1))k∈N. Aus dem glei
hen Grund �nden wir eineTeilfolge (n(2)

k )k∈N von (n(1)

k )k∈N, so dass au
h (F
n

(2)
k

(q2))k∈N konvergiert. Iterativ erhalten wirfür jedes i ∈ N eine Teilfolge (n(i+1)

k )k∈N von (n(i)

k )k∈N, sodass (F
n

(i+1)
k

(qi+1))k∈N konvergiert. Nunbetra
hten wir die Teilfolge nk = n(k)

k und wissen, dass (Fnk
(q))k∈N für jedes q ∈ Q gegen ein

F (q) ∈ [0, 1] konvergiert. Wir setzen F von Q auf R fort, indem wir setzen
F (x) = inf{F (q) : q ∈ Q mit q > x}, x ∈ R \ Q.Natürli
h ist F : R → [0, 1] re
htsstetig und steigend. Nun müssen wir no
h zeigen, dass (Fnk

)k∈Ns
hwa
h gegen F konvergiert.Sei F stetig in x ∈ R, und sei ε > 0. Dann gibt es q−, q+ ∈ Q mit q− < x < q+ und
F (q−) ≥ F (x) − ε und F (q+) ≤ F (x) + ε. Na
h Konstruktion ist dann

lim sup
k→∞

Fnk
(x) ≤ lim

k→∞
Fnk

(q+) = F (q+) ≤ F (x) + ε.Also ist lim supk→∞ Fnk
(x) ≤ F (x). Analog erhält man au
h, dass lim infk→∞ Fnk

(x) ≥ F (x).Also konvergiert (Fnk
)k∈N s
hwa
h gegen F .Man bea
hte, dass die Limesfunktion F in Hellys Satz ni
ht die Verteilungsfunktion einesWahrs
heinli
hkeitsmaÿes sein muss. Wir erinnern an das Vers
hiebungsbeispiel Fn(x) = G(x−n)von Bemerkung 8.2.13.Beweis von Satz 8.2.21(i) im Fall E = R. Sei M ⊂ M1(R) eine stra�e Familie von Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿen, und sei (Pn)n∈N eine Folge in M mit zugehörigen Verteilungsfunktionen

(Fn)n∈N. Na
h dem Satz 8.2.23 von Helly konvergiert eine Teilfolge (Fnk
)k∈N von (Fn)n∈N s
hwa
hgegen eine re
htsstetige steigende Funktion F : R → [0, 1].



8.2. SCHWACHE KONVERGENZ UND DER SATZ VON PROHOROV 131Wir müssen no
h zeigen, dass F die Verteilungsfunktion eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes ist,denn dann folgt die Aussage aus Lemma 8.2.14. Wegen der Stra�heit von M existiert zu jedem
ε > 0 ein R ∈ (0,∞) mit Fn(∞)−Fn(x) < ε und Fn(−x)−Fn(−∞) < ε für alle n ∈ N und alle
x > R. Dies nutzen wir für ein x > R aus, sodass sowohl x als au
h −x eine Stetigkeitsstelle für Fsind (dies ist mögli
h, da F nur hö
hstens abzählbar viele Unstetigkeitsstellen, also Sprungstellen,haben kann). Dann folgt

1 = lim sup
k→∞

(
Fnk

(∞) − Fnk
(−∞)

)
≤ 2ε+ lim sup

k→∞

(
Fnk

(x) − Fnk
(−x)

)

= 2ε+ F (x) − F (−x) ≤ 2ε+ F (∞) − F (−∞).Also ist F (∞) − F (−∞) = 1 und der Beweis beendet.Eine typis
he Anwendung des Satzes von Prohorov ist die folgende.Beispiel 8.2.24 (Variationsproblem). Die Aussage (i) im Satz von Prohorov ist nützli
h, wennman zeigen mö
hte, dass das Variationsproblem
V = inf

P∈M1(R) :
R

x P(dx)=1

∫
x2 P(dx)einen Minimierer besitzt, wobei das In�mum über alle Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe P mit den Ei-gens
haften ∫

|x|P(dx) <∞ und ∫
xP(dx) = 1 geht.Dies zeigen wir wie folgt. Sei (Pn)n∈N eine Folge von approximativen Minimierern, also eineFolge in M1(R) mit ∫

xPn(dx) = 1 für jedes n und limn→∞
∫
x2 Pn(dx) = V . Insbesondere gibtes ein C > 0 mit ∫

x2 Pn(dx) ≤ C für jedes n ∈ N. Die Folge (Pn)n∈N ist stra�, denn für jedes
R > 0 und jedes n ∈ N gilt na
h der Markov-Unglei
hung

Pn([−R,R]c) =

∫

R

1l{|x|>R} Pn(dx) ≤ 1

R2

∫
x2 Pn(dx) ≤ C

R2
.Na
h dem Satz von Prohorov gibt es eine Teilfolge (nk)k∈N, so dass Pnk

=⇒ P für ein P ∈
M1(R). Nun zeigen wir, dass dieses P ein Minimierer des Variationsproblems ist. Dazu mussgezeigt werden, dass (i) P optimal ist, also ∫

x2 P(dx) = V erfüllt, und (ii) P zulässig ist, also∫
xP(dx) = 1 erfüllt.Der erste Punkt ergibt si
h daraus, dass für jedes R > 0 wegen der s
hwa
hen Konvergenzgilt: ∫

x2 ∧RP(dx) = lim
n→∞

∫
x2 ∧RPn(dx) ≤ lim

n→∞

∫
x2 Pn(dx) ≤ V,wobei wir benutzt haben, dass die Abbildung x 7→ x2 ∧R bes
hränkt und stetig ist. Mit R→ ∞ergibt si
h (i).Den zweiten Punkt zeigt man in zwei S
hritten, indem man zunä
hst bemerkt, dass für jedes

R > 0 gilt
lim inf
n→∞

∫
|x|Pn(dx) ≥ lim inf

n→∞

∫
|x| ∧RPn(dx) =

∫
|x| ∧RP(dx),also lim infn→∞

∫
|x|Pn(dx) ≥

∫
|x|P(dx). Um zu sehen, dass au
h die komplementäre Aussage,

lim supn→∞
∫
|x|Pn(dx) ≤

∫
|x|P(dx), gilt, muss man nur zeigen, dass man beim `≥' in derobigen Re
hnung asymptotis
h ni
hts verloren hat. Dies ergibt si
h aus der Abs
hätzung

sup
n∈N

∫ ∣∣|x| − |x| ∧R
∣∣ Pn(dx) ≤ 2 sup

n∈N

∫
|x|1l|x|>R Pn(dx) ≤ sup

n∈N

2

R

∫
x2 Pn(dx) ≤ 2C

R
.



132 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEAlso haben wir gezeigt, dass limn→∞
∫
|x|Pn(dx) =

∫
|x|P(dx) gilt. Auf ähnli
he Weise (etwadur
h Zerlegung des Integrationsberei
hs in (−∞, 0] und [0,∞)) zeigt man, dass wir au
h haben:

1 = limn→∞
∫
xPn(dx) =

∫
xP(dx), d. h. dass (ii) gilt. 3Mit Hilfe des Satzes von Prohorov kann man die s
hwa
he Konvergenz auf eine sehr nützli
heWeise 
harakterisieren. Hinzu zur Stra�heit muss man nur no
h prüfen, ob die Integrale gegeneine genügend groÿe Klasse von stetigen bes
hränkten Funktionen konvergieren. Was `genügendgroÿ' heiÿen soll, de�nieren wir zunä
hst:De�nition 8.2.25 (trennende Familie). Wir nennen eine Teilmenge C der Menge der bes
hränk-ten stetigen Funktionen E → R trennend, falls die folgende Implikation für je zwei Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿe P1 und P2 gilt:

∫

E
f dP1 =

∫

E
f dP2 für alle f ∈ C =⇒ P1 = P2.Ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist also dur
h die Integrale gegen alle Mitglieder einer tren-nenden Famile s
hon eindeutig festgelegt. Zum Beispiel ist die Menge aller Lips
hitz-stetigenFunktionen f : E → [0, 1] trennend, wie man si
h als eine Übungsaufgabe überlegt.Satz 8.2.26. Sei (E, d) ein polnis
her Raum und (Pn)n∈N eine Folge von Wahrs
heinli
hkeits-maÿen auf E. Dann konvergiert (Pn)n∈N genau dann s
hwa
h gegen ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

P auf E, wenn (Pn)n∈N stra� ist und es eine trennende Familie C gibt, so dass für jedes f ∈ Cgilt: limn→∞
∫
E f dPn =

∫
E f dP.Beweis. Die Ri
htung `=⇒' ist klar, da Stra�heit aus Konvergenz folgt und da C eine Mengevon bes
hränkten stetigen Funktionen ist. Die Ri
htung `⇐=' folgt daraus, dass ja auf Grund desSatzes von Prohorov jede Teilfolge von (Pn)n∈N ihrerseits eine Teilfolge hat, die s
hwa
h gegen einWahrs
heinli
hkeitsmaÿ konvergiert, das dur
h die Integrale gegen alle Mitglieder von C s
honeindeutig festgelegt wird, unabhängig von der Teilfolge. Also stimmen alle Häufungspunkte von

(Pn)n∈N miteinander überein, d. h., die Folge konvergiert.8.3 Charakteristis
he Funktionen und der Zentrale Grenzwert-satzIn diesem Abs
hnitt geben wir unter Anderem einen Beweis des berühmten Zentralen Grenz-wertsatzes, den wir s
hon in Satz 5.2.2 formulierten. Dieser besagt ja, dass die Verteilung von
n−

1
2
∑n

i=1Xi gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, wenn (Xn)n∈N eine Folge un-abhängiger zentrierter Zufallsgröÿen mit Varianz Eins ist. Einen Spezialfall, den berühmtenSatz 5.2.5 von Moivre-Lapla
e, bewiesen wir s
hon, und der Beweis beruhte auf expliziter Re
h-nung. Hier geben wir den Beweis im allgemeinen Fall.Unser Hauptbeweismittel werden die 
harakteristis
hen Funktionen sein, denen wir uns zu-nä
hst eine Weile lang widmen werden. Die 
harakteristis
he Funktion einer Wahrs
heinli
hkeits-verteilung spiegelt viele wi
htige Eigens
haften der Verteilung auf analytis
he Weise wider, sodass si
h etli
he neue Mögli
hkeiten der Untersu
hung der Verteilung erö�nen.



8.3. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UNDDER ZENTRALE GRENZWERTSATZ133Wir werden au
h komplexwertige Funktionen integrieren, was völlig natürli
h dur
h Zerle-gung in Real- und Imaginärteil ges
hieht, also E(X + iY ) = E(X) + iE(Y ) für integrierbare(reellwertige) Zufallsgröÿen X und Y . Mit 〈·, ·〉 bezei
hnen wir das Standardskalarprodukt aufdem Rd, und i ist die imaginäre Einheit.De�nition 8.3.1 (
harakteristis
he Funktion, Fourier-Transformierte). Die 
harakteristis
heFunktion oder Fourier-Transformierte eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes P auf (Rd,Bd) ist dieAbbildung P̂ : Rd → C, de�niert dur
h
P̂(x) =

∫
ei〈x,y〉 P(dy) =

∫
cos(〈x, y〉) P(dy) + i

∫
sin(〈x, y〉) P(dy), x ∈ Rd.Die 
harakteristis
he Funktion einer Rd-wertigen Zufallsvariablen X ist die 
harakteristis
heFunktion der Verteilung von X; statt ̂P ◦X−1 s
hreiben wir ϕX , also ϕX(x) = E(ei〈x,X〉).Beispiel 8.3.2. (a) Die 
harakteristis
he Funktion der d-dimensionalen Standardnormalver-teilung N = N (0, I) (siehe Beispiel 6.6.7) ist N̂ (x) = e−

1
2
‖x‖2 , wie man mit Hilfe einerquadratis
hen Ergänzung im Exponenten und dem Cau
hy's
hen Integralsatz zeigt. Wirskizzieren den Beweis für den Spezialfall d = 1. Zunä
hst haben wir

N̂ (x) =
e−

1
2
x2

√
2π

∫

R

e−
1
2
(y−ix)2 dy =

e−
1
2
x2

√
2π

lim
R→∞

∫ R−ix

−R−ix
e−

1
2
z2

dz,wobei der Integrationsweg die geri
htete Stre
ke von −R− ix bis R− ix ist. Nun ergänzenwir diesen Weg dur
h die drei geri
hteten Stre
ken von R − ix na
h R, von R na
h −Rund von −R na
h −R− ix und erhalten eine ges
hlossene Kurve ohne Doppelpunkte. Na
hdem Cau
hy's
hen Integralsatz ist das Kurvenintegral über diese ges
hlossene Kurve glei
hNull, denn z 7→ e−
1
2
z2 ist analytis
h in der ganzen komplexen Ebene. Auÿerdem ist lei
htzu sehen, dass die Integralteilstü
ke über die beiden Stre
ken von R− ix na
h R und von

−R na
h −R− ix im Grenzwert R→ ∞ vers
hwinden. Also folgt
N̂ (x) =

e−
1
2
x2

√
2π

lim
R→∞

∫ R

−R
e−

1
2
z2

dz = e−
1
2
x2
.Für eine allgemeine positiv de�nite symmetris
he d × d-Matrix Σ und b ∈ Rd ist die
harakteristis
he Funktion von N (b,Σ) gegeben dur
h

N̂ (b,Σ)(x) = exp
{

i〈x, b〉 − 1

2
〈x,Σx〉

}
, x ∈ Rd.(b) Die 
harakteristis
he Funktion der Cau
hy-Verteilung P auf R zum Parameter c > 0 (sieheBeispiel 6.6.6) ist gegeben dur
h P̂(x) = e−c|x|, wie man mit Hilfe des Residuensatzes zeigt.Den Beweis skizzieren wir für c = 1 und x > 0. Zunä
hst sehen wir, dass gilt:

P̂(x) =
1

π
lim

R→∞

∫ R

−R

eixy

1 + y2
dy.Nun ergänzen wir die geri
htete Stre
ke von −R na
h R dur
h den Halbkreis (gegen denUhrzeigersinn dur
hlaufen) um Null mit Radius R von R über iR na
h −R. Die entstehende
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hlossene Kurve nennen wir γR. Man muss si
h überlegen, dass das Integral über denHalbkreis im Grenzwert für R → ∞ vers
hwindet (hier benötigen wir, dass x positiv ist).Also erhalten wir
P̂(x) = 2i lim

R→∞
1

2πi

∫

γR

eixz/(z + i)

z − i
dz.Die Kurve γR besitzt die Windungszahl Eins um die Singularität des Nenners, i. Na
hdem Residuensatz ist für jedes R > 1 der Term hinter `limR→∞' glei
h dem Wert desZählers an der Stelle dieser Singularität, also glei
h eixi(i+ i) = e−|x|/(2i). Daraus folgt dieBehauptung.(
) Die glei
hförmige Verteilung auf dem Intervall [0, 1] hat die 
harakteristis
he Funktion

t 7→ eit−1
it .(d) Die Exponentialverteilung zum Parameter λ > 0 (Di
hte x 7→ λe−λx1l[0,∞)(x)) hat die
harakteristis
he Funktion t 7→ λ

λ−it (Übungsaufgabe).(e) Die Binomial-Verteilung ∑n
k=0

(n
k

)
pk(1 − p)n−kδk zu den Parametern n ∈ N und p ∈ (0, 1)hat die 
harakteristis
he Funktion t 7→ (1 + p(eit − 1))n.(f) Die Poisson-Verteilung e−α

∑
k∈N0

αk

k! δk zum Parameter α > 0 hat die 
harakteristis
heFunktion t 7→ eα(eit−1).(g) Die Verteilung auf [−a, a] mit der Di
hte x 7→ 1
a(1 − |x|/a)+ hat die 
harakteristis
heFunktion t 7→ 2

a2t2
(1 − cos(at)).

3Die groÿe Bedeutung der 
harakteristis
hen Funktionen ϕX von Zufallsgröÿen X gründetsi
h auf folgenden Tatsa
hen:(i) Die Abbildung X 7→ ϕX hat s
höne Eigens
haften unter Transformationen und unabhän-gigen Summen,(ii) ϕX bestimmt die Verteilung von X eindeutig,(iii) punktweise Konvergenz der 
harakteristis
hen Funktionen ist äquivalent zur s
hwa
henKonvergenz der zugehörigen Verteilungen.Dies formulieren wir nun im Einzelnen, zunä
hst (i).Lemma 8.3.3. Für jede Rd-wertige Zufallsgröÿe X gelten die folgenden Aussagen.(a) Für jedes x ∈ Rd ist |ϕX(x)| ≤ 1, und es gilt ϕX(0) = 1.(b) Für alle a ∈ R und b ∈ Rd ist ϕaX+b(x) = ϕX(ax)ei〈x,b〉.(
) ϕX ist genau dann reellwertig, wenn P ◦X−1 = P ◦ (−X)−1.(d) Wenn X und Y zwei unabhängige Zufallsgröÿen sind, so gilt ϕX+Y = ϕX · ϕY .



8.3. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UNDDER ZENTRALE GRENZWERTSATZ135Beweis. einfa
he Übungsaufgaben. Beim Beweis von (d) benutze man Lemma 7.2.13(b) (genauergesagt, eine Erweiterung auf komplexwertige Zufallsgröÿen).Wir beleu
hten no
h den Zusammenhang mit höheren Momenten:Lemma 8.3.4. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit 
harakteristis
her Funktion ϕ.(a) Falls E[|X|n] < ∞, so ist ϕ n Mal stetig di�erenzierbar, und die Ableitungen sind gegebendur
h ϕ(k)(t) = E[(iX)keitX ] für k = 0, . . . , n.(b) Falls E[X2] <∞, so ist
ϕ(t) = 1 + itE[X] − 1

2
t2E[X2] + o(t2), t→ 0.(
) Sei h ∈ R mit limn→∞ 1

n! |h|nE[|X|n] = 0, so gilt
ϕ(t+ h) =

∞∑

k=0

(ih)k

k!
E

[
eitX Xk

]
, t ∈ R.Insbesondere gilt dies unter der Voraussetzung, dass E[e|hX|] <∞.Beweis. Übungsaufgaben. Im Beweis von (a) betra
hte man z. B. die Zufallsgröÿe Yk(t, h, x) =

k!h−keitx
(
eihx −∑k−1

l=0
(ihx)l

l!

), benutze eine Taylor-Entwi
klung der Exponentialfunktion und ge-eignete Abs
hätzungen und gehe ähnli
h vor wie im Beweis des Di�erenziationslemmas 6.8.9. (b)folgt aus der Taylorformel unter Verwendung von (a). Der Beweis von (
) ist elementar.Wir werden in Kürze zeigen, dass die Verteilung einer Zufallsvariable eindeutig dur
h seine
harakteristis
he Funktion gegeben ist, also dur
h die Angabe der Integrale gegen die Funktionen
x 7→ eixy mit y ∈ R. Zuvor aber betra
hten wir die Frage, ob sie viellei
ht s
hon dur
h dieAngabe aller Momente festgelegt ist. Diese Frage ist von einiger Bedeutung bei Zufallsgröÿen,deren Verteilung nur s
hwer angegeben werden kann, aber deren Momente zugängli
h sind.Korollar 8.3.5 (Momentenproblem). Sei X eine reelle Zufallsvariable mit

α = lim sup
n→∞

1

n
E[|X|n]1/n <∞.Dann ist die 
harakteristis
he Funktion ϕ von X analytis
h, und die Verteilung von X ist ein-deutig dur
h die Momente E[Xn], n ∈ N, festgelegt. Speziell gilt dies, wenn E[et|X|] <∞ für ein

t > 0.Beweis. Die Stirling's
he Formel besagt, dass n! ∼ nne−n
√

2πn für n→ ∞. Für alle |h| < 1/(3α)gilt daher
lim sup

n→∞

1

n!
|h|nE[|X|n] = lim sup

n→∞

1√
2πn

(
E[|X|n]1/n |h| e

n

)n
≤ lim sup

n→∞

( e

3

)n
= 0.Na
h Lemma 8.3.4(
) ist ϕ um jeden Punkt t ∈ R in eine Potenzreihe entwi
kelbar mit Konver-genzradius ≥ 1/(3α), insbesondere also analytis
h. Damit ist sie insbesondere festgelegt dur
hdie Koe�zienten der Reihe um t = 0, na
h Lemma 8.3.4(a) also dur
h die Momente von X. DieZusatzaussage zeigt man als eine elementare Übungsaufgabe.Die Momente legen also die Verteilung der Zufallsgröÿe X fest, wenn sie ni
ht s
hnellerwa
hsen als E[|X|n] ≤ (Cn)n, n ∈ N, für ein C > 0.



136 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBeispiel 8.3.6. (i) Eine normalverteilte Zufallsgröÿe X ∼ N (µ, σ2) hat die Momenten erzeu-gende Funktion E[etX ] = eµt+t2σ2/2 <∞. Also ist X die einzige Zufallsgröÿe, die die selbenMomente wie N (µ, σ2) besitzt. Die 
harakteristis
he Funktion ϕ(t) = eiµt−t2σ2/2 ist in derTat analytis
h.(ii) Eine zum Parameter λ > 0 exponential-verteilte Zufallsgröÿe X hat die Momenten er-zeugende Funktion E[etX ] = λ
λ−t , und dies ist endli
h für t < λ. Also ist X dur
h seineMomente eindeutig bestimmt. Die 
harakteristis
he Funktion ϕ(t) = λ/(λ − it) ist analy-tis
h. Die Singularität bei t = −iλ korrespondiert mit dem Konvergenzradius λ und derTatsa
he, dass die t-ten exponentiellen Momente für t ≥ λ ni
ht endli
h sind.(iii) Wenn Y eine Standard-Normalverteilte Zufallsgröÿe ist, so besitzt X = eY per De�nitiondie sogenannte Log-Normalverteilung. Da nY die Verteilung einer Summe von n2 unab-hängigen Kopien von Y hat, kann man die n-ten Momente von X lei
ht zu E[Xn] = en2/2erre
hnen. Hier ist also α = ∞, und Korollar 8.3.5 kann ni
ht angewendet werden. Tat-sä
hli
h kann man au
h eine andere Verteilung konstruieren, die die selben Momente wie

X besitzt.
3Die eindeutige Beziehung zwis
hen einer Zufallsgröÿe und ihren Momenten kann man si
hau
h für die s
hwa
he Konvergenz nutzbar ma
hen:Satz 8.3.7 (Fré
het-Shohat). Sei X eine Zufallsgröÿe, so dass ( 1

kE[|X|k]1/k)k∈N bes
hränkt ist,und sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsgröÿen, so dass für jedes k ∈ N gilt: limn→∞ E[Xk
n] =

E[Xk]. Dann konvergiert Xn s
hwa
h gegen X.Beweis. Übungsaufgabe. Man zeige die Stra�heit von (Xn)n∈N und identi�ziere die Momen-te aller mögli
hen Häufungspunkte. Au
h das Continuous mapping theorem (Satz 8.2.11) undLemma 8.1.18 sind hilfrei
h.Die s
hwa
he Konvergenz der Zufallsgröÿen Xn kann au
h aus der Konvergenz der Momentenerzeugenden Funktionen Mn(t) = E[etXn ] gefolgert werden:Korollar 8.3.8. Seien X,X1,X2, . . . Zufallsgröÿen mit Momenten erzeugenden FunktionenM,M1,M2, . . . .Es existiere ein t0 > 0 mit M(t) <∞ und Mn(t) <∞ für jedes n ∈ N und t ∈ [−t0, t0]. Es gelte
limn→∞Mn(t) = M(t) für jedes t ∈ [−t0, t0]. Dann konvergiert Xn s
hwa
h gegen X.Beweis. Übungsaufgabe. Man zeige Konvergenz der Momente und benutze den Satz 8.3.7 vonFré
het-Shohat.Beispiel 8.3.9. Für n ∈ N sei Nn eine zum Parameter n Poisson-verteilte Zufallsgröÿe, undwir setzen Xn = (Nn − n)/

√
n. Als eine Übungsaufgabe zeigt man mit Hilfe von Korollar 8.3.8,dass Xn gegen die Standardnormalverteilung konvergiert. Daraus folgert man einerseits, dass

limn→∞ e−n
∑n

k=0
nk

k! = 1
2 gilt und andererseits (dur
h Betra
htung des Negativteils von Xn),dass die Stirling-Asymptotik n! ∼ (n

e )n
√

2πn gilt. 3Nun kommen wir zu (ii), also dem eindeutigen Bezug zwis
hen einer Verteilung und ihrer
harakteristis
hen Funktion. Die folgende Aussage kan man au
h äquivalent damit formulieren,dass die Vereinigung der Familien der Funktionen cos(〈x, ·〉) und sin(〈x, ·〉) mit x ∈ Rd trennendist.



8.3. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UNDDER ZENTRALE GRENZWERTSATZ137Satz 8.3.10. Es seien P1 und P2 zwei Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe auf (Rd,Bd) mit P̂1 = P̂2. Danngilt P1 = P2.Beweis. Na
h dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8 rei
ht es, für jede kompakte MengeK ⊂ Rd zu zeigen,dass P1(K) = P2(K); siehe au
h Beispiel 6.1.5. Sei also K ⊂ Rd kompakt. Mit dist(K,x) =
inf{d(y, x) : y ∈ K} bezei
hnen wir den Abstand von x ∈ Rd zuK. Fürm ∈ N sei fm : Rd → [0, 1]de�niert dur
h

fm(x) =





1, falls x ∈ K,

0, falls dist(K,x) ≥ 1
m ,

1 −m dist(K,x) sonst.(Dies ist im Wesentli
hen die Funktion fε aus dem Beweis des Lemmas 8.2.4.) Dann ist fm stetigmit Werten in [0, 1] und kompaktem Träger, und es gilt fm ↓ 1lK für m → ∞. Auf Grund desmonotonen Konvergenzsatzes (Satz 6.8.1) wären wir also fertig, wenn wir gezeigt hätten, dass∫
fm dP1 =

∫
fm dP2 für jedes m ∈ N gilt. Dies zeigen wir nun. Sei also m ∈ N fest, und wirs
hreiben f statt fm.Sei ε > 0, dann können wir ein N > 0 so groÿ wählen, dass der Kubus BN = [−N,N ]ddie Menge {x ∈ Rd : f(x) 6= 0} enthält und so dass P1(B

c
N ) ≤ ε und P2(B

c
N ) ≤ ε gelten.Na
h dem Weierstraÿ's
hen Approximationssatz gibt es eine Funktion g : Rd → C der Form

g(x) =
∑n

j=1 cj exp{i〈 π
N tj, x〉} mit n ∈ N, c1, . . . , cn ∈ C und t1, . . . , tn ∈ Zd, die f bis auf ε auf

BN approximiert, d. h. sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ BN} ≤ ε. Es folgt, dass supx∈Rd |g(x)| ≤ 1 + ε.Wir betra
hten die Abs
hätzung
∣∣∣
∫
f dP1 −

∫
f dP2

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫
f dP1 −

∫
g dP1

∣∣∣ +
∣∣∣
∫
g dP1 −

∫
g dP2

∣∣∣ +
∣∣∣
∫
g dP2 −

∫
f dP2

∣∣∣.Der zweite Summand auf der re
hten Seite ist na
h Voraussetzung P̂1 = P̂2 glei
h Null. Der ersteSummand kann wegen |g(x)| ≤ 1 + ε folgendermaÿen abges
hätzt werden:
∣∣∣
∫
f dP1 −

∫
g dP1

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫

BN

f dP1 −
∫

BN

g dP1

∣∣∣ +

∫

Bc
N

|f |dP1 +

∫

Bc
N

|g|dP1

≤
∫

BN

|f − g|dP1 + (1 + ε)P1(B
c
N )

≤ εP1(BN ) + (1 + ε)P1(B
c
N ) ≤ ε(2 + ε).Der dritte Summand wird analog abges
hätzt. Da ε > 0 beliebig war, folgt die Aussage ∫

f dP1 =∫
f dP2, und der Beweis ist beendet.Für die folgende Anwendung erinnern wir an die mehrdimensionale Normalverteilung vonBeispiel 6.6.7 sowie an Bemerkung 7.1.3.Korollar 8.3.11. Sei µ = N (a,Σ) die Normalverteilung auf Rn mit Erwartungswertvektor a ∈

Rn und Kovarianzmatrix Σ ∈ Rn×n, und sei φ : Rn → Rm eine a�ne Abbildung, also φ(x) =
Ax+b mit einer (m×n)-Matrix A und b ∈ Rm. Dann ist das Bildmaÿ µ◦φ−1 die Normalverteilungauf Rm mit Erwartungswertvektor Aa + b und Kovarianzmatrix AΣAT; kurz: N (a,Σ) ◦ φ−1 =
N (Aa+ b,AΣAT).



138 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBeweis. Wir identi�zieren die 
harakteristis
he Funktion:
µ̂ ◦ φ−1(t) =

∫
ei〈t,x〉 µ ◦ φ−1(dx) =

∫
ei〈t,Ax+b〉 µ(dx)

= ei〈t,b〉
∫

ei〈ATt,x〉 µ(dx) = ei〈t,b〉 exp
{

i〈ATt, a〉 − 1

2
〈ATt,ΣATt〉

}

= exp
{

i〈t, Aa+ b〉 − 1

2
〈t, AΣATt〉

}
.Nun folgt die Aussage aus Satz 8.3.10 und Beispiel 8.3.2.Ferner erhalten wir aus Satz 8.3.10 eine Charakterisierung der mehrdimensionalen Normal-verteilung in Termen ihrer Projektionen:Lemma 8.3.12. Ein Rd-wertiger Zufallsvektor X mit positiv de�niter Kovarianzmatrix Σ istgenau dann normalverteilt, wenn für jedes λ ∈ Rd die Zufallsgröÿe 〈λ,X〉 normalverteilt ist, undzwar mit Erwartungswert 〈λ,E[X]〉 und Varianz 〈λ,Σλ〉.Beweis. Übungsaufgabe.Als Letztes formulieren wir (iii) aus, also den Bezug zwis
hen s
hwa
her Konvergenz derVerteilungen und punktweiser Konvergenz der zugehörigen 
harakteristis
hen Funktionen:Satz 8.3.13 (Stetigkeitssatz). Es seien P,P1,P2,P3 . . . Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe mit 
harak-teristis
hen Funktionen ϕ,ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . . Dann gelten:(a) Falls Pn =⇒ P für n→ ∞, so konvergiert ϕn gegen ϕ lokal glei
hmäÿig.(b) Falls ϕn punktweise gegen eine Funktion f : Rd → C konvergiert, die in 0 stetig ist, soexistiert ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ Q, dessen 
harakteristis
he Funktion f ist, und Pnkonvergiert s
hwa
h gegen Q.Der Beweis des Stetigkeitssatzes 8.3.13 benötigt Vorbereitungen. Bevor wir ihn bringen,geben wir ein Beispiel dafür, dass die 
harakteristis
hen Funktionen konvergieren können, ohnedass die zugehörigen Verteilungen konvergieren:Beispiel 8.3.14. Sei Pn die Glei
hverteilung auf dem Intervall [−n, n], dann erre
hnet si
h die
harakteristis
he Funktion ϕn zu

ϕn(t) =
1

2n

∫ n

−n
eitx dx =

1

2nt

[
sin(tn) − sin(−tn)

]
=

sin(tn)

tn
, t ∈ R \ {0}.Also konvergiert ϕn punktweise gegen die Funktion, die in 0 glei
h 1 ist und Null sonst. Dadiese Grenzfunktion in Null unstetig ist, sagt der Stetigkeitssatz ni
hts über die Konvergenzvon Pn aus. Allerdings sieht man lei
ht, dass (Pn)n∈N ni
ht s
hwa
h konvergiert, denn für jedesbes
hränkte Intervall I gilt limn→∞ Pn(I) = 0. 3Ohne Mühe erhalten wir aus dem Stetigkeitssatz 8.3.13 au
h den Poisson's
hen Grenzwert-satz (siehe Satz 1.3.7):Beispiel 8.3.15 (Poisson's
her Grenzwertsatz). Es sei α > 0, und für jedes n ∈ N seien

X1, . . . ,Xn unabhängige, zum Parameter α
n Bernoulli-verteilte Zufallsgröÿen. Also ist Sn =
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X1 + · · · + Xn zu den Parametern n und α

n Binomial-verteilt. Die 
harakteristis
he Funktion
ϕn(t) = (1+ α

n (eit−1))n von Sn kennen wir aus Beispiel 8.3.2(e). O�ensi
htli
h konvergiert ϕn(t)gegen eα(eit−1), und dies ist na
h Beispiel 8.3.2(f) die 
harakteristis
he Funktion der Poisson-Verteilung zum Parameter α. Na
h dem Stetigkeitssatz konvergiert also Sn s
hwa
h gegen dieseVerteilung. 3Nun kommt der erste S
hritt auf dem Wege zum Beweis des Stetigkeitssatzes:Lemma 8.3.16. Sei ϕ die 
harakteristis
he Funktion eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes P auf Rd,dann gilt
|ϕ(t) − ϕ(s)|2 ≤ 2

(
1 −ℜ(ϕ(t− s))

)
t, s ∈ Rd.Beweis. Mit Hilfe der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung erre
hnet man

|ϕ(t) − ϕ(s)|2 =
∣∣∣
∫

Rd

(
ei〈t,x〉 − ei〈s,x〉) P(dx)

∣∣∣
2

=
∣∣∣
∫

Rd

(
ei〈t−s,x〉 − 1

)
ei〈s,x〉 P(dx)

∣∣∣
2

≤
∫

Rd

∣∣ei〈t−s,x〉 − 1
∣∣2 P(dx)

∫

Rd

∣∣ei〈s,x〉∣∣2 P(dx)

=

∫

Rd

(
ei〈t−s,x〉 − 1

)(
ei〈s−t,x〉 − 1

)
P(dx)

= 2
(
1 −ℜ(ϕ(t− s))

)
.Nun folgt der zweite S
hritt. Wir nennen eine Familie {fi : i ∈ I} von reellen Abbildungenauf einem metris
hen Raum (E, d) glei
hgradig glei
hmäÿig stetig, falls zu jedem ε > 0 ein δ > 0existiert, so dass für alle i ∈ I und alle s, t ∈ E mit d(s, t) < δ gilt: |fi(t) − fi(s)| < ε. Zunä
hstbenötigen wir eine elementare analytis
he Aussage:Lemma 8.3.17. Seien (E, d) ein metris
her Raum und f, f1, f2, . . . : E → R Funktionen, so-dass limn→∞ fn(t) = f(t) für jedes t ∈ E. Falls (fn)n∈N glei
hgradig glei
hmäÿig stetig ist, sokonvergiert fn sogar glei
hmäÿig auf jedem Kompaktum gegen f , und f ist glei
hmäÿig stetig.Beweis. Übungsaufgabe.Lemma 8.3.18. Sei M ⊂ M1(R

d) stra�, dann ist die Menge {P̂ : P ∈M} der zugehörigen 
ha-rakteristis
hen Funktionen glei
hgradig glei
hmäÿig stetig. Insbesondere ist jede 
harakteristis
heFunktion glei
hmäÿig stetig.Beweis. Sei ε > 0, dann ist zu zeigen, dass ein δ > 0 existiert, so dass für alle t, s ∈ R mit
|t− s| ≤ δ und für jedes P ∈M gilt: |P̂(t) − P̂(s)| ≤ ε.Da M stra� ist, gibt es ein N ∈ (0,∞) mit P([−N,N ]d) > 1 − ε2/6 für alle P ∈ M .Weiterhin existiert ein δ > 0, sodass für alle x ∈ [−N,N ]d und alle u ∈ Rd mit |u| < δ gilt:
|1 − ei〈u,x〉| < ε2/6. Daraus folgt für jedes P ∈M :

1 −ℜ(P̂(u)) ≤
∫

Rd

|1 − ei〈u,x〉|P(dx) ≤ ε2

3
+

∫

[−N,N ]d
|1 − ei〈u,x〉|P(dx) ≤ ε2

3
+
ε2

6
=
ε2

2
.Wenn wir dies für u = t− s benutzen und Lemma 8.3.16 aufrufen, folgt die Aussage.



140 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFENun kommt der Beweis des Stetigkeitssatzes:Beweis des Satzes 8.3.13. (a): Es gilt limn→∞ ϕn(t) = ϕ(t) für jedes t ∈ Rd, denn dieAbbildung Rd ∋ x 7→ ei〈t,x〉 ist stetig und bes
hränkt. Na
h Lemma 8.3.18 ist (ϕn)n∈N glei
hgradigglei
hmäÿig stetig. Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 8.3.17, dass (ϕn)n∈N sogar lokal glei
hmäÿiggegen ϕ konvergiert.(b):Wir wissen aus Satz 8.3.10, dass die Vereinigung der Familien der Abbildungen cos(〈x, ·〉)mit x ∈ Rd und der Abbildungen sin(〈x, ·〉) mit x ∈ Rd trennend ist. Na
h Satz 8.2.26 rei
ht esalso, die Stra�heit der Folge (Pn)n∈N zu zeigen. Dies tun wir nur für d = 1, der Fall allgemeinerDimension geht genauso.Wegen ϕn(0) = 1 für jedes n ∈ N gilt f(0) = 1. Wir betra
hten die Abbildung h : R → [0,∞),die dur
h h(x) = 1− 1
x sinx für x 6= 0 und h(0) = 0 de�niert ist, dann ist h stetig di�erenzierbar.Man sieht lei
ht, dass α = inf |x|≥1 h(x) = 1 − sin 1 > 0 ist. Für jedes K > 0 erre
hnen wir

Pn

(
[−K,K]c

)
≤ 1

α

∫

[−K,K]c
h(x/K) Pn(dx) ≤ 1

α

∫

R

h(x/K) Pn(dx)

=
K

α

∫

R

(∫ 1/K

0
(1 − cos(xt)) dt

)
Pn(dx)

=
K

α

∫ 1/K

0

∫

R

(1 − cos(xt)) Pn(dx)dt

=
K

α

∫ 1/K

0

(
1 −ℜ(ϕn(t))

)
dt,wobei wir die Markov's
he Unglei
hung und den Satz von Fubini benutzten. Mit Hilfe des Satzesvon der Majorisierten Konvergenz bekommen wir nun

lim sup
n→∞

Pn

(
[−K,K]c

)
≤ lim sup

n→∞

1

α

∫ 1

0

(
1 −ℜ(ϕn(t/K))

)
dt

=
1

α

∫ 1

0

(
lim

n→∞
(
1 −ℜ(ϕn(t/K))

))
dt =

1

α

∫ 1

0

(
1 −ℜ(f(t/K))

)
dt.Da f stetig ist mit f(0) = 1, konvergiert das letzte Integral gegen 0 für K → ∞. Also ist (Pn)n∈Nstra�.Nun können wir das Hauptergebnis dieses Abs
hnitts beweisen:Satz 8.3.19 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, identis
h verteil-ter Zufallsgröÿen mit Erwartungswert Null und Varianz Eins. Wir setzen Sn = X1 + · · · +Xn.Dann konvergiert die Verteilung von 1√

n
Sn s
hwa
h gegen die Standardnormalverteilung N .Insbesondere gilt

lim
n→∞

P
(
a
√
n ≤ Sn ≤ b

√
n
)

=
1√
2π

∫ b

a
e−x2/2 dx, −∞ ≤ a < b ≤ ∞.Beweis. Es sei ϕ die 
harakteristis
he Funktion von X1. Dann ist na
h Lemma 8.3.4(b)

ϕ(t) = 1 − 1

2
t2 + o(t2), t→ 0.



8.3. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UNDDER ZENTRALE GRENZWERTSATZ141Sei ϕn die 
harakteristis
he Funktion von 1√
n
Sn. Na
h Lemma 8.3.3 gilt für jedes t ∈ R im Limes

n→ ∞:
ϕn(t) = ϕ

( t√
n

)n
=

(
1 − t2(1 + o(1))

2n

)n
→ e−t2/2 = N̂ (t).Also haben wir gesehen, dass die 
harakteristis
he Funktion ϕn von 1√

n
Sn gegen die 
harakte-ristis
he Funktion t 7→ e−t2/2 der Standardnormalverteilung (siehe Beispiel 8.3.2) konvergiert.Na
h dem Stetigkeitssatz 8.3.13 ist der Beweis der s
hwa
hen Konvergenz der Verteilung von

1√
n
Sn gegen N beendet. Die Zusatzaussage folgt aus Lemma 8.2.14, weil N eine Di
hte hat.Anwendungen des Zentralen Grenzwertsatzes (genauer: seines Spezialfalles für Bernoulli-Gröÿen, des Satzes von Moivre-Lapla
e) wurden in Abs
hnitt 5.2 diskutiert. Man bea
hte, dassdie Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes trivial ist für standardnormalverteilte Zufallsgröÿen

X1,X2, . . . , denn wir wissen aus Lemma 7.2.17(i), dass dann 1√
n
(X1 + · · ·+Xn) ebenfalls exaktstandardnormalverteilt ist für jedes n ∈ N. Dies ist allerdings eine sehr spezielle Eigens
haft derNormalverteilung.Die Voraussetzung der Unabhängigkeit und identis
hen Verteilung im Zentralen Grenzwert-satz können natürli
h wesentli
h abges
hwä
ht werden. Hinrei
hende Bedingungen, die oft in derLiteratur erwähnt werden, sind die sogenannten Lindeberg-Feller-Bedingungen, die wir allerdingsni
ht behandeln werden.Um einen mehrdimensionalen Zentralen Grenzwertsatz zu erhalten, ist die folgende Aussagehilfrei
h:Lemma 8.3.20 (Satz von Cramér-Wold). Seien X,X1,X2, . . . Zufallsvektoren mit Werten im

Rd. Dann gilt Xn =⇒ X genau dann, wenn für jedes λ ∈ Rd gilt: 〈λ,Xn〉 =⇒ 〈λ,X〉.Beweis. Übungsaufgabe. Die Ri
htung `=⇒' folgt aus Lemma 8.2.11(b). Beim Beweis der Ri
h-tung `⇐=' zeigt man zunä
hst die Stra�heit und betra
htet dann die 
harakteristis
hen Funk-tionen, oder man benutzt glei
h den Stetigkeitssatz.Mit Hilfe von Lemmas 8.3.20 und 8.3.12 erhält man aus dem Zentralen Grenzwertsatz 8.3.19als eine Übungsaufgabe die folgende mehrdimensionale Variante:Satz 8.3.21 (Zentraler Grenzwertsatz im Rd). Sei (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, identis
hverteilter Rd-wertiger Zufallsvektoren mit Erwartungswertvektor Null und positiv de�niter Kova-rianzmatrix Σ ∈ Rd×d. Dann konvergiert die Folge der
1√
n

(X1 + · · · +Xn), n ∈ N,in Verteilung gegen die Normalverteilung N (0,Σ).Wir ziehen no
h ein paar weitere Folgerungen aus dem Stetigkeitssatz. Man fragt si
h viel-lei
ht, ob man einer Funktion ansehen kann, ob sie die 
harakteristis
he Funktion einer Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung ist. Hier ist ein hinrei
hendes Kriterium:Satz 8.3.22 (Satz von Polya). Sei f : R → R stetig mit f(0) = 1 und f(−x) = f(x) für jedes
x ∈ R. Ferner sei f auf [0,∞) konvex und fallend. Dann ist f die 
harakteristis
he Funktioneiner Wahrs
heinli
hkeitsverteilung.



142 KAPITEL 8. KONVERGENZBEGRIFFEBeweisskizze. Wir können f auf [0,∞) dur
h konvexe fallende Polygonzüge approximieren,indem wir etwa fn(k/n) = f(k/n) − f(n) setzen für k = 0, 1, . . . , n2 und auf [n,∞) konstantstetig mit Null fortsetzen. Für x < 0 setzen wir fn(x) = fn(−x). O�ensi
htli
h konvergiert dann
fn punktweise gegen f , denn limn→∞ f(n) = 0. Man kann dur
h eine explizite Konstruktion (dieauf Beispiel 8.3.2(g) basiert) zeigen, dass fn die 
harakteristis
he Funktion einer Wahrs
heinli
h-keitsverteilung ist. Dann ist der Beweis mit Hilfe des Stetigkeitssatzes beendet.Beispiel 8.3.23 (stabile Verteilungen). Für jedes α ∈ (0, 2] und a > 0 ist ϕa,α(t) = e−a|t|α die
harakteristis
he Funktion eines symmetris
hen Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes µa,α auf R. Dies folgtfür α ≤ 1 aus dem Satz von Polya. Der Spezialfall α = 2 ist der der Normalverteilung.Diese Verteilungen haben die folgende spezielle Eigens
haft: Sie sind α-stabil, was bedeutet,dass für jedes n und für je n unabhängige Zufallsgröÿen X1, . . . ,Xn mit Verteilung µa,α gilt,dass die Summe X1 + · · · +Xn die Verteilung von n1/αX1 hat. Dies folgt direkt aus der Funk-tionalglei
hung ϕa,α(t)n = ϕa,α(n1/αt), zusammen mit der Eindeutigkeit der 
harakteristis
henFunktion einer Verteilung und Satz 8.3.3(d).Die Verteilung µa,α tritt unter bestimmten Umständen als universeller Verteilungsgrenzwertvon n−1/α(X1 + · · · +Xn) auf, wenn X1,X2, . . . unabhängige, identis
h verteilte Zufallsgröÿensind mit α = sup{γ > 0: E[|X1|γ <∞}. 3



Kapitel 9MarkovkettenIn diesem Kapitel behandeln wir einen der wi
htigsten sto
hastis
hen Prozesse, die Markovkettenauf einem diskreten Raum in diskreter Zeit. Man stelle si
h ein Teil
hen vor, das si
h dur
h einehö
hstens abzählbare Menge I zufällig bewegt und zu den Zeitpunkten 1, 2, 3, . . . jeweils zu einem(eventuell anderen) Punkt springt. Die besondere Eigens
haft der Sprungents
heidungen, die dieMarkoveigens
haft ausma
ht, ist die Tatsa
he, dass diese Ents
heidung nur von der aktuellenPosition des Teil
hens abhängt, aber ni
ht von dem Verlauf des ganzen bisherigen Pfades, dendas Teil
hen zurü
kgelegt hat.Markovketten spielen eine wi
htige Rolle bei der Modellierung vieler zeitli
h si
h entwi
keln-der Prozesse: bei Mis
hungsvorgängen, bei Sortieralgorithmen und anderen sto
hastis
hen Al-gorithmen, bei der Modellierung physikalis
her Prozesse oder von Finanzmärkten und Vielemmehr.Im gesamten Kapitel sei I eine ni
htleere, endli
he oder hö
hstens abzählbar unendli
heMenge.9.1 De�nition und einfa
he Eigens
haftenWir beginnen mit der De�nition der Markoveigens
haft: Selbst wenn der gesamte bisherige Ver-lauf bekannt ist, hat nur die aktuelle Position einen Ein�uss auf die Sprungents
heidung.De�nition 9.1.1 (Markoveigens
haft). Wir sagen, eine (endli
he oder unendli
he) Folge X0,X1,X2, . . .von I-wertigen Zufallsgröÿen besitzt die Markoveigens
haft, wenn für jedes n ∈ N0 und alle
i0, i1, . . . , in+1 ∈ I gilt:

P(Xn+1 = in+1 | Xn = in,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0) = P(Xn+1 = in+1 | Xn = in), (9.1.1)sofern alle auftretenden bedingten Wahrs
heinli
hkeiten wohlde�niert sind.Das legt nahe, dass eine Markovkette im Wesentli
hen dur
h die bedingten Wahrs
heinli
h-keiten P(Xn+1 = in+1 | Xn = in) festgelegt wird. Ihre Kollektion ist also ein ganz wesentli
hesObjekt:De�nition 9.1.2 (sto
hastis
he Matrix). Eine Matrix P = (pi,j)i,j∈I heiÿt sto
hastis
h, falls
pi,j ∈ [0, 1] für alle i, j ∈ I gilt und ∑

j∈I pi,j = 1 für jedes i ∈ I gilt.143



144 KAPITEL 9. MARKOVKETTENWir werden im Folgenden immer still s
hweigend davon ausgehen, dass die Koe�zienteneiner sto
hastis
hen Matrix P mit pi,j bezei
hnet sind.Die Sprungwahrs
heinli
hkeiten einer Folge von Zufallsgröÿen, die die Markoveigens
haftbesitzt, sind also dur
h sto
hastis
he Matrizen gegeben, die a priori no
h von dem Zeitpunktdes Sprunges abhängen dürfen. Wir werden im Folgenden nur sol
he Folgen betra
hten, derenSprungwahrs
heinli
hkeiten ni
ht von diesem Zeitpunkt abhängen:De�nition 9.1.3 (Markovkette). Sei P eine sto
hastis
he Matrix. Eine (endli
he oder un-endli
he) Folge X0,X1,X2, . . . von I-wertigen Zufallsgröÿen heiÿt eine (zeitli
h homogene)Markovkette mit Übergangsmatrix P , falls für alle n ∈ N0 und alle i0, i1, . . . , in+1 ∈ I mit
P(Xn = in,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0) > 0 gilt:

P(Xn+1 = in+1 | Xn = in,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0) = pin,in+1 . (9.1.2)Die Einträge pi,j von P heiÿen die Übergangswahrs
heinli
hkeiten, und die Startverteilung νder Kette ist de�niert dur
h ν(i) = P(X0 = i) für i ∈ I.Eine Startverteilung ist also eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung, oder kurz eine Verteilung,auf I, genau wie jede Zeile einer sto
hastis
hen Matrix. Wir s
hreiben au
h oft Pν an Stellevon P, um die Startverteilung zu betonen. Im Fall, dass ν in einem i ∈ I konzentriert ist (also
ν(i) = 1), s
hreiben wir Pi. Die Elemente von I nennt man au
h oft Zustände, die Menge I selberden Zustandsraum.Beispiel 9.1.4 (Irrfahrten). Es seien I eine kommutative additive Gruppe (etwa Zd oder Rd)und (Yn)n∈N eine Folge unabhängiger und identis
h verteilter I-wertiger Zufallsgröÿen. Wir be-tra
hten die dur
h X0 = 0 und Xn =

∑n
k=1 Yk de�nierte Partialsummenfolge (Xn)n∈N0 . AlsÜbungsaufgabe beweist man, dass (Xn)n∈N0 eine Markovkette ist, deren Übergangsmatrix dieKoe�zienten pi,j = P(Y1 = j−i) besitzt, die also nur von der Di�erenz der Indizes abhängt. Mannennt (Xn)n∈N0 eine Irrfahrt auf I (wobei allerdings der englis
he Begri� random walk si
herli
hsinnvoller ist). 3Es folgen Charakterisierungen von Markovketten. Notationell ist es angenehm, für s < tden Pfad (Xs,Xs+1, . . . ,Xt) mit X[s,t] abzukürzen, ebenso s
hreiben wir für (ni
ht zufällige)Vektoren i[s,t] statt (is, is+1, . . . , it) ∈ It−s+1.Satz 9.1.5. Es seien (Xn)n∈N0 eine Folge von I-wertigen Zufallsgröÿen, ν eine Verteilung auf

I und P eine sto
hastis
he Matrix.(a) (Xn)n∈N0 ist genau dann eine Markovkette mit Übergangsmatrix P und Startverteilung ν,wenn für alle n ∈ N0 und alle i0, i1, . . . , in ∈ I gilt
P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = ν(i0)pi0,i1pi1,i2 · · · pin−1,in . (9.1.3)(b) Falls (Xn)n∈N0 eine Markovkette ist, so gilt für alle n < m, in ∈ I und alle A ⊂ In mit

P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) > 0 und für alle B ⊂ Im−n:
P(X[n+1,m] ∈ B | X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) = P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in). (9.1.4)



9.1. DEFINITION UND EINFACHE EIGENSCHAFTEN 145Beweis. (a) Der Beweis von (9.1.3) wird lei
ht mit einer Vollständigen Induktion über n geführt,und eine Folge (Xn)n∈N0 , die (9.1.3) für alle n ∈ N0 und alle i0, i1, . . . , in ∈ I erfüllt, wird mitHilfe der De�nition der bedingten Wahrs
heinli
hkeit lei
ht als eine Markovkette identi�ziert.(b) Mit Hilfe der De�nition der bedingten Wahrs
heinli
hkeit und Teil (a) erre
hnet man
P(X[n+1,m] ∈ B | X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) =

P(X[n+1,m] ∈ B,X[0,n−1] ∈ A,Xn = in)

P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in)

=

∑
i[n+1,m]∈B

∑
i[0,n−1]∈A ν(i0)pi0,i1 · · · pim−1,im∑

i[0,n−1]∈A ν(i0)pi0,i1 · · · pin−1,in

=
∑

i[n+1,m]∈B

pin,in+1pin+1,in+2 · · · pim−1,im.Der Ausdru
k auf der re
hten Seite hängt ni
ht von A ab. Wir können insbesondere A = Insetzen und erhalten
P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in) =

∑

i[n+1,m]∈B

pin,in+1pin+1,in+2 · · · pim−1,im.Wenn wir dies in der obigen Re
hnung wieder einsetzen, ist der Beweis von (9.1.4) beendet.Die Aussage in (b) kann man au
h einprägsam wie folgt formulieren:Korollar 9.1.6 (Unabhängigkeit von Zukunft und Vergangenheit bei gegebener Gegenwart).Falls (Xn)n∈N0 eine Markovkette ist, so gilt für alle n < m, in ∈ I mit P(Xn = in) > 0 und alle
A ⊂ In und B ⊂ Im−n:
P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B | Xn = in) = P(X[0,n−1] ∈ A | Xn = in)P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in).(9.1.5)Beweis. Im Fall P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) > 0 ergibt si
h (9.1.5) direkt aus (9.1.4) na
hMultiplikation mit P(X[0,n−1] ∈ A | Xn = in). Ansonsten steht Null auf beiden Seiten von(9.1.5), und die Aussage gilt trivialerweise.Man überlege si
h an einem Beispiel, dass die Aussage von Korollar 9.1.6 im Allgemeinenfals
h wird, wenn man das Ereignis {Xn = in} ersetzt dur
h {Xn ∈ C} für beliebige Teilmengen
C von I.Wir s
hneiden kurz die Frage der Existenz und Konstruktion von Markovketten an. Eine ab-s
hlieÿende Diskussion wird erst im Rahmen der allgemeinen Wahrs
heinli
hkeitstheorie mögli
hsein.Bemerkung 9.1.7 (Konstruktion von Markovketten). Eine endli
h lange Markovkette (X0,X1, . . . ,Xn)im Sinne von De�nition 9.1.3 kann lei
ht auf einem diskreten Wahrs
heinli
hkeitsraum konstru-iert werden. Wir setzen Ωn = In+1 und de�nieren die Einzelwahrs
heinli
hkeiten als p((i0, . . . , in)) =
ν(i0)pi0,i1 . . . pin−1,in , wobei ν eine Verteilung auf I ist und P eine sto
hastis
he Matrix. Dannbilden die Projektionsabbildungen Xi : I

n+1 → I eine Markovkette mit Startverteilung ν undÜbergangsmatrix P .Man bea
hte, dass dieser Wahrs
heinli
hkeitsraum von der Länge der Kette abhängt und dassman genauer Pn statt P für das induzierte Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ s
hreiben müsste. Allerdings



146 KAPITEL 9. MARKOVKETTENüberzeugt man si
h lei
ht davon, dass die ersten n+1 Zufallsgröÿen einer Markovkette der Länge
m > n selber eine Markovkette der Länge n bilden.1 Bei der Untersu
hung einer Markovkettein endli
her Zeit rei
ht es also für viele Zwe
ke aus, eine genügend späte Zeit m zu �xieren undden für dieses m konstruierten Wahrs
heinli
hkeitsraum zu Grunde zu legen.Eine andere Frage ist allerdings, wie unendli
h lange Markovketten (Xn)n∈N0 konstruiertwerden. Dies erfordert maÿtheoretis
he Vorbereitungen und wird erst später ers
höpfend (positiv)beantwortet werden, siehe den Satz von Iones
u Tul
ea. Wir werden daher im Folgenden ausBequemli
hkeit immer von einer unendli
h langen Markovkette ausgehen und den benutztenWahrs
heinli
hkeitsraum ni
ht mit einer endli
hen Länge indizieren. 3Der Zusammenhang zwis
hen dem Markovs
hen Me
hanismus und der Matrixmultiplikationist sehr eng, wie wir uns kurz klar ma
hen wollen.Bemerkung 9.1.8 (Potenzen sto
hastis
her Matrizen). Sto
hastis
he Matrizen P und Q kannman ohne Probleme im Sinne der Matrixmultiplikation mit einander multiplizieren, und dasProdukt ist ebenfalls eine sto
hastis
he Matrix. Die Koe�zienten der n-ten Potenz Pn von Pbezei
hnen wir mit Pn = (p(n)

i,j )i,j∈I . Es ist P 0 = (δi,j)i,j∈I die Einheitsmatrix, wobei δi,j dasKrone
kersymbol bezei
hnet. Wenn man die Glei
hung PnPm = Pn+m auss
hreibt, erhält mandie sogenannten Chapman-Kolmogorov-Glei
hungen:
p(n+m)

i,j =
∑

k∈I

p(n)

i,kp
(m)

k,j , i, j ∈ I. (9.1.6)Insbesondere haben wir
p(n+m)

i,j ≥ p(n)

i,kp
(m)

k,j , i, j, k ∈ I, n,m ∈ N0. (9.1.7)Auf Grund des folgenden Lemmas 9.1.9 nennt man die Koe�zienten p(n)

i,j von Pn au
h die n-stu�gen Übergangswahrs
heinli
hkeiten. 3Wir stellen uns eine Verteilung ν als Zeilenvektoren vor (wie au
h z. B. die Zeilen einer sto-
hastis
hen Matrix), so dass das Matrixprodukt νP wohlde�niert ist, also (νP )j =
∑

i∈I ν(i)pi,j .Lemma 9.1.9. Es sei (Xn)n∈N0 eine Markovkette mit Startverteilung ν und Übergangsmatrix P .Dann gilt Pν(Xn = j) = (νPn)j für alle n ∈ N und alle j ∈ I. Insbesondere gilt Pi(Xn = j) = p(n)

i,jfür alle i, j ∈ I.Beweis. Wir summieren die Glei
hung (9.1.3) (mit j = in) über alle i0, . . . , in−1 ∈ I undbea
hten die Regeln der Matrixmultiplikation.Die Verteilung einer Markovkette zum Zeitpunkt n ist also ni
hts Anderes als die n-te Potenzder Übergangsmatrix, multipliziert von links mit der Startverteilung. Wir halten no
h fest, wiesi
h dies auf zeitli
he Vers
hiebung auswirkt:Korollar 9.1.10. Es sei (Xn)n∈N0 eine Markovkette mit Übergangsmatrix P . Dann gilt für alle
n,m ∈ N0 und alle i, j ∈ I mit P(Xm = i) > 0:

P(Xm+n = j | Xm = i) = p(n)

i,j .1Diese Eigens
haft nennt man die Konsistenz der Kette, eine Eigens
haft, der wir uns in Abs
hnitt 10 vielallgemeiner widmen werden.



9.2. BEISPIELE 1479.2 BeispieleEin sehr allgemeines Prinzip, na
h dem man Markovketten konstruieren kann (siehe Übungs-aufgabe), ist das folgende. Mit einer Folge von unabhängigen identis
h verteilten Zufallsgrö-ÿen Y1, Y2, Y3, . . . mit Werten in einer beliebigen abzählbaren Menge J und mit einer Funktion
f : I × J → I setzt man rekursiv Xn+1 = f(Xn, Yn+1) für n ∈ N0. Die Kette wird also rekursivfortgesetzt, indem man den aktuellen Wert der Kette mit einem festgelegten Me
hanismus einemunabhängigen Zufall unterwirft.Beispiel 9.2.1 (unabhängige identis
h verteilte Folgen). Wenn (Xn)n∈N0 eine Folge unabhän-giger und identis
h verteilter I-wertiger Zufallsgröÿen ist, so ist sie au
h eine Markovkette. DieÜbergangsmatrix ist gegeben dur
h pi,j = qj für alle i, j ∈ I, wobei q die Verteilung von X0 ist.Natürli
h ist q au
h die Startverteilung. Andersherum ist eine Markovkette, deren Übergangs-matrix identis
he Zeilen besitzt (d. h. deren pi,j ni
ht von i abhängen), eine Folge unabhängigerund identis
h verteilter Zufallsgröÿen. 3Beispiel 9.2.2 (Irrfahrten auf Gruppen). Es sei I = G eine abzählbare Gruppe, die wir multi-plikativ s
hreiben wollen und ni
ht unbedingt als kommutativ voraus setzen wollen. Ferner sei
µ eine beliebige Verteilung auf G. Wir de�nieren pg,h = µ(g−1h) für alle g, h ∈ G. Wegen derGruppeneigens
haft ist für jedes g die Abbildung h 7→ g−1h bijektiv auf G, und es gilt

∑

h∈G

pg,h =
∑

h∈G

µ(g−1h) =
∑

h′∈G

µ(h′) = 1,also ist P = (pg,h)g,h∈G eine sto
hastis
he Matrix. Die zugehörige Markovkette heiÿt die µ-Irrfahrt auf G. Dieses Beispiel ist die multiplikative Variante der Irrfahrt von Beispiel 9.1.4 (bisauf die dort voraus gesetzte Kommutativität). Mit Hilfe einer Folge von unabhängigen, na
h
µ verteilten Zufallsgröÿen Y1, Y2, Y3, . . . erhält man eine µ-Irrfahrt, indem man rekursiv setzt:
X0 = 1 und Xn+1 = XnYn, denn dann gilt für alle n ∈ N0 und alle g, h ∈ G mit P(Xn = g) > 0:

P(Xn+1 = h | Xn = g) = P(gYn = h) = µ(g−1h) = pg,h.Die Wahl von I = G als die Menge der Permutationen einer endli
hen Menge führt zumBeispiel auf ein Modell für die Mis
hung eines Kartenstapels; man bea
hte, dass diese Gruppeni
ht kommutativ ist. 3Beispiel 9.2.3 (eindimensionale Irrfahrt). Der folgende Spezialfall von Beispiel 9.1.4 wird dieeindimensionale Irrfahrt genannt. Setze I = Z, und Yn nehme die Werte 1 und −1 mit Wahr-s
heinli
hkeiten p und q = 1 − p an, wobei p ∈ [0, 1] ein Parameter sei. Dann bes
hreibt dieMarkovkette (Xn)n∈N0 den Weg eines Teil
hens dur
h die diskrete A
hse mit unabhängigenSprüngen, wobei es zu jedem Zeitpunkt mit Wahrs
heinli
hkeit p um eine Einheit na
h re
htsspringt und sonst na
h links. Die Übergangsmatrix besitzt die Einträge p auf der re
hten Neben-diagonalen und 1 − p auf der linken, ansonsten besteht sie aus Nullen. Im Fall p = 1
2 wird dieIrrfahrt symmetris
h genannt. 3Beispiel 9.2.4 (Irrfahrt auf Zd). Die d-dimensionale Variante von Beispiel 9.2.3 (die ebenfallsein Spezialfall von Beispiel 9.1.4 ist) ist auf I = Zd gegeben, indem die Übergangsmatrix dur
h

pi,j = 1
2d für |i− j| = 1 fest gelegt wird. (Hier ist | · | die ℓ1-Norm auf Zd.) Die zugehörige Mar-kovkette bes
hreibt einen Nä
hstna
hbars
haftspfad dur
h Zd, wobei jeder Na
hbar mit glei
herWahrs
heinli
hkeit ausgewählt wird, unabhängig von allen anderen Sprungents
heidungen. 3



148 KAPITEL 9. MARKOVKETTENBeispiel 9.2.5 (Irrfahrten auf {0, . . . , N}). Ähnli
h wie in Beispiel 9.2.3 soll ein Sprung inner-halb von I = {0, . . . , N} mit Wahrs
heinli
hkeit p zum re
hten Na
hbarn und mit Wahrs
hein-li
hkeit 1 − p zum linken ausgeführt werden. Für die Sprungents
heidungen an den Rändern
0 und N müssen wir allerdings gesonderte Vereinbarungen tre�en, und es gibt dafür mehrereMögli
hkeiten. Ein Randpunkt, sagen wir 0, heiÿt absorbierend, falls p0,0 = 1 gilt, falls also dasspringende Teil
hen nie mehr von der 0 si
h entfernen kann. Im Fall p0,1 = 1, wenn also dasTeil
hen sofort wieder unweigerli
h zurü
k springen muss, heiÿt der Randpunkt 0 re�ektierend.
3Beispiel 9.2.6 (Polyas Urnens
hema). In einer Urne liegen gewisse (endli
he) Anzahlen roterund s
hwarzer Kugeln. Zu jedem Zeitpunkt wird eine Kugel zufällig gezogen und zusammen miteiner neuen Kugel der selben Farbe in die Urne zurü
k gelegt. Dann bildet das Paar der Anzahlender roten und der s
hwarzen Kugeln zu den Zeitpunkten 0, 1, 2, . . . eine Markovkette auf N2

0. DieÜbergangswahrs
heinli
hkeiten sind gegeben dur
h p(r,s),(r+1,s) = r
r+s und p(r,s),(r,s+1) = s

r+s ;alle anderen sind Null. 3Beispiel 9.2.7 (Ehrenfests Urnenmodell). Insgesamt N Kugeln liegen in zwei Urnen. Zu jedemZeitpunkt 1, 2, . . . wählen wir eine der Kugeln mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit und lassen siedie Urne we
hseln. Dann ist die Anzahl der Kugeln in der linken Urne zum Zeitpunkt n eineMarkovkette auf I = {0, . . . , N} im Zeitparameter n. Die Übergangsmatrix P ist gegeben dur
h
pk,k−1 = k

N und pk,k+1 = 1 − k
N , und alle anderen Übergangswahrs
heinli
hkeiten sind Null.Siehe Beispiel 9.7.4 für interessante Eigens
haften dieses Modells. 3Beispiel 9.2.8 (Bernoulli-Lapla
e-Di�usionsmodell). In zwei Behältern A und B be�nden si
hinsgesamt w weiÿe und s s
hwarze Kugeln, wobei s Kugeln in A liegen, und es sei w ≤ s.Zu den diskreten Zeitpunkten n = 1, 2, 3, . . . wird jeweils in A und in B eine Kugel zufälligausgewählt und in den jeweils anderen Behälter gelegt. Dann ist die Anzahl der weiÿen Kugelnin A eine Markovkette auf {0, 1, . . . , w} im Zeitparameter n. Siehe Beispiel 9.5.9 für interessanteEigens
haften dieses Modells. 3Beispiel 9.2.9 (Irrfahrten-Maxima). Falls (Sn)n∈N0 eine Irrfahrt auf Z wie in Beispiel 9.1.4 ist,dann bildet die Folge der MaximaMn = max{S0, S1, . . . , Sn} im Allgemeinen keine Markovkette,aber die Folge (Mn, Sn)n∈N0 der Paare (Übungsaufgabe). 39.3 Klasseneigens
haften, Rekurrenz, TransienzIn diesem Abs
hnitt sei P eine sto
hastis
he Matrix auf I. Wir wollen die Frage untersu
hen, obdie zugehörige Markovkette gegebene Punkte in I mit Si
herheit besu
ht oder ni
ht. Es wird si
hin diesem Abs
hnitt heraus stellen, dass der Zustandsraum zerlegt werden kann in rekurrente undtransiente Klassen. Eine in einer rekurrenten Klasse gestartete Markovkette verlässt die Klassenie und besu
ht jeden Punkt dieser Klasse mit Si
herheit.Wir müssen zunä
hst die Frage untersu
hen, ob ein gegebener Punkt überhaupt mit positiverWahrs
heinli
hkeit jemals errei
ht werden kann. Diese Unters
heidung induziert auf natürli
heWeise eine Einteilung von I in Klassen.De�nition 9.3.1 (errei
hbar). Ein Punkt j ∈ I heiÿt von einem Punkt i ∈ I aus errei
hbar,falls ein n ∈ N0 existiert mit p(n)

i,j > 0. Wir s
hreiben dann i  j. Falls i  j und j  i, sos
hreiben wir i! j.



9.3. KLASSENEIGENSCHAFTEN, REKURRENZ, TRANSIENZ 149Bemerkung 9.3.2 (! als Äquivalenzrelation). Die Relation auf I ist re�exiv und transitiv,denn wegen p(0)

i,i = 1 gilt i  i für jedes i ∈ I, und falls i  j und j  k gelten, so folgt aus(9.1.7) lei
ht, dass au
h i k gilt. Also ist! eine Äquivalenzrelation auf I und teilt I folgli
hin Klassen ein. Für zwei Klassen A,B ⊂ I s
hreiben wir A  B, falls es i ∈ A und j ∈ Bgibt mit i  j, und wir sagen dann, dass B von A aus errei
hbar ist. (O�ensi
htli
h ist dieseSpre
hweise wohlde�niert, d. h. die De�nition unabhängig von den gewählten Repräsentanten.)
3De�nition 9.3.3 (abges
hlossen, irreduzibel). (a) Eine Teilmenge J von I heiÿt abges
hlos-sen, wenn J 6 I \ J gilt, d. h. wenn keine zwei Elemente j ∈ J und i ∈ I \ J existierenmit j  i.(b) P heiÿt irreduzibel, falls I aus einer einzigen Klasse besteht, d. h. wenn je zwei Elementeaus I äquivalent sind.Man sieht lei
ht, dass die Eins
hränkung PJ = (pi,j)i,j∈J von P auf eine abges
hlosseneKlasse J von I ihrerseits eine sto
hastis
he Matrix auf J ist. Falls P irreduzibel ist, so existierenkeine abges
hlossenen e
hten Teilmengen von I.Beispiel 9.3.4. (a) Die symmetris
he Irrfahrt auf Zd ist irreduzibel.(b) In Polyas Urnens
hema (siehe Beispiel 9.2.6) sind keine zwei Elemente aus I = N2

0 äquiva-lent. Für jede r0, s0 ∈ N ist die Menge {(r, s) ∈ I : r ≥ r0, s ≥ s0} abges
hlossen.(
) Die Irrfahrt auf {0, . . . , N}(siehe Beispiel 9.2.5) mit absorbierenden Rändern besitzt dieÄquivalenzklassen {0}, {1, . . . , N − 1} und {N}. Die Mengen {0} und {N} sind abge-s
hlossen, und es gelten {1, . . . , N − 1} {0} und {1, . . . ,N − 1} {N}.
3Es sei (Xn)n∈N0 die zur sto
hastis
hen Matrix gehörige Markovkette. Wir führen nun dieErsteintrittszeit von i ∈ I ein:

Ti = inf{n ∈ N : Xn = i}. (9.3.1)Falls die Kette den Punkt i gar ni
ht besu
ht, dann setzen wir Ti = ∞. Man bea
hte, dass dieDe�nition von Ti die gesamte unendli
h lange Kette (Xn)n∈N0 erfordert, deren Konstruktion wirno
h ni
ht dur
hgeführt haben (siehe Bemerkung 9.1.7). Allerdings hängt das Ereignis {Ti = n}nur von der Zeit bis n ab, kann also mit unseren Mitteln korrekt behandelt werden. Wir de�nieren
f (n)

i,j = Pi(Tj = n) = Pi(X1 6= j,X2 6= j, . . . ,Xn−1 6= j,Xn = j), i, j ∈ I, n ∈ N. (9.3.2)In Worten: f (n)

i,j ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine in i gestartete Kette zum Zeitpunkt n denPunkt j zum ersten Mal tri�t. Die Summe
fi,j =

∞∑

n=1

f (n)

i,j (9.3.3)liegt in [0, 1], da die Ereignisse {Tj = 1}, {Tj = 2}, . . . disjunkt sind. Man kann (und sollte) dieunendli
he Summe fi,j als Pi(Tj < ∞) interpretieren, d. h. als die Wahrs
heinli
hkeit, dass einein i gestartete Kette jemals den Punkt j besu
ht.



150 KAPITEL 9. MARKOVKETTENSatz 9.3.5 (Erneuerungsglei
hung). Es gilt
p(n)

i,i =

n∑

k=1

f (k)

i,i p
(n−k)

i,i , n ∈ N, i ∈ I. (9.3.4)Beweis. Gemäÿ Lemma 9.1.9 gilt p(n)

i,i = Pi(Xn = i). Wir spalten das Ereignis {Xn = i} na
hdem ersten Zeitpunkt, an dem die Kette i errei
ht, auf und erhalten
p(n)

i,i =

n∑

k=1

Pi(Ti = k,Xn = i) =

n∑

k=1

Pi(Xn = i | X1 6= i, . . . ,Xk−1 6= i,Xk = i)f (k)

i,i .Nun wenden wir (9.1.4) und Korollar 9.1.10 an und erhalten
p(n)

i,i =

n∑

k=1

Pi(Xn = i | Xk = i)f (k)

i,i =

n∑

k=1

f (k)

i,i p
(n−k)

i,i .Nun kommen wir zu weiteren zentralen Begri�en der Theorie der Markovketten.De�nition 9.3.6 (Rekurrenz, Transienz). Ein Zustand i ∈ I heiÿt rekurrent, falls fi,i = 1, undtransient sonst.Interpretationsgemäÿ heiÿt also i rekurrent, falls die in i gestartete Kette mit Si
herheit wie-der irgendwann einmal zu i zurü
k kehrt. Wir können diese Eigens
haft in Termen der Potenzenvon P 
harakterisieren:Satz 9.3.7. Ein Zustand i ∈ I ist genau dann rekurrent, wenn ∑
n∈N0

p(n)

i,i = ∞ gilt.Beweis. Für jedes s ∈ (0, 1) erhalten wir aus der Erneuerungsglei
hung (siehe Satz 9.3.5)
∑

n∈N0

p(n)

i,i s
n = 1 +

∑

n∈N

snp(n)

i,i = 1 +
∑

n∈N

sn
n∑

k=1

f (k)

i,i p
(n−k)

i,i = 1 +
∑

k∈N

f (k)

i,i s
k

∞∑

n=k

p(n−k)

i,i sn−k

= 1 +
∑

k∈N

f (k)

i,i s
k

∑

n∈N0

p(n)

i,i s
n.Also haben wir für die beiden Funktionen

π(s) =
∑

n∈N0

p(n)

i,i s
n und φ(s) =

∑

k∈N

f (k)

i,i s
kdie Beziehung π(s) = 1+π(s)φ(s) hergeleitet. Im Fall 1 = fi,i = φ(1) ma
hen wir den Grenzüber-gang s ↑ 1 und erhalten π(1) = 1 + π(1), was natürli
h impliziert, dass ∑

n∈N0
p(n)

i,i = π(1) = ∞.Falls fi,i < 1, so formen wir zunä
hst um zu π(s) = 1
1−φ(s) und lassen dann s ↑ 1, was auf

∑
n∈N0

p(n)

i,i = 1
1−fi,i

<∞ führt und den Beweis beendet.Die in Satz 9.3.7 auftretende Reihe kann interpretiert werden:
∑

n∈N0

p(n)

i,i =
∑

n∈N0

Ei(1l{Xn=i}) = Ei

( ∑

n∈N0

1l{Xn=i}
)
,



9.3. KLASSENEIGENSCHAFTEN, REKURRENZ, TRANSIENZ 151also ist sie glei
h der erwarteten Anzahl der Besu
he in i für die unendli
h lange in i gestarteteMarkovkette. Der Zustand i ist also na
h Satz 9.3.7 genau dann transient, wenn diese Kette ihrenStartpunkt erwartungsgemäÿ nur endli
h oft besu
ht.Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigens
haften:Satz 9.3.8. Es seien i, j ∈ I mit i! j. Dann ist i genau dann rekurrent, wenn j es ist.Beweis. Übungsaufgabe.Also können und werden wir in Zukunft au
h von rekurrenten bzw. transienten Klassenspre
hen und bei Irreduzibilität von rekurrenten bzw. transienten Markovketten. Das Kriteriumaus Satz 9.3.7 kann man benutzen, um beispielsweise die Rekurrenz der d-dimensionalen Irrfahrtaus Beispiel 9.2.4 zu ents
heiden:Satz 9.3.9. Die d-dimensionale symmetris
he Irrfahrt auf Zd ist rekurrent für d ∈ {1, 2} undtransient für d ≥ 3.Beweisskizze.Wegen der Vers
hiebungsinvarianz genügt es, die Divergenz bzw. Konvergenz derReihe ∑
n∈N p

(n)

0,0 zu untersu
hen. Wir sind in der glü
kli
hen Lage, den Wert von p(n)

0,0 ausre
hnenzu können. Natürli
h ist immer p(2n−1)

0,0 = 0 für alle n ∈ N.In d = 1 ist lei
ht zu sehen, dass p(2n)

0,0 =
(
2n
n

)
2−2n für alle n ∈ N, und Stirlings Formel zeigt,dass p(2n)

0,0 ∼ (πn)−1/2 für n→ ∞. Also ist ∑
n∈N p

(n)

0,0 = ∞ für d = 1.In d = 2 s
hreiben wir Xn = (X(1)
n ,X(2)

n ) für die beiden Komponenten und nutzen dieBeoba
htung aus, dass die beiden Folgen (X(1)
n −X(2)

n )n∈N0 und (X(1)
n +X(2)

n )n∈N0 zwei unabhängigeeindimensionale symmetris
he Irrfahrten auf Z sind. Folgli
h ist p(2n)

0,0 =
((

2n
n

)
2−2n

)2, und wieoben sieht man, dass dies si
h wie 1
πn verhält, also ebenfalls ni
ht summierbar ist.Den Fall d ≥ 3 kann man auf den Grenzfall d = 3 zurü
k führen. Im Fall d = 3 stellt manden Wert von p(2n)

0,0 mit Hilfe einer Doppelsumme dar (na
h einer Aufspaltung, wieviele S
hrittejeweils in die drei Dimensionsri
htungen ges
hehen) und s
hätzt diese mit einiger Arbeit geeignetab, bis man sieht, dass p(2n)

0,0 von der Ordnung n−3/2 ist.Im Folgenden zeigen wir insbesondere, dass die Markovkette, wenn sie in einer rekurrentenKlasse gestartet wird, jeden Zustand in dieser Klasse mit Si
herheit besu
ht, siehe Lemma 9.3.13.Zunä
hst ziehen wir eine Folgerung aus der Erneuerungsglei
hung.Lemma 9.3.10. Für alle i, j ∈ I gilt
∑

n∈N0

p(n)

i,j = fi,j

∑

n∈N0

p(n)

j,j .Beweis. Genau wie im Beweis der Erneuerungsglei
hung (Satz 9.3.5) leitet man die Beziehung
p(n)

i,j =
n∑

k=1

f (k)

i,j p
(n−k)

j,jfür alle n ∈ N her. Nun summiert man diese Beziehung über n ∈ N, vertaus
ht auf der re
h-ten Seite die beiden Summationen und vers
hiebt die eine davon (ähnli
h wie im Beweis vonSatz 9.3.7).



152 KAPITEL 9. MARKOVKETTENKorollar 9.3.11. Für alle i, j ∈ I gilt:
j transient =⇒

∑

n∈N0

p(n)

i,j <∞.Aus dem folgenden Ergebnis folgt insbesondere, dass Klassen, die ni
ht abges
hlossen sind,zwangsläu�g transient sind. (Abges
hlossene Klassen können hingegen sowohl rekurrent als au
htransient sein.)Lemma 9.3.12. Es seien i, j ∈ I mit i  j. Falls i rekurrent ist, so gilt au
h j  i, und j istdann ebenfalls rekurrent.Beweis. Wir dürfen i 6= j annehmen. Wir führen einen Widerspru
hsbeweis und nehmen an,dass i ni
ht von j aus errei
hbar ist, d. h. dass p(n)

j,i = 0 für alle n ∈ N0 ist.Sei N ∈ N die kleinste Zahl n mit p(n)

i,j > 0. Für alle n ∈ N gilt dann Pi(XN = j,Xn = i) = 0,denn für n > N gilt ja Pi(XN = j,Xn = i) = p(N)

i,j p
(n−N)

j,i = 0, und für n < N gilt Pi(XN =

j,Xn = i) = p(n)

i,i p
(N−n)

i,j = 0, denn N ist ja das kleinste n mit p(n)

i,j > 0. Daher haben wir
Pi(Ti ≤M,XN = j) =

M∑

n=1

Pi(Ti = n,XN = j) ≤
M∑

n=1

Pi(Xn = i,XN = j) = 0.Also folgt
M∑

n=1

f (n)

i,i = Pi(Ti ≤M) = Pi(Ti ≤M,XN 6= j) ≤ Pi(XN 6= j) = 1 − Pi(XN = j) = 1 − p(N)

i,j .Nun lassen wirM ↑ ∞ und bea
hten, dass die re
hte Seite der Abs
hätzung ni
ht vonM abhängt.Mit der Rekurrenz von i folgt der Widerspru
h 1 = fi,i =
∑

n∈N f
(n)

i,i ≤ 1 − p(N)

i,j < 1.Insbesondere sind rekurrente Klassen abges
hlossen. (Transiente Klassen müssen ni
ht ab-ges
hlossen sein.) Insbesondere ist die Eins
hränkung von P auf eine rekurrente Klasse (siehedie Bemerkung na
h De�nition 9.3.3) wieder eine sto
hastis
he Matrix, die dann natürli
h au
hirreduzibel ist. Daher lassen si
h also die einzelnen rekurrenten Klassen getrennt diskutieren.Lemma 9.3.13. Wenn i und j in der selben rekurrenten Klasse liegen, so gilt fi,j = fj,i = 1.Beweis. Wir dürfen i 6= j annehmen. Sei N das kleinste n ∈ N mit p(n)

j,i > 0. Für M > N gilt
Pj(Tj ≤M,XN = i) =

M∑

n=1

Pj(Tj = n,XN = i)

=
N−1∑

n=1

f (n)

j,j p
(N−n)

j,i +
M∑

n=N+1

Pj(Tj ≥ N,XN = i)f (n−N)

i,j .Na
h De�nition ist aber p(N−n)

j,i = 0 für jedes n ∈ {1, . . . ,N − 1}, also ist die erste Summe aufder re
hten Seite glei
h Null. In der zweiten s
hätzen wir ab: Pj(Tj ≥ N,XN = i) ≤ p(N)

j,i , alsoerhalten wir aus der obigen Re
hnung
Pj(Tj ≤M,XN = i) ≤

M∑

n=N+1

p(N)

j,i f
(n−N)

i,j ≤ p(N)

j,i fi,j.



9.4. STOPPZEITEN UND DIE STARKE MARKOV-EIGENSCHAFT 153Nun lassen wir M ↑ ∞ und bea
hten, dass limM→∞ Pj(Tj ≤ M) = limM→∞
∑M

k=1 f
(k)

j,j = fj,j =
1, also folgt

p(N)

j,i = Pj(XN = i) = lim
M→∞

Pj(Tj ≤M,XN = i) ≤ p(N)

j,i fi,j.Wegen fi,j ≤ 1 und p(N)

j,i > 0 ergibt si
h fi,j = 1, und dies beendet den Beweis.Ein sehr handli
hes und simples hinrei
hendes Kriterium für Rekurrenz ist das Folgende.Satz 9.3.14. Wenn I endli
h ist, so ist jede irreduzible Kette rekurrent.Beweis. Wegen ∑
j∈I p

(n)

i,j = 1 für jedes n ∈ N und jedes i ∈ I folgt, dass zu jedem i ein jexistiert mit ∑
n∈N p

(n)

i,j = ∞, denn es gilt ja ∑
j∈I(

∑
n∈N p

(n)

i,j ) = ∞, und irgendeiner der endli
hvielen Summanden ∑
n∈N p

(n)

i,j muss glei
h ∞ sein. Aus Lemma 9.3.10 folgt ∑
n∈N p

(n)

j,j = ∞, undes folgt die Rekurrenz von j.9.4 Stoppzeiten und die starke Markov-Eigens
haftStoppzeiten sind zufällige Zeiten, die ni
ht in die Zukunft bli
ken können. Im Zusammenhangmit Markovketten sind Stoppzeiten die Eintrittszeitpunkte gewisser Ereignisse, deren Eintretendur
h die bisherige `Ges
hi
hte' der Kette beurteilt werden kann.Im Folgenden sei (Xn)n∈N0 eine Markovkette auf I mit Übergangsmatrix P . In diesem Ab-s
hnitt emp�ehlt es si
h anzunehmen, dass alle Zufallsgröÿen Xn mit n ∈ N auf einem gemein-samen Wahrs
heinli
hkeitsraum Ω de�niert sind, und das werden wir tun.De�nition 9.4.1 (Filtrierung, Stoppzeit). (a) Für jedes n ∈ N0 sei Fn die Menge der Ereig-nisse von der Form {ω ∈ Ω: X[0,n](ω) ∈ B} mit B ⊂ In+1, d. h. die Menge der Ereig-nisse, die mit Hilfe der Zufallsgröÿen X0, . . . ,Xn bes
hrieben werden können. Die Familie
F = (Fn)n∈N0 nennt man die zu (Xn)n∈N0 gehörige Filtrierung.(b) Eine Abbildung T : Ω → N0∪{∞} heiÿt eine Stoppzeit, wenn für jedes n ∈ N0 das Ereignis
{T = n} in Fn liegt.Eine Filtrierung ist immer aufsteigend, denn es gilt ja Fn ⊂ Fn+1 für jedes n. Das Ereignis

{T = ∞} kann man interpretieren als das Ereignis, dass die Stoppzeit T nie eintritt. Ein Beispielvon Stoppzeiten sind die Ersteintrittszeiten Ti = inf{n ∈ N : Xn = i} in einen Punkt i für eineMarkovkette (Xn)n∈N0 . Etwas allgemeiner de�niert man die Ersteintrittszeit in eine ni
htleereMenge A ⊂ I als
TA = inf{n ∈ N : Xn ∈ A}.Falls man den Zeitpunkt 0 einbeziehen mö
hte, benutzt man die Stoppzeit
SA = inf{n ∈ N0 : Xn ∈ A}.Falls i ∈ A, so gilt Pi(SA = 0) = 1. Ferner gilt für i /∈ A die Beziehung Pi(TA = SA) = 1.Wir beginnen mit einer te
hnis
hen Vorbereitung.



154 KAPITEL 9. MARKOVKETTENLemma 9.4.2. Für alle i ∈ I, n ∈ N0 und alle ni
htleeren A ⊂ I gilt
Pi(TA ≤ n+ 1) =

∑

j∈I

pi,jPj(SA ≤ n).Beweis. Übungsaufgabe.Sei A ⊂ I ni
ht leer. Die Funktion hA : I → [0, 1], de�niert dur
h
hA(i) = Pi(SA <∞),spielt in der Theorie der Markovketten eine wi
htige Rolle. Insbesondere ist sie die minimaleLösung eines gewissen Systems von linearen Glei
hungen:Satz 9.4.3. Sei A ⊂ I ni
ht leer. Dann ist hA die kleinste Funktion I → [0,∞), die dasGlei
hungssystem

hA(i) =
∑

j∈I

pi,jhA(j), i ∈ I \ A, (9.4.1)löst mit Randbedingung hA(i) = 1 für alle i ∈ A.Beweis. Dass hA die Randbedingung hA(i) = 1 für alle i ∈ A erfüllt, ist klar. Sei nun i ∈
I \A, und wir wollen die Glei
hung hA(i) =

∑
j∈I pi,jhA(j) beweisen. Zunä
hst benutzen wir dieMarkoveigens
haft zum Zeitpunkt 1, um zu sehen, dass für alle N ∈ N gilt:

Pi(1 ≤ SA ≤ N) =
∑

j∈I

Pi(X1 = j, 1 ≤ SA ≤ N)

=
∑

j∈I

Pi(X1 = j)Pi(1 ≤ SA ≤ N | X1 = j)

=
∑

j∈I

pi,jPj(0 ≤ SA ≤ N − 1).Nun lassen wir auf beiden Seiten N → ∞ gehen und bea
hten, dass hA(i) = Pi(SA < ∞) =
limN→∞ Pi(1 ≤ SA ≤ N). Da die Summanden der re
hten Seite, Pj(0 ≤ SA ≤ N − 1), monotongegen hA(j) konvergieren, dürfen wir die Summation mit dem Grenzwert vertaus
hen, und esfolgt die behauptete Glei
hung.Als Letztes zeigen wir die Minimalität von hA. Sei also g : I → [0,∞) eine Lösung von
g(i) =

∑
j∈I pi,jg(j) für i ∈ I \ A mit Randbedingung g(i) = 1 für i ∈ A. Wir zeigen mitInduktion na
h n ∈ N0, dass

g(i) ≥ Pi(SA ≤ n) für alle i ∈ I. (9.4.2)(Daraus folgt dur
h Grenzübergang n → ∞, dass g(i) ≥ limn→∞ Pi(SA ≤ n) = Pi(SA < ∞) =
hA(i), was zu zeigen war.)Für n = 0 ist (9.4.2) o�ensi
htli
h, ebenso für alle i ∈ A. Sei (9.4.2) für ein n vorausgesetzt,und sei i ∈ I \ A. Dann ist

g(i) =
∑

j∈I

pi,jg(j) ≥
∑

j∈I

pi,jPj(SA ≤ n) = Pi(TA ≤ n+ 1)
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h Lemma 9.4.2. Da i /∈ A ist, gilt aber Pi(TA ≤ n + 1) = Pi(SA ≤ n + 1). Dies zeigt (9.4.2)für n+ 1 und beendet den Beweis.Das Glei
hungssystem in (9.4.1) kann man au
h als Ei[hA(X1)] = hA(i) für jedes i ∈ I \ Aformulieren. Man sagt, dass hA in I \ A harmonis
h sei mit Randbedingung Eins (in A). Imtrivialen Fall A = ∅ heiÿt das, dass h∅ ein Re
htseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert Einsist (wenn er ni
ht Null wäre wie h∅). Ein sol
her Eigenvektor ist natürli
h immer der Vektor, deraus Einsen besteht, denn P ist ja sto
hastis
h.Wir kommen nun zur starken Markov-Eigens
haft. Diese besagt im Wesentli
hen, dass diegewöhnli
he Markov-Eigens
haft, die in Satz 9.1.5 formuliert wurde, au
h an Stoppzeiten gilt,d. h. dass die ab einer Stoppzeit T betra
htete Restkette (XT ,XT+1, . . . ), gegeben das Ereignis
{XT = i} für ein i ∈ I, wieder eine Markovkette mit der selben Übergangsmatrix und Start in iist und dass sie ferner unabhängig von der Kette vor dem Zeitpunkt T ist, also unabhängig von
(X0,X1, . . . ,XT ). Die Menge aller Ereignisse, die der Kette (X0,X1, . . . ,XT ) zustoÿen können,ist ein wi
htiges System von Ereignissen:De�nition 9.4.4 (Prä-T -Ereignis). Es sei T : Ω → N0 ∪ {∞} eine Stoppzeit. Wir nennen einEreignis A ⊂ Ω ein Prä-T -Ereignis, falls das Ereignis A∩ {T = n} für jedes n ∈ N0 in Fn liegt.Die Menge aller Prä-T -Ereignisse bezei
hnen wir mit FT .Wir de�nieren die I-wertige Zufallsgröÿe XT als XT (ω)(ω), allerdings nur auf der Menge
{ω ∈ Ω: T (ω) < ∞}. Falls T (ω) = ∞, so ist also XT ni
ht de�niert. Daraus folgt, dass dasEreignis {XT = i} insbesondere impliziert, dass T <∞.Nun folgt eine exakte Formulierung der starken Markov-Eigens
haft.Satz 9.4.5 (starke Markov-Eigens
haft). Es sei (Xn)n∈N0 eine Markovkette, T eine Stoppzeit,
A ∈ FT und B ⊂ Im für ein m ∈ N. Falls P(XT = i, A) > 0, so gilt

P(X[T+1,T+m] ∈ B | XT = i, A) = Pi(X[1,m] ∈ B). (9.4.3)Beweis. Wir multiplizieren mit P(XT = i, A) und brau
hen nur die Glei
hung
P(X[T+1,T+m] ∈ B,XT = i, A) = Pi(X[1,m] ∈ B)P(XT = i, A)zu zeigen. Dies tun wir dur
h Aufspaltung na
h allen (endli
hen) Werten, die T annehmen kann:Die linke Seite ist glei
h

∑

n∈N0

P(X[n+1,n+m] ∈ B,Xn = i, A, T = n).Da A ∈ FT , liegt das Ereignis A ∩ {T = n} in Fn. Also können wir die gewöhnli
he Markov-Eigens
haft anwenden (siehe etwa Korollar 9.1.6) und erhalten
P(X[n+1,n+m] ∈ B,Xn = i, A, T = n) = P(Xn = i, A, T = n)Pi(X[1,m] ∈ B).Aufsummation über n ∈ N0 beendet den Beweis.Damit können wir die Intuition hinter Satz 9.3.7 (siehe die Bemerkung dana
h) vers
här-fen: Die Anzahl der Besu
he zu einem gegebenen rekurrenten Punkt hat ni
ht nur unendli
henErwartungswert, sondern ist sogar konstant glei
h ∞:



156 KAPITEL 9. MARKOVKETTENKorollar 9.4.6. Es sei i ∈ I mit pi = Pi(Ti = ∞) < 1. Es sei Vi =
∑

n∈N0
1l{Xn=i} die Anzahlder Besu
he in i. Dann gilt Pi(Vi > k) = (1 − pi)

k für jedes k ∈ N, d. h., Vi ist unter Pigeometris
h verteilt, falls i transient ist, und konstant glei
h ∞, falls i rekurrent ist.Beweis. Wir de�nieren die sukzessiven Zeitpunkte der Besu
he in i dur
h T (0)

i = 0 und T (k+1)

i =
inf{n > T (k)

i : Xn = i} für k ∈ N0. Das Ereignis {Vi > k} ist also glei
h dem Ereignis {T (k)

i <∞},falls die Kette in i startet. Ferner gilt o�ensi
htli
h Pi(XT
(k)
i

= i | T (k)

i < ∞) = 1. Also gilt füralle k, l ∈ N:
Pi(Vi > k + l | Vi > l) = Pi(T

(k+l)

i <∞ | T (l)

i <∞)

= lim
n→∞

Pi(T
(k+l)

i ≤ T (l)

i + n | X
T

(l)
i

= i, T (l)

i <∞)

= lim
n→∞

Pi(T
(k)

i ≤ n) = Pi(T
(k)

i <∞)

= Pi(Vi > k).Im dritten S
hritt benutzten wir die starke Markov-Eigens
haft (9.4.3) mit A = {T (l)

i <∞} und
B = {T (k)

i ≤ n}.Also ist Vi auf N0 geometris
h verteilt, und zwar mit Parameter Pi(Vi = 1) = 1 − Pi(Vi >
1) = 1 − Pi(Ti < ∞) = Pi(Ti = ∞) = pi. Wie man lei
ht sieht, gilt dies au
h im Fall pi = 0,wobei dann Vi = ∞ mit Pi-Wahrs
heinli
hkeit Eins.Beispiel 9.4.7. Es sei (Xn)n∈N0 die Irrfahrt auf Z wie in Beispiel 9.2.3. Wir wollen bere
hnen, wielange die Irrfahrt im Dur
hs
hnitt benötigt, um einen gegebenen Punkt zu errei
hen. Genauer:Wir wollen P0(T1 <∞) und E0(T1) bere
hnen.Zunä
hst sieht man mit Hilfe der starken Markov-Eigens
haft und der räumli
hen Vers
hie-bungsinvarianz der Irrfahrt ein, dass P0(T2 <∞) = P0(T1 <∞)P1(T2 <∞) = P0(T1 <∞)2 gilt(der formale Beweis ist eine Übungsaufgabe). Ferner benutzt man die (gewöhnli
he) Markov-Eigens
haft zum Zeitpunkt Eins, um die Glei
hung P0(T1 < ∞) = p + (1 − p)P−1(T1 < ∞)aufzustellen. Wieder mit Hilfe der Vers
hiebungsinvarianz und der ersten Beoba
htung erhältman die quadratis
he Glei
hung P0(T1 < ∞) = p + (1 − p)P0(T1 < ∞)2. Diese hat die beidenLösungen

P0(T1 <∞) =
1 ±

√
1 − 4p(1 − p)

2(1 − p)
=

1 ± |2p − 1|
2(1 − p)

=





1oder
p

1−p .Im Fall p ≥ 1
2 ergibt si
h sofort, dass P0(T1 < ∞) = 1, denn p

1−p > 1 für p > 1
2 . Im Fall p < 1

2gilt P0(T1 <∞) = p
1−p < 1, aber unsere Mittel rei
hen derzeit no
h ni
ht aus, dies zu beweisen.2Für p ≥ 1

2 errei
ht die Irrfahrt also den Punkt 1 von 0 aus mit Si
herheit, und man zeigt mitder starken Markov-Eigens
haft lei
ht, dass dann au
h jedes andere i ∈ N mit Si
herheit errei
htwird.Mit der (gewöhnli
hen) Markov-Eigens
haft leitet man im Fall p ≥ 1
2 au
h lei
ht die Bezie-hung E0(T1) = p+ (1− p)[1 + E−1(T1)] her, und die starke impliziert, dass E−1(T1) = E0(T2) =

2E0(T1). Also gilt E0(T1) = 1
1−2(1−p) , was im symmetris
hen Fall glei
h ∞ ist. 32Dies folgt etwa aus dem Starken Gesetz der Groÿen Zahlen, zusammen mit dem Hinweis auf E0(S1) < 0, d. h.es gilt insbesondere limn→∞ Sn = −∞ mit P0-Wahrs
heinli
hkeit Eins.



9.5. GLEICHGEWICHTSVERTEILUNGEN 1579.5 Glei
hgewi
htsverteilungenIm Allgemeinen hängt die Verteilung einer Markovkette zu einem gegebenen Zeitpunkt auf sehrkomplizierte Weise ab von der Startverteilung (und natürli
h von dem Zeitpunkt). Oft gibt esaber für eine gegebene Übergangsmatrix spezielle Verteilungen, so dass die mit dieser Verteilunggestartete Kette zu jedem Zeitpunkt dieselbe Verteilung besitzt, nämli
h diese Startverteilung.Man sagt, die Kette sei dann im Glei
hgewi
ht bzw. sie sei stationär.Wie bisher sei I eine hö
hstens abzählbare Menge und P eine sto
hastis
he Matrix auf I.Wir wollen jede Abbildung ν : I → [0,∞) ein Maÿ nennen und erinnern uns, dass ein Maÿ ν eineVerteilung heiÿt, falls ∑
i∈I ν(i) = 1 gilt. Auÿerdem erinnern wir uns, dass νP das Matrixprodukt

(νP )(j) =
∑

i∈I ν(i)pi,j bezei
hnet.De�nition 9.5.1 (invariantes Maÿ, Glei
hgewi
htsverteilung). Ein Maÿ ν heisst invariant für
P , falls νP = ν gilt, d. h. falls ν ein (ni
htnegativer) Links-Eigenvektor von P zum Eigenwert 1ist. Falls ν eine Verteilung und invariant ist, nennt man ν au
h eine Glei
hgewi
htsverteilungfür P .Bemerkung 9.5.2. (a) Wenn I endli
h ist, kann jedes invariante Maÿ zu einer Glei
hge-wi
htsverteilung normiert werden.(b) Die Frage, ob P ein invariantes Maÿ besitzt, ist a priori ni
ht lei
ht zu beantworten. Manmuss im Prinzip das Glei
hungssystem νP = ν lösen und prüfen, ob es eine ni
htnegativeLösung ν gibt.(
) O�ensi
htli
h ist ein für P invariantes Maÿ au
h für jede Potenz von P invariant. Falls Pirreduzibel ist und ν 6= 0 ein invariantes Maÿ ist, so ist ν(i) > 0 für jedes i ∈ I. Dennwegen ν 6= 0 existiert ein i0 ∈ I mit ν(i0) > 0, und dann folgt für jedes i ∈ I (mit einem

n ∈ N, so dass p(n)

i0,i > 0): ν(i) ≥ ν(i0)p
(n)

i0,i > 0.(d) Wenn ν eine Glei
hgewi
htsverteilung ist, dann gilt für jedes n ∈ N0 und jedes j ∈ I:
Pν(Xn = j) =

∑

i∈I

ν(i)p(n)

i,j = ν(j),d. h. die mit Verteilung ν gestartete Kette hat zu jedem Zeitpunkt die selbe Verteilung ν.
3Sehr oft kann das invariante Maÿ ni
ht sinnvoll explizit angegeben werden, und es gibt wenigeBeispiele, in denen das invariante Maÿ eine der bekannten Verteilungen ist. Für die symmetris
heIrrfahrt auf Z (siehe Beispiel 9.2.3) ist die Glei
hverteilung auf Z invariant, aber o�ensi
htli
hkann man sie ni
ht zu einer Glei
hgewi
htsverteilung normieren. Für die Irrfahrt auf {0, . . . ,N}(siehe Beispiel 9.2.5) mit absorbierenden Rändern 0 und N sind die beiden Verteilungen invari-ant, die auf {0} bzw. auf {N} konzentriert sind. Für weitere Beispiele siehe Lemma 9.5.8 undBeispiele 9.5.9 und 9.7.4.Für den Rest dieses Abs
hnittes setzen wir voraus, dass P irreduzibel ist, also dass I auseiner einzigen Äquivalenzklasse besteht. Zunä
hst zeigen wir, dass im Falle der Rekurrenz immermindestens ein invariantes Maÿ existiert, und zwar, für beliebiges k ∈ I, das Maÿ γk, gegebenals

γk(i) = Ek

( Tk∑

n=1

1l{Xn=i}
)
.



158 KAPITEL 9. MARKOVKETTENIn Worten: γk(i) ist die erwartete Zahl der Besu
he in i für eine in k gestartete Markovkette, diebetra
htet wird bis zur ersten Rü
kkehr zum Startpunkt k.Satz 9.5.3. Sei P irreduzibel und rekurrent, und sei k ∈ I. Dann gelten:(a) γk ist ein invariantes Maÿ.(b) Für jedes i ∈ I gilt 0 < γk(i) <∞.(
) γk ist das einzige invariante Maÿ mit Wert 1 in k.Beweis. (a) Wir s
hreiben zunä
hst γk(i) wie folgt:
γk(i) = Ek

(∑

n∈N

1l{Xn=i,n≤Tk}
)

=
∑

n∈N

Pk(Xn = i, n ≤ Tk)

=
∑

n∈N

∑

j∈I

Pk(Xn = i,Xn−1 = j, n ≤ Tk).Man bea
hte, dass das Ereignis {n ≤ Tk} = {Tk ≤ n − 1}c in Fn−1 liegt. Also können wir dieMarkov-Eigens
haft zum Zeitpunkt n− 1 anwenden:
Pk(Xn = i,Xn−1 = j, n ≤ Tk) = Pk(Xn−1 = j, n ≤ Tk)Pj(X1 = i)

= Pk(Xn−1 = j, n − 1 ≤ Tk − 1)pj,i.Dies setzen wir oben ein und erhalten na
h einer Indexvers
hiebung
γk(i) =

∑

j∈I

pj,i

∑

n∈N0

Pk(Xn = j, n ≤ Tk − 1) =
∑

j∈I

pj,iEk

(Tk−1∑

n=0

1l{Xn=j}
)

=
∑

j∈I

pj,iEk

( Tk∑

n=1

1l{Xn=j}
)

=
∑

j∈I

γk(j)pj,i.(b) Auf Grund von (a) ist γk au
h invariant für Pn für jedes n ∈ N, also folgt insbesondere
1 = γk(k) ≥ γk(j)p

(n)

j,k für jedes j ∈ I. Wegen der Irreduzibilität gibt es für jedes j ein n mit
p(n)

j,k > 0, und somit folgt γk(j) <∞ für jedes j. Andererseits folgt au
h γk(j) ≥ γk(k)p
(n)

k,j = p(n)

k,j,was positiv ist für geeignetes n.(
) Es sei λ ein invariantes Maÿ mit λ(k) = 1. Dann haben wir λ(j) =
∑

i∈I\{k} λ(i)pi,j +pk,jfür jedes j. Nun ersetzen wir auf der re
hten Seite λ(i) ebenfalls mit Hilfe der Invarianz underhalten
λ(j) =

∑

i∈I\{k}

( ∑

i1∈I\{k}
λ(i1)pi1,i + pk,i

)
pi,j + pk,j

=
∑

i,i1∈I\{k}
λ(i1)pi1,ipi,j +

∑

i∈I\{k}
pk,ipi,j + pk,j

=
∑

i,i1∈I\{k}
λ(i1)pi1,ipi,j + Pk(Tk ≥ 2,X2 = j) + Pk(Tk ≥ 1,X1 = j).



9.5. GLEICHGEWICHTSVERTEILUNGEN 159In dieser Weise fahren wir iterativ fort und erhalten für jedes n ∈ N

λ(j) =
∑

i0,i1,...,in∈I\{k}
λ(in)

( n∏

r=1

pir ,ir−1

)
pi0,j +

n+1∑

r=1

Pk(Tk ≥ r,Xr = j)

≥
n+1∑

r=1

Pk(Tk ≥ r,Xr = j) = Ek

(min{Tk ,n+1}∑

r=1

1l{Xr=j}
)
.Nun lassen wir n → ∞ und erhalten auf der re
hten Seite γk(j) als Grenzwert. Also haben wirgezeigt, dass λ(j) ≥ γk(j) für alle j ∈ I. Daher ist λ−γk ebenfalls ein invariantes Maÿ. Da diesesMaÿ allerdings eine Nullstelle besitzt (nämli
h in k), ist es na
h Bemerkung 9.5.2(
) identis
hglei
h Null. Dies beendet den Beweis.Zusammen mit Satz 9.3.14 wissen wir nun, dass jede endli
he irreduzible sto
hastis
he Matriximmer eine Glei
hgewi
htsverteilung besitzt.Der folgende Satz 9.5.5 klärt die Frage na
h der Existenz von Glei
hgewi
htsverteilungenund ist einer der wi
htigsten Sätze über Markovketten. Die Antwort ist eng verknüpft mit dererwarteten Rü
kkehrzeit µi = Ei(Ti) zu einem Startpunkt i ∈ I. Falls Pi(Ti = ∞) > 0, so istnatürli
h µi = ∞. Ansonsten kann man s
hreiben

µi = Ei(Ti) =
∑

n∈N

nPi(Ti = n) =
∑

n∈N

nf (n)

i,i ∈ [0,∞].Falls µi <∞ (d. h. falls die Irrfahrt na
h endli
her erwarteter Zeit zu ihrem Startpunkt i zurü
kkehrt), dann ist natürli
h Pi(Ti < ∞) = 1, die Irrfahrt also rekurrent. Mit Hilfe von µi könnenwir also rekurrente Zustände feiner unterteilen:De�nition 9.5.4 (positive und Nullrekurrenz). Ein Zustand i ∈ I heiÿt positiv rekurrent, falls
µi <∞, und nullrekurrent, falls i rekurrent, aber ni
ht positiv rekurrent ist.Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Existenz von Glei
hgewi
htsverteilungen äqui-valent zur positiven Rekurrenz ist:Satz 9.5.5. Sei P irreduzibel, dann sind die folgenden drei Aussagen äquivalent.(i) Es existiert eine Glei
hgewi
htsverteilung.(ii) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand in I.(iii) Alle Zustände in I sind positiv rekurrent.Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist die Glei
hgewi
htsverteilung π eindeutig bestimmt unddur
h π(i) = 1

µi
gegeben.Beweis. Die Ri
htung (iii) =⇒ (ii) ist trivial. Wir zeigen nun (ii) =⇒ (i). Sei k ∈ I mit µk <∞,dann ist wegen Irreduzibilität die Kette rekurrent. Na
h Satz 9.5.3 ist γk ein invariantes Maÿ.Man sieht, dass

∑

j∈I

γk(j) =
∑

j∈I

Ek

( Tk∑

n=1

1l{Xn=j}
)

= Ek

( Tk∑

n=1

∑

j∈I

1l{Xn=j}
)

= Ek(Tk) = µk <∞. (9.5.1)



160 KAPITEL 9. MARKOVKETTENAlso kann man γk zu einer Glei
hgewi
htsverteilung normieren, d. h. (i) folgt.Nun beweisen wir (i) =⇒ (iii). Sei π eine Glei
hgewi
htsverteilung, und sei k ∈ I. Dann ist
γ = π/π(k) ein invariantes Maÿ mit γ(k) = 1. Na
h Satz 9.5.3 gilt γ = γk. Wie in (9.5.1) siehtman, dass

µk =
∑

j∈I

γk(j) =
∑

j∈I

γ(j) =
1

π(k)

∑

j∈I

π(j) =
1

π(k)
<∞.Also ist (iii) gezeigt.Die Zusatzaussage ergibt si
h aus den obigen Beweisen.Also ergibt si
h eine Tri
hotomie für irreduzible Markovketten:Bemerkung 9.5.6 (Klassi�kation). Jede irreduzible Markovkette gehört immer zu genau einemder folgenden drei Fälle:

• Die Kette ist transient, für alle i, j ∈ I gilt Pi(Tj < ∞) < 1, und es gibt keine invarianteVerteilung.
• Die Kette ist nullrekurrent, für alle i, j ∈ I gilt Pi(Tj < ∞) = 1 und Ei(Tj) = ∞, und esgibt zwar ein invariantes Maÿ, aber keine invariante Verteilung.
• Die Kette ist positiv rekurrent, für alle i, j ∈ I gilt Ei(Tj) <∞, und es gibt eine invarianteVerteilung.

3Bemerkung 9.5.7. (i) Auf Grund von Satz 9.3.14 kann bei endli
hem Zustandsraum I nurder positiv rekurrente Fall auftreten.(ii) Die eindimensionale einfa
he Irrfahrt (siehe Beispiel 9.2.3) ist nullrekurrent. Denn sie istrekurrent (siehe Satz 9.3.9) und besitzt das konstante Maÿ als ein invariantes Maÿ, wel
hessi
h ni
ht normieren lässt.(iii) Die dreidimensionale einfa
he Irrfahrt (siehe Beispiel 9.2.4) ist transient und besitzt eininvariantes Maÿ (das konstante Maÿ), aber keine invariante Verteilung. 3In den meisten Fällen, selbst bei endli
hem I, kann man die Glei
hgewi
htsverteilung ni
htsinnvoll explizit angeben, die Formel wäre zu kompliziert. Ein s
hönes Gegenbeispiel ist die µ-Irrfahrt auf einer Gruppe, siehe Beispiel 9.2.2:Lemma 9.5.8. Es seien G eine endli
he Gruppe und µ eine Verteilung auf G. Dann ist dieGlei
hverteilung auf G eine Glei
hgewi
htsverteilung der µ-Irrfahrt. Falls die Irrfahrt irreduzibelist, so ist sie au
h die einzige Glei
hgewi
htsverteilung.Beweis. Für jedes g ∈ G ist die Abbildung h 7→ g−1h bijektiv auf G, und es gilt
∑

g∈G

pg,h =
∑

g∈G

µ(g−1h) =
∑

g′∈G

µ(g′) = 1.Beispiel 9.5.9 (Bernoulli-Lapla
e-Di�usionsmodell). No
h ein Beispiel, in dem die invarianteVerteilung explizit angegeben werden kann, ist das Di�usionsmodell aus Beispiel 9.2.8. Hier istdie hypergeometris
he Verteilung ν(i) =
(s

i

)( w
w−i

)
/
(s+w

w

) invariant auf {0, 1, . . . , w}. 3



9.6. KONVERGENZ GEGEN DIE GLEICHGEWICHTSVERTEILUNG 1619.6 Konvergenz gegen die Glei
hgewi
htsverteilungDas Hauptergebnis dieses Abs
hnittes (und eine der wi
htigsten Eigens
haften von Markovket-ten) ist die Tatsa
he, dass jede irreduzible aperiodis
he und positiv rekurrente Markovkette beidivergierender Laufzeit gegen ihre Glei
hgewi
htsverteilung konvergiert. Hierbei nennen wir ei-ne Markovkette bzw. ihre Übergangsmatrix P aperiodis
h, wenn für jedes i ∈ I die sogenanntePeriode von i,
di = ggT{n ∈ N : p(n)

i,i > 0},glei
h Eins ist. Wir wollen uns im Folgenden auf aperiodis
he Markovketten bes
hränken, d. h.wir werden voraussetzen, dass di = 1 für jedes i ∈ I gilt. Unser Hauptergebnis ist:Satz 9.6.1. Es sei P irreduzibel, aperiodis
h und positiv rekurrent mit Glei
hgewi
htsverteilung
π. Dann gilt für alle i, j ∈ I:

lim
n→∞

p(n)

i,j = π(j).Als Übungsaufgabe zeigt man lei
ht, dass au
h für jede Startverteilung ν und jedes j ∈ Igilt: limn→∞ Pν(Xn = j) = π(j). Falls die Markovkette ni
ht aperiodis
h ist, also wenn sie etwadie Periode d > 1 hat3, dann zeigt man lei
ht, dass die Matrix P d auf gewissen Teilmengenaperiodis
h ist, und kann Satz 9.6.1 auf geeignete Teilmatrizen von P d anwenden.Als Vorbereitung des Beweises von Satz 9.6.1 
harakterisieren wir die Aperiodizität:Lemma 9.6.2. P ist genau dann irreduzibel und aperiodis
h, wenn für jede i, j ∈ I ein n0 ∈ Nexistiert, so dass p(n)

i,j > 0 für alle n ≥ n0 gilt.Beweis. Dieser Beweis ist längli
h und benutzt auss
hlieÿli
h zahlentheoretis
he Argumente undwird daher weggelassen. Siehe etwa [Se81℄.Beweis von Satz 9.6.1.Wie immer sei (Xn)n∈N0 eine Markovkette mit Übergangsmatrix P undStart in i unter Pi. Wir wollen also zeigen, dass Pi(Xn = j) für n→ ∞ gegen π(j) konvergiert.Wir benutzen ein sogenanntes Kopplungsargument, das die Untersu
hung der betra
htetenMarkovkette (Xn)n∈N0 koppelt mit einer weiteren, unabhängigen Markovkette (Yn)n∈N0 mit derselben Übergangsmatrix, wobei allerdings (Yn)n∈N0 mit der Glei
hgewi
htsverteilung π gestartetwird. Daraus folgt, dass die Verteilung von Yn zu jedem festen Zeitpunkt n exakt glei
h π ist,siehe Bemerkung 9.5.2(d). Unsere Hauptaufgabe besteht nun darin zu beweisen, dass die ersteKette irgendwann einmal die zweite tri�t, d. h. dass si
h beide Ketten jemals im selben Zustandbe�nden. Mit anderen Worten, wir werden zeigen, dass die Tre�zeit
T = inf{n ∈ N0 : Xn = Yn}mit Si
herheit endli
h ist. Dann de�nieren wir die gekoppelte Kette (Zn)n∈N0 dur
h
Zn =

{
Xn für n ≤ T,

Yn für n > T,3Man kann lei
ht zeigen, dass die Periode eine Klasseneigens
haft ist, d. h. dass die Abbildung i 7→ di konstantauf den Klassen ist.



162 KAPITEL 9. MARKOVKETTENund zeigen, dass (Zn)n∈N0 ebenfalls eine Markovkette mit Übergangsmatrix P ist. Dana
h istder Beweis s
hnell beendet.Wir kommen zu den Details. Als Erstes sieht man, dass die Paar-Markovkette (Xn, Yn)n∈N0die Übergangsmatrix P̂ auf I×I mit p̂(i,j),(k,l) = pi,kpj,l für alle i, j, k, l ∈ I besitzt. Für alle n ∈ Ngilt au
h p̂(n)

(i,j),(k,l) = p(n)

i,kp
(n)

j,l , wovon man si
h lei
ht überzeugt. Die Aperiodizität von P̂ zeigt manlei
ht als Übungsaufgabe mit Hilfe von Lemma 9.6.2 und (9.1.7). Da P die Glei
hgewi
htsver-teilung π besitzt, hat P̂ die Glei
hgewi
htsverteilung π̂, die gegeben ist dur
h π̂(i, j) = π(i)π(j)für i, j ∈ I. Also ist P̂ insbesondere positiv rekurrent (siehe Satz 9.5.5).Ab jetzt sei X0 = i fest. Die Markovkette (Xn, Yn)n∈N0 auf I × I besitzt die Startverteilung
ν̂(k, l) = δi(k)π(l), wobei δi(k) = δi,k das Krone
kersymbol ist.Nun argumentieren wir, dass die Tre�zeit T mit Wahrs
heinli
hkeit Eins endli
h ist. Füreinen beliebigen Zustand b ∈ I sei T(b,b) der erste Zeitpunkt, an dem die Kette (Xn, Yn)n∈N0 denPunkt (b, b) tri�t. O�ensi
htli
h ist T ≤ T(b,b). Wegen der Rekurrenz von P̂ ist T(b,b) endli
h, alsoau
h T .Nun beweisen wir, dass die oben de�nierte Folge (Zn)n∈N0 eine Markovkette mit Übergangs-matrix P ist. Dazu rei
ht es na
h Lemma 9.1.5(a) zu zeigen, dass für alle n ∈ N und alle
i0, . . . , in ∈ I gilt:

Pbν(Z[0,n] = i[0,n]) = δi(i0)

n∏

r=1

pir−1,ir . (9.6.1)Dies zeigen wir dur
h Aufspaltung na
h allen Werten, die T annehmen kann:
Pbν(Z[0,n] = i[0,n]) =

n∑

r=0

Pbν(Z[0,n] = i[0,n], T = r) + Pbν(Z[0,n] = i[0,n], T > n)

=

n∑

r=0

Pbν(X[0,r] = i[0,r], Y[r+1,n] = i[r+1,n], Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir)

+ Pbν(X[0,n] = i[0,n], Y0 6= i0, . . . , Yn 6= in).Nun nutzt man die Unabhängigkeit der Ketten (Xn)n∈N0 und (Yn)n∈N0 sowie die Markov-Eigens
haft der Kette (Yn)n∈N0 zum Zeitpunkt r bzw. n aus, um zu erhalten:
Pbν(X[0,r] = i[0,r], Y[r+1,n] = i[r+1,n], Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir)

= Pi(X[0,r] = i[0,r])Pπ(Y[r+1,n] = i[r+1,n] | Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir)

× Pπ(Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir)

= δi(i0)
( n∏

j=1

pij−1,ij

)
Pπ(Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir)und

Pbν(X[0,n] = i[0,n], Y0 6= i0, . . . , Yn 6= in) = δi(i0)
( n∏

j=1

pij−1,ij

)
Pπ(Y0 6= i0, . . . , Yn 6= in).Nun kombiniere man all diese Glei
hungen und bea
hte, dass

n∑

r=0

Pπ(Y0 6= i0, . . . , Yr−1 6= ir−1, Yr = ir) + Pπ(Y0 6= i0, . . . , Yn 6= in) = 1,



9.7. REVERSIBLE MARKOVKETTEN 163um bei (9.6.1) anzukommen. Also ist (Zn)n∈N0 eine Markovkette mit Übergangsmatrix P .Nun ist der Beweis von Satz 9.6.1 lei
ht zu beenden. Wir s
hreiben p(n)

i,j mit Hilfe von (Zn)n∈N0als
p(n)

i,j = Pbν(Zn = j) = Pbν(Zn = j, T ≤ n) + Pbν(Zn = j, T > n)und analog π(j) als
π(j) = Pπ(Yn = j) = Pbν(Zn = j, T ≤ n) + Pbν(Yn = j, T > n).Somit folgt ∣∣p(n)

i,j − π(j)
∣∣ ≤ 2Pbν(T > n),und dies konvergiert für n→ ∞ gegen Null, da ja Pbν(T <∞) = 1.9.7 Reversible MarkovkettenEinen wi
htigen Spezialfall von Glei
hgewi
htsverteilungen stellen Verteilungen dar, die die so-genannte detailed balan
e 
ondition erfüllen:De�nition 9.7.1 (reversibel). Ein Maÿ ν auf I heiÿt reversibel bezügli
h der sto
hastis
henMatrix P , falls für alle i, j ∈ I gilt: ν(i)pi,j = ν(j)pj,i. In diesem Fall nennen wir au
h Preversibel.Bemerkung 9.7.2. (a) Es ist o�ensi
htli
h, dass jedes reversible Maÿ invariant ist. Im positivrekurrenten Fall ist also die Glei
hgewi
htsverteilung der einzige Kandidat für eine reversi-ble Verteilung. Allerdings sind bei weitem ni
ht alle Glei
hgewi
htsverteilungen reversibel.Die Reversibilität ist eine sehr spezielle Eigens
haft.(b) Der Begri� der Reversibilität kommt von der folgenden Eigens
haft her: Wenn π einereversible Verteilung ist, so ist die Verteilung der Markovkette unter Pπ invariant unterZeitumkehr, d. h. für alle n ∈ N und alle i0, i1, . . . , in ∈ I gilt

Pπ(X0 = i0, . . . ,Xn = in) = Pπ(X0 = in, . . . ,Xn = i0).Diese Eigens
haft re
hnet man lei
ht als Übungsaufgabe na
h.
3Es folgen zwei Beispiele, in denen die reversible Glei
hgewi
htsverteilung existiert und ex-plizit angegeben werden kann.Beispiel 9.7.3. Sei G eine endli
he Gruppe und µ eine Verteilung auf G mit µ(g) = µ(g−1) fürjedes g ∈ G. Dann ist die Glei
hverteilung auf G reversibel für die µ-Irrfahrt auf G (siehe Bei-spiele 9.2.2 und 9.5.8). Dies sieht man lei
ht, indem man na
hre
hnet, dass die Übergangsmatrix

P symmetris
h ist. 3Beispiel 9.7.4 (Ehrenfests Urnenmodell). Wir betra
hten das Ehrenfest-Modell von Beispiel 9.2.7.Als Übungsaufgabe re
hnet man na
h, dass die Binomialverteilung π(k) =
(N

k

)
2−N reversibelist.



164 KAPITEL 9. MARKOVKETTENEine andere Betra
htungsweise ma
ht es mögli
h, die reversible Verteilung dur
h Deduktionzu �nden. Wir erweitern das Modell, indem wir den Aufenthaltsort jeder einzelnen Kugel regi-strieren: `0' für die linke Urne, `1' für die re
hte. Dann ist der Vektor der N Aufenthaltsorte der
N Kugeln ein Element des neuen Zustandsraumes {0, 1}N . Wir können diesen Zustandsraumals eine Gruppe au�assen, wobei die Verknüpfung die Addition modulo 2 ist. Die Markovketteder N Labels gehor
ht der Regel, dass zu den Zeitpunkten 1, 2, . . . ein zufällig gewähltes der NIndizes ge�ippt wird. Dies ist eine µ-Irrfahrt im Sinne von Beispiel 9.2.2 mit µ(x) = 1

N , falls
x = (x1, . . . , xN ) genau eine von Null vers
hiedene Komponente hat. Na
h Beispiel 9.7.3 ist dieGlei
hverteilung reversibel für diese Irrfahrt. Projiziert man diese Verteilung wieder zurü
k aufdie Anzahl der Kugeln in der linken Urne, erhält man gerade die Binomialverteilung.Da die Kehrwerte der Verteilung π(k) gerade die erwarteten Rü
kkehrzeiten zu k sind, erhältman die interessante Folgerung, dass das System im Mittel viel später in seinen Anfangszustandzurü
kkehrt, wenn es in einem extremen Zustand startet (d. h. alle Kugeln in einer Urne), alswenn es mit etwa ausgegli
henen Kugelbeständen beginnt. 3Beispiel 9.7.5 (MCMC). In vielen Anwendungen des Konvergenzsatzes 9.6.1 dreht man denSpieÿ folgendermaÿen um: Auf einer endli
hen Menge I hat man eine gewisse Verteilung πgegeben und mö
hte eine Sti
hprobe mit dieser Verteilung ziehen, d. h. man mö
hte eine Zufalls-variable mit der Verteilung π generieren. Diese Aufgabe ist zwar endli
h, aber in den meistenFällen hö
hst ni
httrivial, weil I oft gigantis
h groÿ ist. Ein beliebter Ansatz ist die sogenannteMarkov Chain Monte Carlo Methode: Man wählt eine Markovkette, deren invariante Verteilung
π ist, und man lässt diese Kette mit einem beliebigen Startwert `genügend lange' laufen, bis manauf Grund von Satz 9.6.1 meint, dass die Kette `nahe genug' an π heran gekommen ist. Dabeiwählt man meist eine Übergangsmatrix mit vielen Nullen, so dass π sogar reversibel ist, etwa dieMatrix P = (pi,j)i,j∈I mit

pi,j =

{
qi,j min

{
1,

π(j)qj,i

π(i)qi,j

}
, falls i 6= j,

1 − ∑
k∈I\{i} pi,k, falls i = j,wobei Q = (qi,j)i,j∈I eine sto
hastis
he `Referenzmatrix' auf I ist (mit vielen Nullen). Dieser An-satz wird der Metropolis-Algorithmus genannt. Man bea
hte, dass nur die Quotienten π(j)/π(i)bekannt sein müssen, die bei geeigneter Wahl von Q meist ni
ht extrem klein oder extrem groÿsind und deren Bere
hnung dann au
h ni
ht aufwendig ist.Der Vorteil einer sol
hen MCMC-Methode ist, dass sie einfa
h zu de�nieren und zu imple-mentieren ist. Der Na
hteil ist, dass man oft keine guten Kriterien hat, wann man die Iterationenabbre
hen sollte. In jedem Fall werden Abs
hätzungen für die Konvergenzges
hwindigkeit benö-tigt, und es ist oft ni
ht lei
ht, e�ektive Abs
hätzungen zu erhalten.Viele Beispiele für zu simulierende Verteilungen kommen aus der statistis
hen Physik, wo aufGitterkon�gurationsräumen der Form I = {0, 1}Λn , wobei Λn = Zd ∩ [−n, n]d eine groÿe Box ist,gewisse Verteilungen der Form π(i) = 1

Zn,β
e−βHn(i) gegeben sind, wobei Zn,β die Normierung ist,

β > 0 ein Stärkenparameter und Hn : I → R eine Hamiltons
he Abbildung. Dies ist ein Maÿ, dasKon�gurationen i mit kleinem Wert von Hn(i) bevorzugt, und dieser E�ekt ist desto stärker, jegröÿer β ist. Ein Beispiel ist die Anzahl der 0-1-Übergänge Hn(i) =
∑

x,y∈Λn : |x−y|=1 |ix−iy|, dasein Stü
k Eisen modelliert (Ladung in Na
hbarpunkten soll mögli
hst oft glei
h geri
htet sein),oder die Anzahl der Na
hbarpaare, in denen ein Molekül sitzt, Hn = #{(x, y) ∈ Λ2
n : |x − y| =

1, ix = iy = 1}. 3



Kapitel 10Sto
hastis
he ProzesseIn diesem Abs
hnitt wenden wir uns Folgen von Zufallsgröÿen und ihrer Verteilung zu. In Ab-s
hnitt 10.1 diskutieren wir die Frage, ob die ganze Folge als eine einzige Zufallsgröÿe aufgefasstwerden kann, und wodur
h die Verteilung dieser Zufallsgröÿe festgelegt werden kann. Insbesonde-re werden wir Folgen von unabhängigen und identis
h verteilten Zufallsgröÿen konstruieren undunendli
h lange Markovketten. Das Hauptmittel dabei wird der Satz von Iones
u Tul
ea sein;siehe Satz 10.1.14. In Abs
hnitt 10.2 stellen wir einen weiteren wi
htigen Typ sto
hastis
herProzesse vor: jene, deren Verteilung si
h ni
ht bei zeitli
her Vers
hiebung ändert. Das Haupt-ergebnis dieses Abs
hnittes ist der Birkho�'s
he Ergodensatz, eine kraftvolle Verallgemeinerungdes Starken Gesetzes der Groÿen Zahlen.10.1 Konstruktion sto
hastis
her ProzesseIm gesamten Abs
hnitt seien (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und (E, E) ein messbarerRaum.De�nition 10.1.1 (sto
hastis
her Prozess). Jede Folge X = (Xn)n∈N0 von (E, E)-wertigenZufallsgröÿen Xn : Ω → E heiÿt ein E-wertiger sto
hastis
her Prozess. Im Fall (E, E) = (R,B)spri
ht man einfa
h von einem sto
hastis
hen Prozess.Wir können also einen sto
hastis
hen Prozess X = (Xn)n∈N0 als eine EN0-wertige Abbildungau�assen, deren Projektionen Xn = πn◦X Zufallsgröÿen sind. Die sogenannten eindimensionalenProjektionen πn : EN0 → E (siehe Bemerkung 6.9.2) sind gegeben dur
h
πn

(
(xk)k∈N0

)
= xn.Ma
hen wir uns kurz klar, dass dann X eine (EN0 , E⊗N0)-wertige Zufallsgröÿe ist. Dazu erinnernwir zunä
hst daran, dass wir in Abs
hnitt 6.9 auf dem Folgenraum EN0 die Produkt-σ-Algebra

E⊗N0 eingeführt haben. Na
h De�nition 6.9.1 ist E⊗N0 die kleinste σ-Algebra auf EN0 , so dassalle eindimensionalen Projektionen πn messbar sind.Lemma 10.1.2. Es seien X1,X2,X3, . . . : Ω → E Abbildungen. Dann ist X = (Xn)n∈N0 genaudann ein sto
hastis
her Prozess, wenn X eine (EN0 , E⊗N0)-wertige Zufallsgröÿe ist.165



166 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSEBeweis. Falls X : Ω → EN0 messbar ist, so ist es au
h jedes Xn = πn ◦ X, denn πn ist messbar.Wenn umgekehrt jedes Xn : Ω → E messbar ist, so ist wegen X−1(π−1
n (A)) = X−1

n (A) ∈ Ffür jedes A ∈ E und alle n ∈ N0 das Urbild-Mengensystem X−1(
⋃

n∈N0
π−1

n (E)) in F enthalten.Da das Mengensystem ⋃
n∈N0

π−1
n (E) per de�nitionem die σ-Algebra E⊗N0 erzeugt, folgt dieMessbarkeit von X aus Lemma 6.4.3.Die Verteilung von X ist also einfa
h seine Verteilung als eine (EN0 , E⊗N0)-wertige Zufallsgrö-ÿe, also das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P◦X−1 auf (EN0 , E⊗N0). Die uns im Folgenden interessieren-den Fragen werden nur von dieser Verteilung abhängen, also ist es keine Eins
hränkung, wennwir annehmen, dass der zu Grunde liegende Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,F ,P) von der Form

(EN0 , E⊗N0 ,P) ist und dass die Komponenten Xn des Prozesses die Koordinatenprojektionen πnsind: Falls nämli
h X ein sto
hastis
her Prozess auf einem abstrakten Wahrs
heinli
hkeitsraum
(Ω,F ,P) ist, so bilden die Projektionen πn : EN0 → E einen auf (EN0 , E⊗N0 ,P ◦X−1) de�niertenProzess, der die selbe Verteilung wie X besitzt.Die Bes
hreibung der Verteilung eines sto
hastis
hen Prozesses ist ni
ht ganz einfa
h undwird meist über die Verteilungen der endli
hdimensionalen Projektionen ̺n : EN0 → En+1 ge-ma
ht, die de�niert sind dur
h

̺n

(
(xk)k∈N0

)
= (x0, . . . , xn).Mit Hilfe von Bemerkung 6.9.3 sieht man lei
ht, dass E⊗N0 au
h die kleinste σ-Algebra auf EN0ist, so dass alle endli
hdimensionalen Projektionen ̺n messbar sind.De�nition 10.1.3 (endli
hdimensionale Verteilungen). Mit den endli
hdimensionalen Vertei-lungen eines Wahrs
heinli
hkeitsmaÿes Q auf (EN0 , E⊗N0) bezei
hnen wir die Bildmaÿe Q◦̺−1

nauf (En+1, E⊗(n+1)).Es ist meist lei
ht, für jedes n ∈ N0 die Verteilung eines Zufallsvektors (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) auf

En+1 anzugeben. Dann erhebt si
h die natürli
he Frage, ob wir diese Zufallsgröÿen als den Beginngenau eines sto
hastis
hen Prozesses (X0,X1,X2, . . . ) au�assen können, d. h. ob es einen Prozess
X so gibt, dass die Verteilungen der Vektoren (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) und (X0, . . . ,Xn) für jedes n ∈ N0überein stimmen. Mit anderen Worten, wir stellen die beiden Fragen:1. Legen die endli
hdimensionalen Verteilungen einer Verteilung auf (EN0 , E⊗N0) diese Ver-teilung eindeutig fest?2. Gibt es zu einer vorgegebenen Folge von Verteilungen Qn auf (En+1, E⊗(n+1)) eine Vertei-lung Q auf (EN0 , E⊗N0) mit Q ◦ ̺−1

n = Qn für alle n ∈ N0?Die Anwort auf die erste Frage ist lei
ht zu geben und lautet immer Ja:Lemma 10.1.4. Die Folge der endli
hdimensionalen Verteilungen Q ◦̺−1
n bestimmt das Maÿ Qauf (EN0 , E⊗N0) eindeutig.Beweis. Dur
h die Verteilungen Q ◦ ̺−1

n wird Q auf dem dur
hs
hnittstabilen Erzeugenden-system ⋃
n∈N0

̺−1
n (E⊗(n+1)) von E⊗N0 (siehe Bemerkung 6.9.3) eindeutig festgelegt. Na
h demEindeutigkeitssatz 6.2.8 ist Q au
h auf E⊗N0 eindeutig festgelegt.



10.1. KONSTRUKTION STOCHASTISCHER PROZESSE 167Beispiel 10.1.5. Die eindimensionalen Verteilungen legen Q im Allgemeinen ni
ht eindeutigfest: Man betra
hte eine Folge (Xn)n∈N0 unabhängiger identis
h verteilter Zufallsgröÿen und dieFolge (X ′
n)n∈N0 , die dur
h X ′

n = X0 für alle n ∈ N0 de�niert wird. 3Die Antwort auf die zweite Frage ist viel s
hwieriger und lautet Ja unter einigen eins
hrän-kenden Bedingungen. Zunä
hst sieht man relativ lei
ht ein, dass eine gewisse Verträgli
hkeitsbe-dingung erfüllt sein muss, damit überhaupt eine Chan
e besteht, ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ Qzu �nden mit Q ◦ ̺−1
n = Qn für alle n. Bezei
hnet nämli
h
ϕn : En+1 → En, ϕn(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xn−1),die Projektion auf die ersten n Koordinaten, so gilt ̺n−1 = ϕn ◦ ̺n, also au
h ̺−1

n−1 = ̺−1
n ◦ϕ−1

n .Wenn also Q ◦ ̺−1
n = Qn für alle n, so gilt

Qn−1 = Q ◦ ̺−1
n−1 = Q ◦ ̺−1

n ◦ ϕ−1
n = Qn ◦ ϕ−1

n . (10.1.1)De�nition 10.1.6 (verträgli
h, konsistent). Eine Folge von Maÿen Qn auf (En+1, E⊗(n+1))heiÿt verträgli
h oder konsistent, falls für jedes n ∈ N gilt: Qn−1 = Qn ◦ ϕ−1
n .Eine Folge (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n )n∈N0 von Zufallsvektoren heiÿt konsistent, wenn die Folge derVerteilungen von (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) konsistent ist, d. h. wenn gilt:

(X(n)

0 , . . . ,X(n)

n−1)
D
= (X(n−1)

0 , . . . ,X(n−1)

n−1 ), n ∈ N,wobei wir an die S
hreibweise D
= erinnern, die Glei
hheit in Verteilung bezei
hnet. Die Konsistenzder Folge ist intuitiv glei
hbedeutend damit, dass die Kette si
h sukzessive zeitli
h forts
hreitendentwi
kelt, ohne in die Zukunft zu sehen. Man spri
ht au
h man
hmal � etwas s
hlampig � vonder Konsistenz der Folge (Xn)n, muss aber immer im Gedä
htnis behalten, dass die Konsistenzder Folge der endli
h dimensionalen Verteilungen gemeint ist.Beispiel 10.1.7. (i) Folgen von unabhängigen Zufallsgröÿen und Markovketten im Sinne derDe�nition 9.1.3 sind konsistent, siehe au
h Bemerkung 9.1.7. Genauer ausgedrü
kt, gilt Fol-gendes: Wenn die Verteilung des Zufallsvektors (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) auf einer diskreten Menge

In+1 gegeben ist dur
h
P
(
(X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) = (i0, . . . , in)

)
= ν(i0)pi0,i1 · · · · · pin−1,in , i0, . . . , in ∈ I,wobei ν eine Verteilung auf I ist und P = (pi,j)i,j∈I eine sto
hastis
he Matrix, so re
hnetman lei
ht na
h, dass (X(n)

0 , . . . ,X(n)

n−1) und (X(n−1)

0 , . . . ,X(n−1)

n−1 ) die selbe Verteilung be-sitzen. Das gilt au
h no
h für zeitli
h inhomogene Markovketten, wo die Übergangsmatrixvom Zeitpunkt abhängen darf.(ii) Ein weiteres Beispiel für eine konsistente Folge ist ein Prozess (Xn)n∈N0 , der dem Baugesetz
Xn+1 = fn(X0, . . . ,Xn) für eine Folge von geeigneten zufälligen Abbildungen fn : En+1 →
E gehor
ht, wobei der eingespeiste Zufall unabhängig ist von (Xn)n.



168 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSE(iii) Keine Konsistenz liegt vor, wenn (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) für jedes n ∈ N0 glei
hförmig verteilt istauf der Menge aller n-s
hrittigen Nä
hstna
hbars
haftspfade im Zd (mit d ≥ 2), die imUrsprung starten und keinen Punkt zweimal besu
hen (Übungsaufgabe). Dies ist ein Mo-dell für eine Polymerkette und wird der self-avoiding walk oder selbstvermeidende Irrfahrtgenannt.(iv) Pfadmaÿe Pn von der Form

dPn

dP
(x0, . . . , xn) =

1

Zn,β
e−βHn(x0,...,xn),wobei Hn : (Rd)n+1 → R eine Energiefunktion, β > 0 ein Stärkenparameter und Zn,β dieNormierungskonstante sind und P die Verteilung einer Irrfahrt im Rd, sind im Allgemeinenni
ht konsistent. Dies kann man als eine Übungsaufgabe am Beispiel des self-repellent walkna
hre
hnen, wo P die Verteilung der einfa
hen Irrfahrt auf dem Zd ist (siehe Beispiel 9.2.4)und Hn(x0, . . . , xn) =

∑
0≤i<j≤n 1l{xi=xj} die Anzahl der Selbstübers
hneidungen des Pfa-des ist.(v) Eine Ausnahme von der Faustregel in (iv) liegt vor, wenn die Di
hte, mit der Pn aus Pkonstruiert wird, die folgende besondere Eigens
haft besitzt. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zu-fallsgröÿen, und sei (Mn)n∈N0 ein ni
htnegatives Martingal, d. h., für jedes n ∈ N seiMn ≥ 0integrierbar und messbar bezügli
h σ(X1, . . . ,Xn) mit E[Mn | X1, . . . ,Xn−1] = Mn−1, so-wie M0 = 1. Dann ist die dur
h dPn = Mn dP gebildete Folge von Wahrs
heinli
hkeitsma-ÿen Pn konsistent (Übungsaufgabe).Bei der Frage na
h der Existenz eines Maÿes Q mit Q ◦ ̺−1

n = Qn für alle n müssen wir alsomindestens die Verträgli
hkeit der Folge (Qn)n∈N0 voraussetzen. Allerdings lautet au
h in diesemFall die Antwort ni
ht immer `Ja'. Wir werden aber im Satz 10.1.14 ein hinrei
hendes Kriteriumangeben, das die Existenz von Q in praktis
h allen für die Wahrs
heinli
hkeitstheorie interes-santen Fälle si
hert. In diesem Satz wird vorausgesetzt, dass die Maÿe Qn auf eine bestimmteWeise mit Hilfe von Markovkernen gegeben sind, die wir ja in De�nition 7.3.21 eingeführt haben.Ma
hen wir uns zunä
hst klar, wie diese Konstruktion funktioniert und dass diese Voraussetzungzumindest für polnis
he Räume E keine Eins
hränkung darstellt.Lemma 10.1.8. (i) Falls für jedes n ∈ N0 ein Markovkern Kn von (En+1, E⊗(n+1)) na
h
(E, E) existiert, so dass gilt:

Qn+1

(
d(x0, . . . , xn+1)

)
= Qn

(
d(x0, . . . , xn)

)
Kn

(
(x0, . . . , xn),dxn+1

)
, (10.1.2)so ist die Familie (Qn)n∈N0 konsistent.(ii) Falls (E, E) ein polnis
her Raum mit seiner Borel-σ-Algebra ist und (Qn)n∈N0 eine konsi-stente Familie von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen Qn auf (En+1, E⊗(n+1)), so gibt es zu jedem

n ∈ N0 ein Markovkern Kn von (En+1, E⊗(n+1)) na
h (E, E), so dass (10.1.2) gilt.Wir verzi
hten auf einen strengen Beweis von Lemma 10.1.8 und begnügen uns mit ein paarErläuterungen. Die Verteilung Qn+1 von (X0, . . . ,Xn+1) wird also in (10.1.2) rekursiv konstru-iert, indem man mit Qn den Vektor (X0, . . . ,Xn) `auswürfelt' und dann mit dem Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿ Kn((x0, . . . , xn), ·) die Zufallsgröÿe Xn+1, und die Verteilung des resultierenden



10.1. KONSTRUKTION STOCHASTISCHER PROZESSE 169Vektors (X0, . . . ,Xn+1) ist Qn+1. Man sollte Kn((x0, . . . , xn), A) als die bedingte Wahrs
hein-li
hkeit interpretieren, dass Xn+1 in A liegt, gegeben {X0 = x0, . . . ,Xn = xn}. Mit anderenWorten, der Kern Kn ist eine Version der bedingten Verteilung von Xn+1 gegeben (X0, . . . ,Xn);siehe Abs
hnitt 7.3. Die Konsistenz der Qn ist lei
ht aus (10.1.2) herzuleiten, sie folgt au
h aus(10.1.3) weiter unten. In dem Spezialfall, dass Kn((x0, . . . , xn),dxn+1) = K(xn,dxn+1) gar ni
htvon x0, . . . , xn−1 oder n abhängt, haben wir also eine homogene Markovkette vor uns, und wenn
K(xn,dxn+1) = µ(dxn+1) ni
ht einmal von xn abhängt, so sind die Xn unabhängig.Unter der Verträgli
hkeitsbedingung Qn = Qn+1 ◦ ϕ−1

n+1 ist die Verteilung von X(n+1)

n+1 tat-sä
hli
h die bedingte Verteilung (unter Qn+1) gegeben (X(n+1)

0 , . . . ,X(n+1)
n ), was ja die selbeVerteilung wie (X(n)

0 , . . . ,X(n)
n ) besitzt. Aus dem Satz 7.3.25 über die Existenz einer regulärenVersion einer bedingten Verteilung (man bea
hte, dass au
h (En+1, E⊗(n+1)) polnis
h ist) folgtdann, dass eine reguläre Version Kn wie oben existiert, dass also Qn+1 wie in (10.1.2) mit Hilfevon Qn und Kn gegeben ist. Es wird also ausrei
hend vorauszusetzen, dass die Qn auf dieseWeise gegeben sind, und dies werden wir in unserer Version des Satzes von Iones
u Tul
ea tun.Im Folgenden stellen wir die nötigen theoretis
hen Hilfsmittel bereit. Zunä
hst verallgemei-nern wir den Begri� des Produktmaÿes:De�nition 10.1.9. Es seien (E1, E1) und (E2, E2) zwei messbare Räume und K ein Kern von

E1 na
h E2. Ferner sei µ ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf (E1, E1). Dann ist das Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿ µ⊗K auf (E1 × E2, E1 ⊗ E2) de�niert dur
h
(µ⊗K)(A) =

∫

E1

K(ω1, A
(1)
ω1

)µ(dω1), A ∈ E1 ⊗ E2,wobei A(1)
ω1 = {ω2 ∈ E2 : (ω1, ω2) ∈ A} der ω1-S
hnitt von A ist.Bemerkung 10.1.10. Man muss si
h Einiges überlegen, um einzusehen, dass De�nition 10.1.9sinnvoll ist:

• Na
h Satz 6.10.1 ist A(1)
ω1 ∈ E2, also K(ω1, A

(1)
ω1) wohlde�niert.

• Dass ω1 7→ K(ω1, A
(1)
ω1) messbar ist, sieht man ein, indem man na
hprüft, dass
D = {A ∈ E1 ⊗ E2 : ω1 7→ K(ω1, A

(1)
ω1

) ist messbar}ein Dynkin-System ist (einfa
he Übungsaufgabe) und die Mengen der Form A1 × A2 mit
Ai ∈ Ei für i ∈ {1, 2} enthält (dies folgt aus K(ω1, (A1 × A2)

(1)
ω1) = 1lA1(ω1)K(ω1, A2)).Dann folgt aus Satz 6.2.3, dass D = E1 ⊗ E2, d. h. µ ⊗ K(A) ist wohlde�niert für jedes

A ∈ E1 ⊗ E2.
• Mit Hilfe des Satzes 6.8.6 von Lebesgue zeigt man, dass µ ⊗ K au
h σ-additiv, also einWahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist.

3Also können wir die Glei
hung (10.1.2) au
h kurz mit Qn+1 = Qn ⊗Kn ausdrü
ken.Beispiel 10.1.11. (a) Für den Kern K aus Beispiel 7.3.22(a) (also K(x,A) = ν(A) für einMaÿ ν) ist µ⊗K glei
h dem Produktmaÿ µ⊗ ν.
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) Für den Kern K aus Beispiel 7.3.22(
) (also K(i, A) =
∑

j∈A pi,j mit einer sto
hastis
henMatrix P = (pi,j)i,j∈i) ist µ⊗K glei
h der Verteilung des Paars (X0,X1), wenn (Xn)n∈N0die Markovkette mit Übergangsmatrix P und Startverteilung µ auf I ist.
3Bemerkung 10.1.12 (Randverteilungen). Wir betra
hten kurz die Randverteilungen des Maÿes

µ⊗K auf E1 bzw. E2. Zunä
hst zur Begri�sbildung: Wenn πi : E1×E2 → Ei die i-te Projektionbezei
hnet, so ist m ◦ π−1
i die i-te Randverteilung eines Maÿes m auf E1 × E2. Für i = 1 ist

(µ⊗K) ◦ π−1
1 = µ, (10.1.3)wie man si
h lei
ht klar ma
ht, und die zweite Randverteilung wird mit µK bezei
hnet, also

µK(A) = (µ⊗K)(E1 ×A) =

∫
µ(dx)K(x,A), A ∈ E2. (10.1.4)

3Wir benötigen no
h Verallgemeinerungen der Sätze 6.10.4 von Tonelli und 6.10.5 von Fubini:Satz 10.1.13. Es seien (E1, E1) und (E2, E2) zwei messbare Räume, µ ein Wahrs
heinli
hkeits-maÿ auf (E1, E1), K ein Markovkern von E1 na
h E2 und f : E1 × E2 → R eine messbareAbbildung.(a) Falls f ni
htnegativ ist, so gilt
∫
f d

(
µ⊗K

)
=

∫ (∫
f(x, y)K(x,dy)

)
µ(dx). (10.1.5)(b) Falls f ∈ L1(µ⊗K), so ist für µ-fast alle x ∈ E1 die Abbildung f(x, ·) integrierbar bezügli
h

K(x, ·). Ferner ist ∫
f(·, y)K(·,dy) bezügli
h µ integrierbar, und es gilt (10.1.5).Beweis. Der Beweis folgt dem übli
hen S
hema mit Hilfe von Satz 6.4.11.Wir formulieren nun endli
h das Hauptergebnis dieses Abs
hnittes.Satz 10.1.14 (Satz von Iones
u Tul
ea). Es sei (E, E) ein messbarer Raum und µ ein Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ auf (E, E). Für jedes n ∈ N0 sei Kn ein Markovkern von (En+1, E⊗(n+1))na
h (E, E). Wir betra
hten die induktiv dur
h

Q0 = µ und Qn = Qn−1 ⊗Kn−1, n ∈ N,de�nierten Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe Qn auf (En+1, E⊗(n+1)). Dann existiert genau ein Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ Q auf (EN0 , E⊗N0) mit Q ◦ ̺−1
n = Qn für jedes n ∈ N0.Man bea
hte, dass (Qn)n∈N0 verträgli
h ist na
h (10.1.3), angewendet auf E1 = En und

µ = Qn−1, denn dann ist π1 = ϕn.Im Beweis des Satzes 10.1.14 benötigen wir Verallgemeinerungen der Kerne Kn, und zwarKerne Kn,m von En+1 na
h Em für beliebiges m ∈ N, die diem-stu�gen Übergänge des Prozessesbes
hreiben. (Die Interpretation dieser Kerne ist, dass Kn,m((x0, . . . , xn), A) glei
h der bedingten
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heinli
hkeit von {(Xn+1, . . . ,Xn+m) ∈ A} gegeben {(X0, . . . ,Xn) = (x0, . . . , xn)} ist,wenn (Xk)k∈N0 der Prozess unter Q ist.) Wir de�nieren induktiv Kn,1 = Kn und
Kn,m+1(x,A) =

∫

Em

Kn,m(x,dy)

∫

E
Kn+m((x, y),dz)1lA(y, z), x ∈ En+1, A ∈ E⊗(m+1).Dann haben wir nämli
h:Lemma 10.1.15. Für alle n ∈ N0 und m ∈ N gilt Qn+m = Qn ⊗Kn,m.Beweis.Wir führen eine Induktion na
hm. Der Fallm = 1 ist klar na
h De�nition. Es seim ≥ 2.Für A ∈ E⊗(n+1), B ∈ E⊗(m−1) und C ∈ E benutzen wir na
h einander die De�nition von Qn+m,die Induktionsvoraussetzung, die De�nition von Kn,m−1 und die De�nition von Qn ⊗Kn,m, umzu erhalten:

Qn+m(A×B × C) =

∫

A×B
Qn+m−1(d(x, y))Kn+m−1((x, y), C)

=

∫

A
Qn(dx)

∫

B
Kn,m−1(x,dy)Kn+m−1((x, y), C)

=

∫

A
Qn(dx)Kn,m(x,B × C)

=
(
Qn ⊗Kn,m

)
(A×B × C).Da die Mengen der Form A × B × C mit A ∈ E⊗(n+1), B ∈ E⊗(m−1) und C ∈ E ein dur
h-s
hnittstabiles Erzeugendensystem von E⊗(n+m+1) bilden, folgt die Aussage aus dem Eindeutig-keitssatz 6.2.8.Beweis des Satzes 10.1.14. Wir werden den Satz 6.2.7 von Carathéodory anwenden, müssenaber zuvor die Maÿe Qn (die ja jeweils auf vers
hiedenen Räumen de�niert sind) auf den Raum

Ω = EN0 `liften'. Wir betten also die De�nitionsberei
he (En+1, E⊗(n+1)) von Qn in Ω ein, indemwir En+1 dur
h En+1 × EN0 ersetzen und E⊗(n+1) dur
h die Urbild-σ-Algebra
Fn = ̺−1

n (E⊗(n+1))auf Ω. Man bea
hte, dass (Fn)n∈N0 eine aufsteigende Folge von σ-Algebren ist, deren Vereinigung
A =

⋃

n∈N0

Fneine Algebra ist, die die Produkt-σ-Algebra E⊗N0 erzeugt. Es ist klar, dass ̺−1
n : E⊗(n+1) → Fnbijektiv ist, und daher das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

Qn = Qn ◦ ̺n,auf (Ω,Fn) eineindeutig dem Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ Qn auf (En+1, E⊗(n+1)) zugeordnet ist. DieVerträgli
hkeit der Folge (Qn)n∈N0 ist glei
hbedeutend damit, dass für alle n ≤ m die Maÿe Qmund Qn auf Fm übereinstimmen. Daher bestimmen die Qn eindeutig eine Abbildung Q : A →
[0, 1]. Es ist klar, dass Q ein Inhalt auf der Algebra A mit Q(Ω) = 1 ist.Na
h dem Satz 6.2.7 von Carathéodory ist also nur no
h zu zeigen, dass Q σ-additiv ist,denn dann lässt si
h Q eindeutig zu einem Maÿ Q auf σ(A) = E⊗N0 erweitern, und dann gilt
Q ◦ ̺−1

n = Qn für jedes n ∈ N0, und das beendet den Beweis.
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h Lemma 6.2.6 rei
ht es zu zeigen, dass Q stetig in ∅ ist. Es sei also (Bn)n∈N0 eine fallendeFolge von Elementen aus A mit limn→∞Q(Bn) > 0, dann müssen wir zeigen, dass der S
hnitt⋂
n∈N0

Bn ni
ht leer ist. Als Übungsaufgabe überlege man si
h, dass man voraussetzen kann, dass
Bn ∈ Fn für jedes n ∈ N0 gilt, und dies wollen wir nun voraussetzen.Für n ∈ N0 sei An ∈ E⊗(n+1) die eindeutig bestimmte Menge mit Bn = ̺−1

n (An). Dann gilt
Bn = ̺−1

n+1(An × E) und daher An+1 ⊂ An × E. Wir konstruieren nun eine Folge x = (xn)n∈N0mit (x0, . . . , xn) ∈ An für jedes n ∈ N0. Wenn wir dies getan haben, sind wir fertig, denn es giltdann x ∈ Bn für jedes n ∈ N0, also ist der S
hnitt ⋂
n∈N0

Bn ni
ht leer.Für m ∈ N de�nieren wir Funktionen fn,m : En+1 → [0, 1] dur
h fn,m(y) = Kn,m(y,Am−1),wobei wir fn,1 als 1lAn interpretieren. Man bea
hte, dass (fn,m)m∈N für jedes n ∈ N eine fallendeFolge ist, denn für jedes y ∈ En+1 gilt wegen Am ⊂ Am−1 × E:
fn,m+1(y) = Kn,m+1(y,Am) ≤ Kn,m+1(y,Am−1 × E)

=

∫

Em

Kn,m(y,dx)

∫

E
Kn+m((y, x),dz)1lAm−1×E(x, z)

=

∫

Em

Kn,m(y,dx) 1lAm−1(x)Kn+m((y, x), E)

= Kn,m(y,Am−1) = fn,m(y).Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge x = (xn)n∈N0 mit
lim

m→∞
fn,m((x0, . . . , xn)) > 0 (10.1.6)für jedes n ∈ N0. Wegen der Monotonie inm gilt dann 1lAn((x0, . . . , xn)) = fn,0((x0, . . . , xn)) > 0,also (x0, . . . , xn) ∈ An, was den Beweis beendet.Wir beginnen mit n = 0. Es gilt

∫
f0,m(y)µ(dy) =

∫
K0,m(y,Am)Q0(dy) = Qm(Am) = Qm(Bm) = Q(Bm).Wegen limm→∞Q(Bm) > 0 ist also (f0,m)m∈N0 eine monoton fallende Folge, deren punktweiserGrenzwert ni
ht identis
h Null ist. Also existiert ein x0 ∈ E, so dass (10.1.6) gilt für n = 0.Seien nun x0, . . . , xn konstruiert, so dass (10.1.6) gilt. Dann gilt für m ∈ N:

∫

E
fn+1,m((x0, . . . , xn, y))Kn((x0, . . . , xn),dy)

=

∫

E
Kn+1,m((x0, . . . , xn, y), Am)Kn((x0, . . . , xn),dy)

= Kn,m((x0, . . . , xn), Am)

= fn,m((x0, . . . , xn)).Somit ist die Folge der Abbildungen E ∋ y 7→ fn+1,m((x0, . . . , xn, y)) eine in m fallende Folge,deren Grenzwert ni
ht identis
h Null ist. Wegen (10.1.6) für n gibt es also ein xn+1 ∈ E, so dass(10.1.6) au
h für n+ 1 gilt.Beispiel 10.1.16. (a) Der Satz 10.1.14 von Iones
u Tul
ea garantiert die Existenz von Folgen
(Xn)n∈N0 unabhängiger Zufallsgröÿen mit beliebig vorgegebenen Verteilungen der einzelnen
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Xn. Wenn nämli
h µn für jedes n ∈ N0 ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf einem messbarenRaum (E, E) ist, so ist das Maÿ Qn = µ0 ⊗ · · · ⊗ µn von der Form Qn = Qn−1 ⊗Kn−1 mit
Kn(x,A) = µn+1(A) (siehe Beispiel 7.3.22(a)). Also gibt es ein Maÿ Q auf (EN0 , E⊗N0), sodass die n-te Projektion Xn : EN0 → E die Verteilung µn hat.(b) Au
h die Existenz von Markovketten im Sinne von Kapitel 9 wird dur
h den Satz vonIones
u Tul
ea abgede
kt. (Dadur
h wird endli
h die in Bemerkung 9.1.7 aufgeworfe-ne Frage positiv beantwortet.) Es sei P eine sto
hastis
he Matrix auf einer abzählba-ren Menge I, und es sei µ ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf (I,P(I)). Wir betra
hten diedur
h Kn((i0, . . . , in), in+1) = pin,in+1 de�nierten Kerne Kn. Dur
h Q0 = µ und Qn =
Qn−1⊗Kn−1 wird eine Folge (Qn)n∈N0 von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen festgelegt. Man siehtlei
ht, dass Qn die Verteilung einer endli
hen Markovkette (X0, . . . ,Xn) mit Startvertei-lung µ und Übergangsmatrix P ist. Na
h dem Satz von Iones
u Tul
ea existiert genau einWahrs
heinli
hkeitsmaÿ Q auf (IN0 ,P(I)⊗N0), dessen endli
hdimensionale Verteilungen die
Qn sind. Q ist die Verteilung einer unendli
h langen Markovkette (Xn)n∈N0 mit Startver-teilung µ und Übergangsmatrix P . Natürli
h gilt dies au
h für zeitli
h inhomogene Kettenund für andere Verallgemeinerungen.(
) Es seien I und J abzählbare Mengen, und es sei (Yn)n∈N0 eine Folge von unabhängigen iden-tis
h verteilten J-wertigen Zufallsgröÿen. Es seien I-wertige Zufallsgröÿen X0,X1,X2, . . .gegeben, die dem BaugesetzXn+1 = fn(X0, . . . ,Xn, Yn) für eine Funktion fn : In+1×J → Igehor
hen. In anderen Worten: Xn+1 ist eine zufällige Funktion des gesamten `Vorges
hi
h-te' X0, . . . ,Xn. Wieder zeigt der Satz von Iones
u Tul
ea, dass genau ein Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿ Q auf (IN0 ,P(I)⊗N0) existiert, dessen endli
hdimensionale Verteilungen dieVerteilungen der (X0, . . . ,Xn) sind. Prozesse mit dieser Abhängigkeitsstruktur sind es, dieman bei diesem Satz im Auge hatte.

310.2 Stationäre Prozesse und der ErgodensatzIn diesem Abs
hnitt behandeln wir sto
hastis
he Prozesse, deren Verteilung dur
h zeitli
he Ver-s
hiebung ni
ht geändert wird, so genannte stationäre Prozesse. Wir beleu
hten den Zusammen-hang mit Maÿ erhaltenden Transformationen, und als Hauptergebnis beweisen wir den Birk-ho�'s
hen Ergodensatz, der das Starke Gesetz der Groÿen Zahlen als einen Spezialfall enthält.Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum.De�nition 10.2.1 (stationärer Prozess). Ein sto
hastis
her Prozess X = (Xn)n∈N0 heiÿt sta-tionär, falls X die selbe Verteilung wie der zeitli
h vers
hobene Prozess (Xn+1)n∈N0 hat.Wenn θ : RN0 → RN0 der Shift-Operator ist, also θ((xn)n∈N0) = (xn+1)n∈N0 für alle Folgen
(xn)n∈N0 ∈ RN0 , dann ist X stationär, falls X und θ ◦X die glei
he Verteilung besitzen. Dies kannman au
h s
hreiben als P ◦X−1 = P ◦ (θ ◦X)−1 = (P ◦X−1) ◦ θ−1, also ist die Verteilung P ◦X−1glei
h seinem Bildmaÿ unter θ. Dies nehmen wir zum Anlass zu einer De�nition, die zunä
hstallgemeiner s
heint:



174 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSEDe�nition 10.2.2 (Maÿ erhaltende Transformation). Eine messbare Abbildung T : Ω → Ωheiÿt eine Maÿ erhaltende Transformation, wenn P ◦ T−1 = P gilt. Wir sagen dann au
h, dass
P invariant unter T ist oder kurz T -invariant.Na
h der obigen Bemerkung ist ein sto
hastis
her Prozess X also genau dann stationär, wennder Shift θ eine Maÿ erhaltende Transformation auf dem Wahrs
heinli
hkeitsraum (RN0 ,B⊗N0,P◦
X−1) ist. In diesem Falle ist P ◦ X−1 natürli
h au
h die Verteilung der Folge der Projektionen
πn : RN0 → R, denn (πn)n∈N0 ist die identis
he Abbildung auf RN0 . O�ensi
htli
h ist dann πn+1 =
πn ◦ θ für jedes n ∈ N0.Umgekehrt kann man aus einer beliebigen, auf einem abstrakten Wahrs
heinli
hkeitsraum
(Ω,F ,P) de�nierten Maÿ erhaltenden Transformation einen stationären Prozess erhalten:Lemma 10.2.3. Es sei Y eine Zufallsgröÿe und T eine Maÿ erhaltende Transformation auf
(Ω,F ,P). De�niere X0 = Y und Xn+1 = Xn ◦T für n ∈ N0. Dann ist der Prozess X = (Xn)n∈N0stationär.Beweis. Für alle n ∈ N0 und t0, . . . , tn ∈ R gilt

P(X0 ≤ t0, . . . ,Xn ≤ tn) = (P ◦ T−1)(X0 ≤ t0, . . . ,Xn ≤ tn)

= P(X0 ◦ T ≤ t0, . . . ,Xn ◦ T ≤ tn)

= P(X1 ≤ t0, . . . ,Xn+1 ≤ tn).Dies zeigt, dass die endli
h dimensionalen Verteilungen von X und θ ◦ X übereinstimmen, na
hLemma 10.1.4 also au
h die von X und θ ◦ X.Also entspre
hen si
h die beiden Konzepte `stationäre Prozesse' und `Maÿ erhaltende Trans-formationen' eineindeutig: Zu jedem stationären Prozess X existiert eine P ◦ X−1-invarianteTransformation T (nämli
h der Shift θ auf dem Folgenraum (RN0 ,B⊗N0,P ◦ X−1)), und danngilt πn+1 = πn ◦ θ für die Projektionen, und zu jeder P-invarianten Transformation T und jederZufallsgröÿe Y existiert ein stationärer Prozess X mit Xn+1 = Xn ◦ T für n ∈ N0. Die Tupel
(
Ω,F ,P, T, (Xn)n∈N0

) und (
RN0,B⊗N0,P ◦ X−1, θ, (πn)n∈N0

)entspre
hen einander eineindeutig. Daher ist es nur eine Sa
he des Ges
hma
ks, ob man miteinem abstrakten Raum (Ω,F ,P, T ) arbeitet oder mit dem Folgenraum (RN0 ,B⊗N0,P ◦ X−1, θ).Wir werden den abstrakten Rahmen bevorzugen, aber die wi
htigsten Ergebnisse au
h im Zu-sammenhang mit stationären Prozessen formulieren.Bemerkung 10.2.4. Eine messbare Abbildung T : Ω → Ω ist genau dann eine Maÿ erhaltendeTransformation, wenn P ◦ T−1(A) = P(A) für alle A aus einem dur
hs
hnittstabilen Erzeugen-densystem von F gilt. Dies folgt direkt aus dem Eindeutigkeitssatz 6.2.8. 3Beispiel 10.2.5. (a) Eine Folge von unabhängigen identis
h verteilten Zufallsgröÿen ist einstationärer Prozess. Anders ausgedrü
kt: Für jedes Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ µ auf (R,B)ist das unendli
he Produktmaÿ µ⊗N0 shift-invariant.(b) Wir fassen die Menge D = {z ∈ C : |z| = 1} als einen Kreis im R2 auf und betra
hten dieglei
hförmige Verteilung (das normierte Lebesgue-Maÿ) λD auf D mit der Spur-Borel-σ-Algebra BD auf D. Für c ∈ D sei der Drehoperator Tc : D → D de�niert dur
h Tc(ω) = cω.



10.2. STATIONÄRE PROZESSE UND DER ERGODENSATZ 175Ist A ⊂ D ein Intervall, so gilt o�ensi
htli
h λD ◦ T−1
c (A) = λD(A). Aus Bemerkung 10.2.4folgt, dass Tc Maÿ erhaltend ist.(
) Auf ([0, 1),B[0,1), λ) betra
hten wir die Transformation T , die de�niert wird dur
h

T (ω) =

{
2ω, falls ω ∈ [0, 1/2),

2ω − 1, falls ω ∈ [1/2, 1).Für 0 ≤ a < b < 1 ist T−1([a, b)) = [a2 ,
b
2) ∪ [a+1

2 , b+1
2 ), also folgt λ ◦ T−1([a, b)) = b− a =

λ([a, b)). Aus Bemerkung 10.2.4 folgt, dass T Maÿ erhaltend ist.(d) Jede Markovkette, die in ihrer invarianten Verteilung gestartet wird (vorausgesetzt, einesol
he existiert), ist ein stationärer Prozess, siehe au
h Bemerkung 9.5.2(d), wo die ein-dimensionalen Verteilungen betra
htet werden. Falls π eine Glei
hgewi
htsverteilung einersto
hastis
hen Matrix P auf einer abzählbaren Menge I ist, so gilt nämli
h für die zuge-hörige Markovkette X = (Xn)n∈N0 , dass für jedes n ∈ N und alle i0, . . . , in ∈ I:
Pπ(X[0,n] = i[0,n]) = Pπ(X[1,n+1] = i[0,n]),wie man lei
ht mit Hilfe der Invarianz von π unter P na
hweist. Also ist der Shift-Operator

θ au
h auf (IN0 ,P(I)⊗N0 ,P ◦ X−1) eine Maÿ erhaltende Transformation.
3De�nition 10.2.6 (invariante Menge, ergodis
he Abbildung). (a) Es sei T : Ω → Ω eine Ab-bildung. Eine Teilmenge A von Ω heiÿt invariant unter T oder T -invariant, falls T−1(A) =

A gilt.(b) Eine Maÿ erhaltende Abbildung T auf (Ω,F ,P) heiÿt ergodis
h, falls für jede T -invariantemessbare Menge A gilt: P(A) ∈ {0, 1}. Wir nennen dann T au
h P-ergodis
h und P au
h
T -ergodis
h.Bemerkung 10.2.7. Sei T : Ω → Ω messbar. Die Menge der T -invarianten messbaren Mengen,

JT = {A ∈ F : T−1(A) = A}, (10.2.1)ist eine Teil-σ-Algebra von F . Falls T ergodis
h ist, so sagt man au
h, dass JT P-trivial ist. Na
hLemma 7.2.10 ist in diesem Fall jede JT -messbare Abbildung fast si
her konstant. 3Wenn der Shift-Operator θ auf dem Folgenraum RN0 ergodis
h ist, nennt man den zugehö-rigen Prozess ebenfalls ergodis
h. Ein wi
htiges Beispiel sind Folgen von unabhängigen identis
hverteilten Zufallsgröÿen:Lemma 10.2.8. Es sei X = (Xn)n∈N0 eine Folge von unabhängigen identis
h verteilten Zufalls-gröÿen auf (Ω,F ,P). Dann ist der Shift-Operator θ auf (RN0 ,B⊗N0,P ◦ X−1) ergodis
h.Beweis. Sei A ∈ B⊗N0 shift-invariant. Dann gilt für jedes n ∈ N au
h A = (θn)−1(A) =
{(xk)k∈N0 : (xn+k)k∈N0 ∈ A}. Also gilt

X−1(A) = {ω ∈ Ω: (Xn+k(ω))k∈N0 ∈ A} ∈ F̂n =

∞∨

k=n

X−1
k (B).



176 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSEDa dies für jedes n ∈ N gilt, liegt X−1(A) in der terminalen σ-Algebra T∞ (siehe De�nition 7.2.7),die ja na
h dem Kolmogorov's
hen 0-1-Gesetz (siehe Satz 7.2.8; hier geht die Unabhängigkeit ein)
P-trivial ist. Also folgt P ◦ X−1(A) = P(X−1(A)) ∈ {0, 1}.Dieser Beweis zeigt insbesondere, dass Jθ ⊂ T∞, d. h. jedes shift-invariante Ereignis ist einEreignis der in�nitesimalen Zukunft. Allerdings ist im Allgemeinen Jθ 6= T∞, und es gibt au
hergodis
he Maÿe, bezügli
h denen T∞ ni
ht trivial ist.1Wir streifen kurz den Zusammenhang mit zwei wi
htigen Mis
hungsbegri�en:De�nition 10.2.9 (mis
hend). Eine Maÿ erhaltende Transformation T auf (Ω,F ,P) heiÿtmis
hend, wenn für alle A,B ∈ F gilt:

lim
n→∞

P(A ∩ T−n(B)) = P(A)P(B), (10.2.2)und sie heiÿt s
hwa
h mis
hend, wenn für alle A,B ∈ F gilt:
lim

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

P(A ∩ T−k(B)) = P(A)P(B). (10.2.3)Im Fall des Shift-Operators T = θ auf dem Folgenraum kann man A ∩ T−n(B) für groÿes
n interpretieren als den S
hnitt zweier zeitli
h weit von einander entfernt liegenden Ereignisse,die also asymptotis
h unabhängig werden, wenn T mis
hend ist. Die Begri�sbildung `mis
hend'wird klar aus dem folgenden Beispiel.Beispiel 10.2.10. Zum Zeitpunkt Null be�ndet si
h in einem Gefäÿ, das den Raum Ω ⊂ R3einnehme, Tinte im Teil A ⊂ Ω des Gefäÿes und Wasser im verbleibenden Teil Ω \ A. Auf
Ω betra
hten wir das normierte Lebesgue-Maÿ P. Die Abbildung T : Ω → Ω bes
hreibe einenS
hritt eines Mis
hungsvorgangs, etwa ein einmaliges Umrühren. Diese Abbildung erhalte dasMaÿ P, also soll der Mis
hungsvorgang die Flüssigkeit insbesondere nirgends komprimieren oderauseinanderziehen. Für eine beliebige Menge B ⊂ Ω ist dann

A ∩ T−n(B) = {x ∈ A : T n(x) ∈ B}die Menge aller Tintenpartikel, die na
h n-maligem Umrühren in der Menge B sind. Daher ist
P(A ∩ T−n(B))

P(B)der relative Anteil der Tintenpartikel in B na
h n-maligem Umrühren. Wenn T mis
hend ist,dann konvergiert dies gegen P(A), den Anteil der Tintenpartikel im Gefäÿ. 3Als Übungsaufgabe zeigt man lei
ht, dass unabhängige identis
h verteilte Prozesse (wennauf dem Folgenraum also ein Produktmaÿ betra
htet wird) mis
hend sind. Dieses Resultat istaber au
h ein Spezialfall von Satz 10.2.15 weiter unten. Eine andere Übungsaufgabe zeigt, dassErgodizität äquivalent zur s
hwa
hen Mis
hungseigens
haft ist. Der Zusammenhang zur Mi-s
hungseigens
haft wird wie folgt geklärt:1Ein Beispiel für diesen beiden Aussagen liefert P = 1
2
(δω(0) + δω(1)) mit ω(0) = (0, 1, 0, 1, . . . , ) und ω(1) =

(1, 0, 1, 0, . . . ) ∈ {0, 1}N0 (Übungsaufgabe).



10.2. STATIONÄRE PROZESSE UND DER ERGODENSATZ 177Lemma 10.2.11. Jede mis
hende Maÿ erhaltende Transformation T ist ergodis
h.Beweis. Sei A ∈ F eine T -invariante Menge, dann gilt
P(A) = P(A ∩A) = P(A ∩ T−n(A)) → P(A)P(A) für n→ ∞.Daraus folgt sofort P(A) = P(A)2, also P(A) ∈ {0, 1}.Als Übungsaufgabe zeigt man, dass der Drehoperator Tc aus Beispiel 10.2.5(b) für kein

c ∈ D mis
hend ist. Auf Grund des folgenden Ergebnisses ist also Ergodizität ni
ht äquivalentzur Mis
hungseigens
haft:Satz 10.2.12. Der Drehoperator Tc aus Beispiel 10.2.5(b) ist genau dann ergodis
h, wenn ckeine Einheitswurzel ist.Als Vorbereitung benötigen wir das folgende maÿtheoretis
he Resultat (Beweis als Übungs-aufgabe oder siehe [Ba91, Satz 5.7℄):Lemma 10.2.13. Es sei A eine Algebra mit F = σ(A). Dann existiert zu jedem ε > 0 und zujedem A ∈ F ein B ∈ A mit P(A△B) < ε.Beweis von Satz 10.2.12. Falls c eine Einheitswurzel ist, also cn = 1 für ein n ∈ N, so ist T n
cdie identis
he Abbildung. Somit ist für jedes A ∈ BD die Menge A ∪ T−1

c (A) ∪ · · · ∪ T−n+1
c (A)invariant unter Tc. Wir wählen ein A ∈ BD mit 0 < λD(A) < 1

n und erhalten
0 < λD

(
A ∪ T−1

c (A) ∪ · · · ∪ T−n+1
c (A)

)
≤

n−1∑

k=0

λD(T−k
c (A)) = nλD(A) < 1,also ist Tc ni
ht ergodis
h.Sei nun c keine Einheitswurzel. Zunä
hst ma
hen wir uns klar, dass die Menge {cn : n ∈ N0}di
ht in D liegt: Diese Folge hat zunä
hst (mindestens) einen Häufungspunkt ω0 in D. Sei ε > 0,und seien m > n mit |cn − ω0| < ε und |cm − ω0| < ε. Dann ist 0 < |cm−n − 1| < 2ε. Darausfolgt, dass zu jedem ω ∈ D ein k ∈ N existiert mit |ω− ck(m−n)| < 2ε. Da ε > 0 beliebig ist, folgtdie Di
htheit der Menge {cn : n ∈ N0}.Wir betra
hten das Mengensystem A, das aus allen endli
hen Vereinigungen paarweise dis-junkter Intervalle in D besteht. Dann ist A eine Algebra. Sei A ∈ BD invariant unter Tc mit

λD(A) > 0, und sei 0 < ε < 1
2 . Na
h Lemma 10.2.13 existiert ein B ∈ A, also ein B von der Form

B =
⋃n

i=1 Ii mit n ∈ N und disjunkten Intervallen I1, . . . , In ⊂ D, so dass λD(A△B) < ελD(A).Wir können annehmen, dass λD(Ii) < ε für jedes i ∈ {1, . . . , n}.Wir haben
λD(A△B) ≤ ελD(A) ≤ 2ε(1 − ε)λD(A) ≤ 2ε

(
λD(A) − λD(A△B)

)
≤ 2ελD(B),und daraus folgt

n∑

i=1

λD(A ∩ Ii) = λD(A ∩B) ≥ λD(B) − λ(A△B) ≥ (1 − 2ε)λD(B) = (1 − 2ε)
n∑

i=1

λD(Ii).Mindestens eines der I1, . . . , In � kurz mit I bezei
hnet � erfüllt also die Unglei
hung λD(A ∩
I) ≥ (1 − 2ε)λD(I). Wir s
hreiben im Folgenden T statt Tc. Auf Grund der Di
htheit der



178 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSEMenge {cn : n ∈ N0} existieren k ∈ N und n1, . . . , nk ∈ N der Art, dass die Intervalle T−n1(I),
T−n2(I), . . . , T−nk(I) paarweise disjunkt sind und D bis auf eine Menge von kleinerem Maÿ als
2ε ausfüllen. Wegen der T -Invarianz von A und λD gilt für j ∈ {1, . . . , k}:

λD(A ∩ T−nj(I)) = λD(T−nj(A) ∩ T−nj(I)) = λD ◦ T−nj(A ∩ I)
= λD(A ∩ I) ≥ (1 − 2ε)λD(I) = (1 − 2ε)λD(T−nj(I)),und dies führt auf

λD(A) ≥
k∑

j=1

λD(A ∩ T−nj(I)) ≥ (1 − 2ε)

k∑

j=1

λD(T−nj (I)) ≥ (1 − 2ε)2.Daraus folgt λD(A) = 1.Hier ist eine Hilfestellung für den Na
hweis der Eigens
haft des Mis
hens:Lemma 10.2.14. Sei A eine Algebra mit F = σ(A). Falls (10.2.2) für alle A,B ∈ A gilt, so ist
T mis
hend.Der Beweis ist eine elementare Übungsaufgabe, man benutze Lemma 10.2.13.Für das folgende Beispiel erinnern wir an Beispiel 10.2.5(d).Satz 10.2.15. Jede irreduzible aperiodis
he positiv rekurrente stationäre Markovkette ist mi-s
hend bezügli
h des Shift-Operators.Beweis. Es sei X = (Xn)n∈N0 die betra
htete Markovkette, die wir also als eine Zufallsgröÿemit Werten in dem messbaren Raum (IN0 ,P(I)⊗N0) au�assen. Wir betra
hten die σ-Algebren
Fn = σ(X0, . . . ,Xn) und die Algebra A =

⋃
n∈N0

Fn. Es ist lei
ht zu sehen, dass σ(A) = F . Na
hLemma 10.2.14 brau
hen wir nur für alle A,B ∈ A die Glei
hung (10.2.2) beweisen. Jedes A ∈ Aist von der Form A = (X(m))−1(C) mit m ∈ N0 und C ⊂ Im+1, wobei X(n) = (X0, . . . ,Xn). Alsorei
ht es zu zeigen, dass für alle m,k ∈ N0 gilt:
lim

n→∞
P(X(m) ∈ C, (θnX)(k) ∈ D) = P(X(m) ∈ C)P(X(k) ∈ D), C ⊂ Im+1,D ⊂ Ik+1. (10.2.4)Zunä
hst ma
hen wir uns klar, dass es hierbei rei
ht, (10.2.4) nur für endli
he Mengen C und

D zu zeigen. Für beliebiges ε > 0 und D ⊂ Ik+1 gibt es eine endli
he Menge D0 ⊂ Ik+1 mit
|P(X(k) ∈ D)−P(X(k) ∈ D0)| < ε. Also folgt für beliebiges C ⊂ Im+1 mit Hilfe der Shift-Invarianz:

∣∣P(X(m) ∈ C,(θnX)(k) ∈ D) − P(X(m) ∈ C, (θnX)(k)) ∈ D0)
∣∣

≤
∣∣P((θnX)(k)) ∈ D) − P((θnX)(k) ∈ D0)

∣∣
= |P(X(k) ∈ D) − P(X(k) ∈ D0)|
< ε.Ein analoges Argument gibt es für C. Also rei
ht es, (10.2.4) nur für endli
he Mengen C und Dzu zeigen.Wir bezei
hnen wie immer die Koe�zienten der zu Grunde liegenden sto
hastis
hen Matrixmit pi,j. Mit ν bezei
hnen wir die stationäre Startverteilung. Für endli
he Mengen C ⊂ Im+1und D ⊂ Ik+1 und für n > m gilt

P(X(m) ∈ C, (θnX)(k) ∈ D)

=
∑

(i0,...,im)∈C

∑

(j0,...,jk)∈D

ν(i0)
( m∏

s=1

pis−1,is

)
p(n−m)

im,j0

( k∏

t=1

pjt−1,jt

)
.
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h Satz 9.6.1 konvergiert der Term p(n−m)

im,j0
für n→ ∞ gegen ν(j0), also (wegen der Endli
hkeitder Summen) der gesamte Ausdru
k gegen

∑

(i0,...,im)∈C

ν(i0)
( m∏

s=1

pis−1,is

) ∑

(j0,...,jk)∈D

ν(j0)
( k∏

t=1

pjt−1,jt

)
= P(X(m) ∈ C)P(X(k) ∈ D).Nun kommen wir zum Hauptergebnis dieses Abs
hnitts:Satz 10.2.16 (Birkho�s Ergodensatz). Es sei T eine Maÿ erhaltende Transformation auf

(Ω,F ,P) und X ∈ L1(P). Dann konvergiert Sn = 1
n

∑n−1
i=0 X ◦ T i fast si
her für n → ∞gegen eine JT -messbare Zufallsgröÿe Y , für die E(X) = E(Y ) gilt.Beweis. Wir dürfen voraussetzen, dass X ni
htnegativ ist, denn anderen Falls bemühen wir dieZerlegung X = X+ −X−. Sei also X ≥ 0.Wir betra
hten die beiden Zufallsgröÿen X = lim supn→∞ Sn und X = lim infn→∞ Sn. Mansieht lei
ht, dass X ◦ T = X und X = X ◦ T gelten, also sind X und X messbar bezügli
h JT .Der Beweis des Satzes wird dur
h den Beweis der Aussage

∫
X dP ≤

∫
X dP ≤

∫
X dP (10.2.5)beendet werden, denn dann folgt wegen X ≤ X sogar Glei
hheit P-fast si
her na
h Lem-ma 6.5.4(b), d. h. Sn ist P-fast si
her sogar konvergent. Natürli
h rei
ht es, nur die erste Un-glei
hung in (10.2.5) zu beweisen, die andere geht analog.Die Grundidee des Beweises der ersten Unglei
hung in (10.2.5) ist die folgende: Für gegebenes

ε > 0 werden wir geeignete zufällige Zeitpunkte 0 = n0 < n1 < n2 < . . . betra
hten, an denender dur
hs
hnittli
he gemittelte Zuwa
hs dem Limes Superior bis auf ε nahe kommt, d. h.
X(T nk(ω)(ω)) + · · · +X(T nk+1(ω)−1(ω)) ≥ [nk+1(ω) − nk(ω)]X(ω) − ε.Dann summieren wir über alle k, so dass nk+1 ≤ n, integrieren über ω ∈ Ω, teilen dur
h n, lassen

n→ ∞ und zum S
hluss ε ↓ 0, und dies beendet den Beweis.Dabei haben wir ein paar te
hnis
he Probleme: Erstens kann X unbes
hränkt sein oder sogareventuell den Wert ∞ annehmen. Daher s
hneiden wir X ab: Für M > 0 sei XM = min{X,M}.Natürli
h hat au
h XM die Eigens
haft XM = XM ◦T . Nun können wir einen wi
htigen Bausteinzur De�nition der Folge der nj einführen: Sei ε > 0, dann setzen wir
n(ω) = min{k ∈ N : Sk(ω) ≥ XM (ω) − ε}.Die Abbildung n : Ω → N ist F-P(N)-messbar, denn für jedes k ∈ N gilt

{ω ∈ Ω: n(ω) = k} =
k−1⋂

j=1

{Sj < XM − ε} ∩ {Sk ≥ XM − ε}.Die zweite te
hnis
he S
hwierigkeit besteht darin, dass die Abbildung n : Ω → N eventuellni
ht bes
hränkt ist. Aber da limN→∞ P({ω : n(ω) > N}) = 0 ist, kann man ein Nε ∈ N �nden,so dass
P(A) ≤ ε, wobei A = {ω : n(ω) > Nε}.
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h n(ω) und X(ω) zure
ht: Es sei
X̃(ω) =

{
X(ω) für ω ∈ Ω \A,
M für ω ∈ A,

und ñ(ω) =

{
n(ω) für ω ∈ Ω \ A,
1 für ω ∈ A.Falls X(ω) > M , so ist n(ω) = 1 (wegen S1(ω) = X(ω)), das heiÿt, es gilt ω ∈ A. Also haben wir

X(ω) ≤ X̃(ω) für alle ω ∈ Ω. Für ω ∈ A gilt wegen ñ(ω) = 1 und X̃(ω) = M die Abs
hätzung
1

ñ(ω)

en(ω)−1∑

j=0

X̃(T j(ω)) ≥ XM (ω) − ε. (10.2.6)Diese Unglei
hung gilt au
h für ω /∈ A, denn dann ist ñ(ω) = n(ω), und wegen X ≤ X̃ ist dielinke Seite von (10.2.6) ni
ht kleiner als Sn(ω)(ω), also au
h ni
ht kleiner als XM (ω) − ε na
hDe�nition von n(ω). Wegen P(A) ≤ ε gilt
∫
X̃ dP =

∫

Ac

X̃ dP +

∫

A
X̃ dP ≤

∫
X dP +Mε. (10.2.7)Nun de�nieren wir rekursiv die Folge der nj, die wir am Beginn des Beweises erwähnten:

n0(ω) = 0 und nk(ω) = nk−1(ω) + ñ(T nk−1(ω)(ω)), k ∈ N.Für m ∈ N sei Km(ω) = max{k ∈ N : nk(ω) ≤ m}. Wegen ñ(ω) ≤ Nε gilt m− nKm(ω)(ω) ≤ Nε.Es folgt
m−1∑

j=0

X̃(T j(ω)) ≥
nKm(ω)(ω)−1∑

j=0

X̃(T j(ω))

=

n1(ω)−1∑

j=0

X̃(T j(ω)) +

n2(ω)−1∑

j=n1(ω)

X̃(T j(ω)) + · · · +
nKm(ω)(ω)−1∑

j=nKm(ω)−1(ω)

X̃(T j(ω)).Nun wenden wir die Unglei
hung (10.2.6) na
h einander an auf ω, T n1(ω)(ω), T n2(ω)(ω), . . . ,
T nKm(ω)−1(ω)(ω) und erhalten aus der vorherigen Unglei
hung

m−1∑

j=0

X̃(T j(ω)) ≥ n1(ω)
[
XM (ω) − ε

]
+ (n2(ω) − n1(ω))

[
XM (T n1(ω)(ω)) − ε

]

+ · · · + (nKm(ω)(ω) − nKm(ω)−1(ω))
[
XM (T nKm(ω)−1(ω)(ω)) − ε

]

= nKm(ω)(ω)
[
XM (ω) − ε

]

≥ mXM (ω) + (nKm(ω) −m)XM (ω) −mε

≥ mXM (ω) −NεM −mε.wobei wir im zweiten S
hritt ausnutzten, dass XM = XM ◦ T .Nun dividieren wir dur
h m, integrieren über ω ∈ Ω bezügli
h P und bea
hten, dass T Maÿerhaltend ist, um zu erhalten:
∫
X̃ dP =

∫
1

m

m−1∑

j=0

X̃ ◦ T j dP ≥
∫
XM dP − NεM

m
− ε.
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∫
X dP ≥

∫
XM dP − NεM

m
− ε−Mε.Nun können wir m → ∞ und ε → 0 gehen lassen und erhalten ∫

X dP ≥
∫
XM dP für jedes

M > 0. Mit dem monotonen Konvergenzsatz (siehe Satz 6.8.1) erhalten wir die erste Unglei
hungin (10.2.5). Damit ist der Beweis beendet.Bemerkung 10.2.17. (a) Die Konvergenz in Satz 10.2.16 gilt au
h im L1-Sinn (Beweis alsÜbungsaufgabe oder in [Bi65℄). Die L1-Konvergenz kann allerdings im Allgemeinen ni
htmit Hilfe des majorisierten Konvergenzsatzes (siehe Satz 6.8.6) bewiesen werden.(b) Falls T ergodis
h ist, so ist die Zufallsgröÿe Y in Birkho�s Ergodensatz na
h Bemer-kung 10.2.7 fast si
her konstant.Im folgenden Lemma 
harakterisieren wir die Zufallsgröÿe Y aus dem Birkho�'s
hen Ergo-densatz als den bedingten Erwartungswert von X gegeben JT , siehe Abs
hnitt 7.3.Lemma 10.2.18 (Charakterisierung des Grenzwerts). In der Situation von Satz 10.2.16 gilt
Y = E(X | JT ).Beweis. Dass Y messbar bezügli
h JT ist, haben wir s
hon in Satz 10.2.16 erwähnt. Sei nun
A ∈ JT . Wir wollen zeigen, dass ∫

AX dP =
∫
A Y dP gilt. Wir wenden Satz 10.2.16 auf 1lAX anund erhalten, dass eine JT -messbare Zufallsgröÿe YA existiert mit

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

(1lAX) ◦ T j = YA fast si
her,und es gilt ∫
YA dP =

∫
1lAX dP =

∫
AX dP. Da A invariant unter T ist, haben wir andererseitsaber au
h

1

n

n−1∑

j=0

(1lAX) ◦ T j = 1lA
1

n

n−1∑

j=0

X ◦ T j, n ∈ N.Daher ist YA = Y 1lA fast si
her. Daraus folgt ∫
AX dP =

∫
A Y dP, also besitzt Y au
h die zweitede�nierende Eigens
haft von E(X | JT ).Wir formulieren den Birkho�'s
hen Ergodensatz im Konzept stationärer Prozesse; siehe dieDiskussion na
h Lemma 10.2.3. Wir erinnern daran, dass Jθ die σ-Algebra der unter dem Shift-Operator θ invarianten messbaren Teilmengen des Folgenraums RN0 ist, siehe Bemerkung 10.2.7.Satz 10.2.19 (Ergodensatz für stationäre Prozesse). Es sei X = (Xn)n∈N0 ein stationärer Pro-zess, so dass Xn integrierbar ist für jedes n. Dann gilt

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

Xj = E[X0 | Jθ] fast si
her.Beweis. Der Shift-Operator θ : RN0 → RN0 ist Maÿ erhaltend für P ◦ X−1, und die Projektion
π0 : RN0 → R auf den nullten Faktor liegt im L1(P ◦ X−1). Na
h Satz 10.2.16, kombiniert mit



182 KAPITEL 10. STOCHASTISCHE PROZESSELemma 10.2.18, konvergiert 1
n

∑n−1
j=0 Xj = 1

n

∑n−1
j=0 π0 ◦θj fast si
her gegen den bedingten Erwar-tungswert von π0 unter P ◦X−1 gegeben Jθ. Da aber (πn)n∈N0 auf dem Raum RN0 die identis
heAbbildung ist, ist dies au
h glei
h E[X0 | Jθ].Beispiel 10.2.20. Ein Spezialfall von Satz 10.2.19 ist der folgende: Für jede irreduzible, aperi-odis
he, positiv rekurrente Markovkette (Xn)n∈N0 auf einer abzählbaren Menge I mit invarianterVerteilung π und für jede π-integrierbare Abbildung f : I → R gilt fast si
her

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

f(Xj) =
∑

i∈I

f(i)π(i).Diese Aussage folgt aus Satz 10.2.19 in dem Fall, dass die Markovkette mit π gestartet wird,also stationär ist, denn man sieht lei
ht mit Hilfe von Lemma 10.2.15, dass au
h (f(Xn))n∈N0ergodis
h ist. Aber sie gilt au
h für jede beliebige Startverteilung, wie man mit Hilfe von Satz 9.6.1als Übungsaufgabe zeigt.Wendet man dies auf f = 1l{i} mit einem i ∈ I an, so erhält man, dass die sogenanntenLokalzeiten ℓn(i) =
∑n−1

j=0 1l{Xj=i} erfüllen: limn→∞ 1
nℓn(i) = π(i) fast si
her, d. h. der mittlereAnteil der Tre�er in i konvergiert fast si
her gegen die invariante Verteilung in i. 3Beispiel 10.2.21 (Range einer Irrfahrt). Sei (Xn)n∈N0 ein stationärer Prozess im Rd, und seidur
h Sn =

∑n
i=1Xi die Irrfahrt mit S
hritten Xi de�niert. Der Range der Irrfahrt na
h nS
hritten ist die Anzahl der besu
hten Punkte, also Rn = #{S1, . . . , Sn}. Dann zeigt manals eine Übungsaufgabe, dass fast si
her gilt: limn→∞Rn/n = P(A | Jθ), wobei A = {Sn 6=

0 für jedes n ∈ N0} das Flu
htereignis ist. 3Der Spezialfall von Satz 10.2.19 von unabhängigen identis
h verteilten Zufallsgröÿen istberühmt:Korollar 10.2.22 (Starkes Gesetz der Groÿen Zahlen). Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge von unab-hängigen identis
h verteilten integrierbaren Zufallsgröÿen. Dann gilt
P
(

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

Xj = E(X1)
)

= 1.Beweis. Na
h Beispiel 10.2.5(a) ist X = (Xn)n∈N0 insbesondere ein stationärer Prozess, alsokonvergiert na
h Satz 10.2.19 1
n

∑n−1
i=0 Xi fast si
her gegen E[X1 | Jθ]. Da der Shift-Operatorna
h Lemma 10.2.8 ergodis
h ist, ist dies na
h Bemerkung 10.2.7 fast si
her konstant, also glei
h

E(X1).



Kapitel 11Irrfahrten und die Browns
heBewegungDer wi
htigste sto
hastis
he Prozess und eines der beziehungsrei
hsten und bedeutendsten Ob-jekte der Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist die Brown's
he Bewegung, ein stetiger Prozess mit Gauÿ'-s
hen endli
h-dimensionalen Verteilungen. Die überragende Bedeutung dieses Prozesses gründetsi
h unter Anderem darauf, dass er � ähnli
h wie die Normalverteilung � als natürli
her univer-seller Grenzwert einer Vielzahl von sto
hastis
hen Prozessen auftau
ht. In diesem Kapitel führenwir die Brown's
he Bewegung ein als Grenzverteilung einer geeignet reskalierten Irrfahrt auf R.Zunä
hst betra
hten wir in Abs
hnitt 11.1 eine spezielle Irrfahrt, die einfa
he Irrfahrt, ein weniggenauer und ermitteln die Verteilungen von ein paar Funktionalen ihres Pfades. Dann konstru-ieren wir in Abs
hnitt 11.2 die Brown's
he Bewegung mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes,des Stra�heitskriteriums von Prohorov und des Kompaktheitskriteriums von Arzelà-As
oli.11.1 Die einfa
he IrrfahrtIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir ein grundlegendes sto
hastis
hes Modell ein wenig genauer:die einfa
he Irrfahrt, die wir als eine Markovkette s
hon in Beispiel 9.2.3 kennenlernten. Hierwollen wir mit Hilfe elementarer Kombinatorik ein paar explizite Re
hnungen dur
hführen, umdie Verteilung dieses Prozesses näher zu 
harakterisieren.Sei eine Folge X1,X2, . . . von unabhängigen symmetris
h verteilten {−1, 1}-wertigen Zu-fallsgröÿen gegeben, dann de�niert Sn = X1 + X2 + · · · + Xn die Irrfahrt (Sn)n∈N0 . Der Pfad
(S0, S1, . . . , Sn) ist also uniform verteilt auf der Menge

Ωn = {(s0, . . . , sn) ∈ Zn+1 : s0 = 0 und |si − si−1| = 1 für alle i = 1, . . . , n}.Das zugehörige Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ bezei
hen wir mit Pn.Uns interessieren unter Anderem die Verteilungen der folgenden Funktionale des Pfades
(S0, S1, . . . , Sn), und zwar sowohl für festes n als au
h asymptotis
h für n→ ∞:

• der Endpunkt Sn,
• das Maximum von S0, S1, . . . , Sn,
• die Zeitdauer, die der Pfad in N verbringt,183
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• der Zeitpunkt der ersten Rü
kkehr zur Null.Das wi
htigste analytis
he Hilfsmittel bei den asymptotis
hen Aussagen wird die Stirling's
heFormel sein, die besagt:

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→ ∞, (11.1.1)wobei wir wie immer ∼ für asymptotis
he Äquivalenz benutzen.Wenden wir uns zunä
hst der Verteilung von Sn zu.Lemma 11.1.1. Für alle n ∈ N und i ∈ Z gilt

Pn(Sn = i) =

{
0 falls n+ i ungerade oder |i| > n,

2−n
( n
(n+i)/2

) sonst.Beweis. Es ist klar, dass das Ereignis {Sn = i} ni
ht eintreten kann, wenn |i| > n.Da das Teil
hen zu jedem Zeitpunkt um eine Einheit springen muss, kann es zu einem geradenZeitpunkt ni
ht in einem ungeraden Raumpunkt sein und umgekehrt. Falls n+ i gerade ist, dannmuss das Teil
hen, um zum Zeitpunkt n in i zu sein, genau (n+ i)/2 Mal aufwärts springen undgenau (n− i)/2 Mal abwärts. Es gibt genau ( n
(n+i)/2

) Pfade, die dies tun.Man bea
hte, dass die Wahrs
heinli
hkeiten P2n(S2n = 2i) in i steigend sind für i ≤ 0 undfallend für i ≥ 0. Insbesondere ist
u2n = P2n(S2n = 0)der gröÿte unter ihnen. Die Asymptotik von u2n ermittelt man als Übungsaufgabe mit Hilfe vonLemma 11.1.1 und der Stirlings
hen Formel in (11.1.1):Korollar 11.1.2. Es gilt

u2n = 2−2n

(
2n

n

)
∼ 1√

πn
, n→ ∞.Nun wenden wir uns der Verteilung des Minimums des Pfades zu, also der Zufallsgröÿe

Mn = min{S0, . . . , Sn}.Eines der wi
htigsten Hilfsmittel hierfür ist das Spiegelungsprinzip, das dur
h ges
hi
ktes Spiegelneines Teils des Pfades einen Verglei
h zwis
hen gewissen Pfadklassen herstellt. Im Folgendenbestimmen wir die Wahrs
heinli
hkeit der Menge der Pfade, die den Punkt j ∈ −N0 errei
henund na
h insgesamt n S
hritten in i ≥ j enden. Zur Verans
hauli
hung des folgenden Prinzipsist eine Skizze hilfrei
h.Lemma 11.1.3 (Spiegelungsprinzip). Für alle n ∈ N und alle i, j ∈ Z mit j ≤ 0 und i ≥ j gilt
Pn(Mn ≤ j, Sn = i) = Pn(Sn = i− 2j).Beweis. Wir brau
hen nur den Fall zu betra
hten, dass n + i gerade ist, sonst sind beide be-tra
hteten Ereignisse leer.Für einen Pfad s in {Mn ≤ j, Sn = i} betra
hten wir das kleinste k ∈ {1, . . . , n} mit
sk = j, also den ersten Zeitpunkt, an dem das Teil
hen den Wert j errei
ht. Nun spiegeln wir das
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k (sk, . . . , sn) an sk = j und erhalten einen Pfad s̃ = (s̃0, . . . , s̃n) ∈ Ωn mit s̃n = 2j − i.Dieser Pfad liegt also in dem Ereignis {Sn = 2j − i}.Nun überlegt man si
h lei
ht, dass die oben dur
hgeführte Abbildung (Spiegeln ab dem erstenErrei
henszeitpunkt des Niveaus j) sogar eine bijektive Abbildung zwis
hen den Ereignissen
{Mn ≤ j, Sn = i} und {Sn = 2j − i} ist. Die Umkehrabbildung erhält man, indem man einenPfad aus {Sn = 2j − i} ab dem ersten Zeitpunkt, an dem er das Niveau j errei
ht, spiegelt. (Ermuss dieses Niveau spätestens zum Zeitpunkt n errei
hen, da 2j − i ≤ j ≤ 0.) Also enthaltendie Mengen {Mn ≤ j, Sn = i} und {Sn = 2j − i} die selbe Anzahl von Pfaden. Daraus folgt dieBehauptung, denn Pn(Mn ≤ j, Sn = i) = Pn(Sn = 2j − i) = Pn(Sn = i− 2j).Mit Hilfe des Spiegelungsprinzips können wir nun die gemeinsame Verteilung des Endpunkts
Sn und des Minimums Mn bestimmen:Satz 11.1.4 (Verteilung des Minimums des Pfades). Für alle n ∈ N und alle i, j ∈ Z mit j ≤ 0und i ≥ j gelten:

Pn(Mn = j, Sn = i) = Pn(Sn = i− 2j) − Pn(Sn = i− 2j + 2),

Pn(Mn = j) = Pn(Sn ∈ {j, j − 1}).Beweis. Übungsaufgabe.Aus Symmetriegründen erhält man aus Satz 11.1.4 natürli
h au
h die gemeinsame Verteilungdes Endpunkts und des Maximums des Pfades.Nun betra
hten wir die Ereignisse, dass das Teil
hen erst na
h 2n S
hritten zum Ursprungzurü
k kehrt bzw. ni
ht mehr bzw. nie den negativen Berei
h betritt:
A2n =

{
S1 6= 0, . . . , S2n−1 6= 0, S2n = 0

}
,

B2n =
{
Si 6= 0 für alle i ∈ {1, . . . , 2n}

}
,

C2n =
{
Si ≥ 0 für alle i ∈ {1, . . . , 2n}

}
.Wir erinnern daran, dass u2n die Wahrs
heinli
hkeit dafür ist, dass das Teil
hen zum Zeitpunkt

2n si
h in Null be�ndet. O�ensi
htli
h ist also P2n(A2n) ≤ u2n. In den beiden Ereignissen B2n und
A2n kann si
h das Teil
hen im Zeitintervall {1, . . . , 2n− 1} entweder in N oder in −N aufhalten.Lemma 11.1.5. Für jedes n ∈ N gelten die Beziehungen

P2n(A2n) =
1

2n
u2n−2 = u2n−2 − u2n, (11.1.2)

P2n(B2n) = u2n, (11.1.3)
P2n(C2n) = u2n. (11.1.4)Beweis. (11.1.2): Wir zählen die Pfade in A2n, die im positiven Berei
h verlaufen, und multipli-zieren deren Anzahl mit 2. Ein sol
her Pfad ist zu den Zeitpunkten 1 und 2n− 1 in 1. Die Zahlder (2n− 2)-s
hrittigen in 1 startenden und endenden Pfade, die nie die Null betreten, ist glei
hder Zahl der (2n − 2)-s
hrittigen in 1 startenden und endenden Pfade minus die Zahl sol
her
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hendur
h die Null betreten. Diese beiden Anzahlen sind glei
h der Anzahl derPfade in dem Ereignis {S2n−2 = 0} bzw. in {M2n−2 ≤ −1, S2n−2 = 0}. Also haben wir
P2n(A2n) = 2P2n(S1 > 0, . . . , S2n−1 > 0, S2n = 0)

= 2−2n+1
(
|{S2n−2 = 0}| − |{M2n−2 ≤ −1, S2n−2 = 0}|

)
.Na
h dem Spiegelungsprinzip ist der letzte Term glei
h |{S2n−2 = 2}|. Mit Hilfe von Lem-ma 11.1.1 können wir nun ausre
hnen:

P2n(A2n) = 2−2(n−1) 1

2

((
2n − 2

n− 1

)
−

(
2n− 2

n

))
=

1

2n
u2n−2.Dies beweist die erste Glei
hung in (11.1.2); die zweite re
hnet man lei
ht na
h.(11.1.3): Das Gegenereignis von B2n ist das Ereignis, dass das Teil
hen zu einem der Zeit-punkte 2j mit j ∈ {1, . . . , n} zum ersten Mal zurü
k zur Null kehrt, also die disjunkte Vereinigungder Ereignisse {S1 6= 0, . . . , S2j−1 6= 0, S2j = 0}. Man überlegt si
h lei
ht, dass dieses Ereignisdie Wahrs
heinli
hkeit P2j(A2j) hat. Wenn wir (11.1.2) für j an Stelle von n anwenden, erhaltenwir also, dass

P2n(B2n) = 1 −
n∑

j=1

P2j(A2j) = 1 −
n∑

j=1

(u2(j−1) − u2j) = u2n.(11.1.4): Übungsaufgabe.Bemerkung 11.1.6 (Rekurrenz und Nullrekurrenz). Aus (11.1.3) in Kombination mit der Tatsa-
he limn→∞ u2n = 0 (siehe Korollar 11.1.2) erhalten wir einen alternativen Beweis der Rekurrenzder einfa
hen Irrfahrt, siehe Satz 9.3.9. Wir betra
hten den ersten Zeitpunkt einer Rü
kkehr zumStartpunkt:
T = inf{k ∈ N : Sk = 0} ∈ N0 ∪ {∞}.Dann sehen wir, dass

P(T <∞) = lim
n→∞

P(T ≤ 2n) = lim
n→∞

P(Bc
2n) = lim

n→∞
(1 − u2n) = 1,also die Rekurrenz.Eine weitere Folgerung aus Lemma 11.1.5 betri�t die erwartete Rü
kkehrzeit E(T ) zumUrsprung, denn wegen {T = 2n} = A2n liefert die erste Glei
hung in (11.1.2), dass diese Reihedivergiert:

E(T ) =

∞∑

n=1

2nP(A2n) =

∞∑

n=1

2n
1

2n
u2n−2 =

∞∑

n=1

u2n−2,und wegen Korollar 11.1.2 divergiert diese Reihe. Dies zeigt no
h einmal die Nullrekurrenz, sieheDe�nition 9.5.4 und Beispiel 9.5.7. 3Nun bearbeiten wir die Frage, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit das Teil
hen si
h eine gegebeneAnzahl von Zeitpunkten im positiven Berei
h aufhält. Wir betra
hten also die Zufallsgröÿe, diedie Zeit angibt, die der zufällige 2n-s
hrittige Pfad im positiven Berei
h verbringt:
Z2n = 2|{i ∈ {1, . . . , n} : S2i−1 > 0}|.



11.1. DIE EINFACHE IRRFAHRT 187Die Zufallsgröÿe Z2n nimmt nur Werte in {0, 2, 4, . . . , 2n} an. Das Ereignis {Z2n = 0} ist dasEreignis {Si ≤ 0 für alle i ∈ {1, . . . , 2n}}, und das Ereignis {Z2n = 2n} ist identis
h mit {Si ≥
0 für alle i ∈ {1, . . . , 2n}}, also mit C2n. Na
h (11.1.4) ist also P2n(Z2n = 0) = P2n(Z2n =
2n} = u2n. Auÿerdem ist die Abbildung j 7→ P2n(Z2n = 2j) symmetris
h in dem Sinne, dass
P2n(Z2n = 2j) = P2n(Z2n = 2(n − j)). Wir bestimmen nun die Verteilung von Z2n:Lemma 11.1.7. Für jedes n ∈ N und alle j ∈ {0, . . . , n} gilt P2n(Z2n = 2j) = u2ju2(n−j).Beweis. Wir führen eine Induktion na
h n. Der Fall n = 1 ist klar.Wir nehmen nun an, die Aussage tri�t zu für alle k ≤ n−1, und wir beweisen sie für n. Obenhatten wir s
hon darauf hin gewiesen, dass die Aussage für j = 0 und für j = n zutri�t, alsobehandeln wir nur no
h den Fall 1 ≤ j ≤ n − 1. Im Ereignis {Z2n = 2j} muss das Teil
hen zueinem der Zeitpunkte 2, 4, 6, . . . , 2n−2 in Null sein, und wir spalten auf na
h dem ersten sol
henZeitpunkt und dana
h, ob der Pfad zuvor im positiven oder im negativen Berei
h verläuft. DiesenZeitpunkt nennen wir 2l. Im ersten Fall (d. h., wenn der Pfad bis 2l in N verläuft) muss l ≤ jgelten, und na
h dem Zeitpunkt 2l bleibt er genau 2(j − l) Zeitpunkte im positiven Berei
h. Imzweiten Fall muss l ≤ n− j gelten, denn na
h dem Zeitpunkt 2l muss der Pfad ja no
h genau 2jZeitpunkte im Positiven bleiben. Diese Überlegungen führen zu der Formel

P2n(Z2n = 2j) =

j∑

l=1

P2l(S1 > 0, . . . , S2l−1 > 0, S2l = 0)P2(n−l)(Z2(n−l) = 2(j − l))

+

n−j∑

l=1

P2l(S1 < 0, . . . , S2l−1 < 0, S2l = 0)P2(n−l)(Z2(n−l) = 2j).Nun können wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen und erhalten
P2n(Z2n = 2j) =

1

2
u2(n−j)

j∑

l=1

P2l(S1 6= 0, . . . , S2l−1 6= 0, S2l = 0)u2(j−l)

+
1

2
u2j

n−j∑

l=1

P2l(S1 6= 0, . . . , S2l−1 6= 0, S2l = 0)u2(n−j−l).Nun bea
hte man, dass die erste Summe die Wahrs
heinli
hkeit der disjunkten Vereinigung über
l ∈ {1, . . . , j} der Ereignisse ist, dass der Pfad zum Zeitpunkt 2l zum ersten Mal in Null ist unddann zum Zeitpunkt 2j ebenfalls. Also ist die erste Summe glei
h der Wahrs
heinli
hkeit desEreignisses {S2j = 0}, d. h. glei
h u2j . Analog ist die zweite Summe glei
h u2(n−j). Damit ist derBeweis beendet.Aus Lemma 11.1.7 und Korollar 11.1.2 erhält man mit ein wenig Re
hnung, dass

P2n(Z2n = 2j)

P2n(Z2n = 2(j + 1))
= 1 +

n− 1 − 2j

(n − j)(2j + 1)
,und der Quotient auf der re
hten Seite ist positiv für j ∈ [0, 1

2(n − 1)] und negativ für j ∈
[12(n− 1), n]. Die Wahrs
heinli
hkeiten P2n(Z2n = 2j) fallen also in der linken Hälfte des De�ni-tionsberei
hes {0, . . . , n} und steigen in der re
hten. Sie sind also für j = 0 und j = n am gröÿten.Wenn also zwei glei
h starke Tennisspieler eine Serie von Mat
hes gegeneinander spielen, so ist
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heinli
her, dass einer von ihnen die gesamte Zeit über führt, als dass die Dauer derFührung si
h ausglei
ht. Dies sieht man au
h an den Asymptoten
P2n(Z2n = 0) = P2n(Z2n = 2n) ∼ 1√

πn
und P2n(Z2n = 2⌊n/2⌋) ∼ 2

πn
,das heiÿt, die Wahrs
heinli
hkeit für einen Ausglei
h der Führungsdauern geht sogar doppelt sos
hnell gegen Null wie die Wahrs
heinli
hkeit für ständige Führung eines der Spieler.Mit Hilfe der Asymptotik in Korollar 11.1.2 erhalten wir sogar einen sehr s
hönen Grenz-wertsatz:Satz 11.1.8 (Ar
ussinus-Gesetz). Für alle 0 < a < b < 1 gilt

lim
n→∞

P2n

(
a ≤ Z2n

2n
≤ b

)
=

1

π

∫ b

a

1√
x(1 − x)

dx =
2

π

(
arcsin

√
b− arcsin

√
a
)
.Mit anderen Worten, 1

2nZ2n konvergiert in Verteilung gegen die Ar
ussinus-Verteilung.Beweisskizze. Es gilt für n→ ∞:
P2n

(
a ≤ Z2n

2n
≤ b

)
∼

≈bn∑

j≈an

P2n(Z2n = 2j) =

≈bn∑

j≈an

u2ju2(n−j) ∼
≈bn∑

j≈an

1√
πjπ(n − j)

=
1

π

1

n

≈bn∑

j≈an

1√
j
n(1 − j

n)
,wobei wir Rande�ekte bei j ≈ an, bn verna
hlässigten. Der letzte Ausdru
k ist o�ensi
htli
h eineRiemannsumme für das Integral 1

π

∫ b
a (x(1−x))−1/2 dx für äquidistante Unterteilung in Intervalleder Länge 1

n . Also konvergiert dieser Ausdru
k gegen das Integral.Man nennt eine Zufallsgröÿe Z Ar
ussinus-verteilt, wenn für alle 0 < a < b < 1 gilt:
P(a ≤ Z ≤ b) =

1

π

∫ b

a

1√
x(1 − x)

dx =
2

π

(
arcsin

√
b− arcsin

√
a
)
.11.2 Konstruktion der Brown's
hen BewegungWenn man den Graphen einer Irfahrt (S0, . . . , Sn) auf Z zu einem Polygonzug interpoliert, erhältman eine zufällige stetige Funktion [0, n] → R. Na
h dem Zentralen Grenzwertsatz (Satz 8.3.19)ist zumindest der Endpunkt dieser Funktion für n→ ∞ von der Gröÿenordnung √

n. Also kannman auf die Idee kommen, diese Funktion zeitli
h mit n und räumli
h mit √n zu reskalieren undna
h dem Verhalten dieser Funktion [0, 1] → R zu fragen. Wir betra
hten also die stü
kweiselineare, zufällige Funktion
B(n)

t =
1√
n

(
S⌊tn⌋ +

(
tn− ⌊tn⌋

)
X⌊tn⌋+1

)
, t ∈ [0, 1], (11.2.1)wobei die Xi die S
hritte der Irrfahrt sind, also Sn = X1 + · · · +Xn. Es sei C0 = C0([0, 1]) dieMenge der stetigen Funktionen [0, 1] → R, die in Null starten. Daher liegt B(n) = (B(n)

t )t∈[0,1]



11.2. KONSTRUKTION DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 189in C0. Wir fassen C0, zusammen mit der Supremumsmetrik, als einen polnis
hen Raum auf. Wieman si
h als eine Übungsaufgabe überlegt, gilt dann für die zugehörige Borel-σ-Algebra BC0 :
BC0 =

∨

t∈[0,1]

π−1
t (BR) = σ(πt : t ∈ [0, 1]), (11.2.2)wobei πt die eindimensionalen Projektionen f 7→ f(t) sind. O�ensi
htli
h ist B(n)

t für jedes
t ∈ [0, 1] eine messbare Zufallsgröÿe. Wegen (11.2.2) ist B(n) messbar bezügli
h BC0 , also eine
C0-wertige Zufallsgröÿe.Wie oben angedeutet, konvergiert der Endpunkt B(n)

1 dieser Funktion in Verteilung gegendie Standardnormalverteilung N . Hierfür benötigt man nur, dass die S
hritte X1,X2, . . . unab-hängige, identis
h verteilte standardisierte Zufallsgröÿen sind, also E[Xi] = 0 und E[X2
i ] = 1erfüllen, und dies wollen wir in diesem Abs
hnitt voraussetzen.Aus dem Zentralen Grenzwertsatz kann man allerdings no
h viel mehr herausholen als nurdie Konvergenz von B(n)

1 = Sn/
√
n gegen N :Lemma 11.2.1. Sei Sn = X1 + · · · + Xn eine Irrfahrt auf R mit unabhängigen, identis
hverteilten standardisierten S
hritten X1,X2, . . . . Seien m ∈ N und 0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤

1, dann konvergiert der Vektor (B(n)

t1 , B
(n)

t2 , . . . , B
(n)

tm ) in Verteilung gegen die m-dimensionaleNormalverteilung mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatrix (min{ti, tj})i,j=1,...,m. Inanderen Worten, die gemeinsame Verteilung der Zufallsgröÿen
B(n)

t1 −B(n)

0 , B(n)

t2 −B(n)

t1 , . . . , B
(n)

tm −B(n)

tm−1
(11.2.3)konvergiert gegen m unabhängige Normalverteilungen mit Erwartungswerten Null und Varianzen

t1, t2 − t1, . . . , tm − tm−1.Beweisskizze. Um die te
hnis
hen Details gering zu halten, zeigen wir die letzte der beidenAussagen nur für den Fall, dass die ti ersetzt werden dur
h t(n)

i ∈ 1
nN0, die gegen ti konvergieren(mit t(n)

0 = 0). Dann nämli
h sind die Zufallsgröÿen in (11.2.3) exakt glei
h den Zufallsgröÿen
1√
n

nt
(n)
i∑

k=nt
(n)
i−1+1

Xk, i = 1, . . . ,m;man bea
hte, dass die Summationsgrenzen nun natürli
he Zahlen sind. Diese Zufallsgröÿen sindo�ensi
htli
h unabhängig, und ihre Limesverteilung ist jeweils N (0, ti − ti−1), wie aus dem Zen-tralen Grenzwertsatz folgt. Dies zeigt also die zweite Aussage.Die erste erhält man zum Beispiel dur
h folgendes Argument. Die gemeinsame Grenzvertei-lung der Gröÿen in (11.2.3) ist einem-dimensionale Normalverteilung, und den Vektor (B(n)

t1 , B
(n)

t2 , . . . , B
(n)

tm )erhält man dur
h eine gewisse explizite bijektive lineare Abbildung aus dem Vektor der Gröÿenin (11.2.3). Also konvergiert er ebenfalls gegen eine m-dimensionale Normalverteilung, die dasBildmaÿ von
N (0,Diag((ti − ti−1)

m
i=1) =

m⊗

i=1

N (0, ti − ti−1)unter dieser Abbildung ist, die man ja explizit ausre
hnen kann, was wir hier ni
ht ma
henwollen.



190 KAPITEL 11. IRRFAHRTEN UND DIE BROWNSCHE BEWEGUNGStatt dessen benutzen wir, dass zwei zentrierte Normalverteilungen s
hon dann übereinstim-men, wenn ihre Kovarianzmatrizen übereinstimmen, und bere
hnen einfa
h nur die Kovarianzen.Wir bezei
hnen den Grenzzufallsvektor mit (Bt1 , Bt2 , . . . , Btm), dann gilt für alle i, j ∈ {1, . . . ,m}mit i < j:
cov(Bti , Btj ) = E

[
BtiBtj

]
= E

[
BtiBtj−1

]
+ E

[
Bti(Btj −Btj−1)

]

= E
[
BtiBtj−1

]
+

i∑

l=1

E
[
(Btl −Btl−1

)(Btj −Btj−1)
]

= E
[
BtiBtj−1

]
,denn wir s
hrieben Bti als eine Teleskopsumme der Btl −Btl−1

und nutzten aus, dass diese von
Btj − Btj−1 unabhängig sind und zentriert. Falls au
h no
h i < j − 1 gilt, können wir die selbeRe
hnung anwenden und erhalten, dass cov(Bti , Btj ) = E[BtiBtj−2 ] gilt. Iteration ergibt, dass
cov(Bti , Btj ) = E[BtiBti ] = V(Bti) gilt. Um diese Varianz zu bestimmen, s
hreiben wir wieder
Bti als eine Teleskopsumme der Btl − Btl−1

und sehen lei
ht, dass V(Bti) = ti gilt, denn dieVarianzen addieren si
h. Dies zeigt, dass die Kovarianzmatrix von (Bt1 , Bt2 , . . . , Btm) gerade dieangegebene ist.Also wissen wir s
hon, dass die endli
h-dimensionalen Verteilungen des Prozesses B(n) kon-vergieren, und zwar gegen einen gewissen Gauÿ's
hen Prozess:De�nition 11.2.2 (Brown's
he Bewegung). Eine Brown's
he Bewegung ist ein reellwertigersto
hastis
her Prozess B = (Bt)t∈[0,1] in stetiger Zeit mit den folgenden drei 
harakteristis
henEigens
haften:(i) B0 = 0 fast si
her,(ii) Für jedes m ∈ N und jede 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm ≤ 1 ist der Vektor (B(tm) −
B(tm−1), B(tm−1)−B(tm−2), . . . , B(t1)−B(t0)) normalverteilt mit Erwartungswertvektor
0 und Kovarianzmatrix Diag(tm − tm−1, tm−1 − tm−2, . . . , t1 − t0),(iii) Die Pfade t 7→ Bt sind fast si
her stetig.Das berühmte Wiener-Maÿ ist die Verteilung einer Brown's
hen Bewegung:De�nition 11.2.3 (Wiener-Maÿ). Sei B eine Brown's
he Bewegung, also eine Zufallsgröÿe mitWerten in C0([0, 1]), de�niert auf einem geeigneten Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,F ,P). Dannheiÿt das Bildmaÿ P ◦B−1 auf C0([0, 1]) das Wiener-Maÿ.Meist de�niert man eine Brown's
he Bewegung und das Wiener-Maÿ auf dem Zeitintervall

[0,∞) an Stelle von [0, 1], aber das soll uns hier ni
ht kümmern. Die Brown's
he Bewegung unddas Wiener-Maÿ sind die bedeutungsvollsten und beziehungsrei
hsten Objekte der Wahrs
hein-li
hkeitstheorie, und eine enorme Literatur über sie hat si
h in den letzten Jahrzehnten angesam-melt. Mehr über die Historie, Bedeutung, Konstruktionen und Eigens
haften der Brown's
henBewegung �ndet man in der Vorlesung Sto
hastis
he Prozesse.Zurü
k zu unserem zufälligen Polygonzug. Falls (B(n))n∈N in Verteilung konvergiert, so kon-vergieren alle endli
h-dimensionalen Verteilungen ebenfalls, denn für jedes m ∈ N0 und jede
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0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm ≤ 1 ist die Abbildung f 7→ (f(t0), . . . , f(tm)) stetig von C0([0, 1]) na
h
Rm+1; siehe das Continuous mapping theorem in Lemma 8.2.11. Der einzige mögli
he Häufungs-punkt (im Sinne der Verteilungskonvergenz) von (B(n))n∈N ist also eine Brown's
he Bewegung.Die Familie der Abbildungen f 7→ (f(t0), . . . , f(tm)) mit m ∈ N0 und 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm ≤ 1ist sogar eine trennende Familie (siehe De�nition 8.2.25), denn na
h einer zeitli
h stetigen Vari-ante von Lemma 10.1.4 (die wir hier ni
ht näher ausformulieren oder beweisen) bestimmen dieendli
h-dimensionalen Verteilungen den Prozess eindeutig. Na
h Satz 8.2.26 konvergiert die Folge
(B(n))n∈N genau dann gegen eine Brown's
he Bewegung, wenn sie stra� ist. Mit anderen Worten,die Stra�heit der Folge (B(n))n∈N si
hert die Existenz einer Brown's
hen Bewegung. Dies ist derInhalt des folgenden Satzes.Satz 11.2.4 (Donsker's
hes Invarianzprinzip). Sei Sn = X1 + · · ·+Xn eine Irrfahrt auf R mitunabhängigen, identis
h verteilten standardisierten S
hritten X1,X2, . . . . Dann ist die Folge
(B(n))n∈N von C0([0, 1])-wertigen Zufallsvariablen stra�. Insbesondere konvergiert (B(n))n∈N inVerteilung gegen eine Brown's
he Bewegung.Man nennt den Satz 11.2.4 ein Invarianzprinzip oder einen funktionalen Grenzwertsatz. Dererste Begri� betont, dass der Grenzprozess invariant ist unter der zugrunde liegenden S
hritt-verteilung der Irrfahrt (solange sie standardisiert ist), und der zweite weist darauf hin, dass dieAussage eine Ausweitung des Zentralen Grenzwertsatzes auf zufällige Funktionen ist. Satz 11.2.4liefert eine Konstruktion der Brown's
hen Bewegung sowie eine Approximationsaussage mit re-skalierten Irrfahrten. Letztere werden wir in Lemmas 11.2.7 und 11.2.8 einsetzen, um die Ver-teilung gewisser Funktionale des Brown's
hen Pfades zu ermitteln; es werden Ergebnisse ausAbs
hnitt 11.1 hilfrei
h sein.Im Laufe des Beweises von Satz 11.2.4 muss die Kompaktheit gewisser Teilmengen von
C0([0, 1]) gezeigt werden. Das geeignete Kriterium liefert der folgende berühmte Satz aus derFunktionalanalysis. Wir führen die folgende Maÿgröÿe für die Stetigkeit einer Funktion ein:

wδ(f) = sup
{
|f(s) − f(t)| : s, t ∈ [0, 1], |s − t| ≤ δ

}
, f : [0, 1] → R, δ > 0. (11.2.4)Eine Funktion f : [0, 1] → R ist also genau dann glei
hmäÿig stetig, wenn limδ↓0 wδ(f) = 0 ist.Satz 11.2.5 (Arzelà-As
oli). Eine Teilmenge K von C([0, 1]) hat genau dann einen kompaktenAbs
hluss, wenn gelten:

(i) sup
f∈K

|f(0)| <∞ und (ii) lim
δ↓0

sup
f∈K

wδ(f) = 0.Beweise �nden si
h in vielen Lehrbü
hern der Funktionalanalysis. Wenn wir nun die Stra�heitder Folge (B(n))n∈N zeigen wollen, so ist nur die Eigens
haft (ii), die glei
hmäÿige glei
hgradigeStetigkeit von K, zu bea
hten, denn die B(n) starten alle in Null. Die Aufgabe lautet also, zujedem ε > 0 eine kompakte Menge K ⊂ C0([0, 1]) zu �nden, so dass P(B(n) ∈ Kc) < ε für jedes
n ∈ N gilt.Wir geben nun einen Beweis von Satz 11.2.4. Zunä
hst passen wir die Aussage des Satzesvon Arzelà-As
oli auf die Stra�heit von (B(n))n∈N an:



192 KAPITEL 11. IRRFAHRTEN UND DIE BROWNSCHE BEWEGUNGLemma 11.2.6. Sei (µn)n∈N eine Folge von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen auf C0([0, 1]). Falls gilt:
lim
δ↓0

lim sup
n→∞

sup
t∈[0,1−δ]

1

δ
µn

({
f ∈ C0 : sup

s∈[t,t+δ]
|f(t) − f(s)| ≥ η

})
= 0, η > 0, (11.2.5)so ist (µn)n∈N stra�.Beweis. Wir ma
hen uns zunä
hst klar, dass es genügt, für jedes ε, η > 0 ein δ > 0 und ein

n0 ∈ N zu �nden mit
µn({f : wδ(f) > η}) ≤ ε, n ≥ n0. (11.2.6)Dies wenden wir nämli
h für gegebenes ε > 0 und jedes k ∈ N an auf ε ersetzt dur
h ε2−k−1 und

η ersetzt dur
h 1/k und erhalten ein δk > 0 und n0(k) ∈ N mit µn({f : wδk
(f) > 1/k}) ≤ ε2−k−1für jedes n ≥ n0(k). Da limδ↓0 wδ(f) = 0 für jedes f gilt, kann man na
h eventueller Verkleinerungvon δk davon ausgehen, dass die Unglei
hung µn({f : wδk

(f) > 1/k}) ≤ ε2−k−1 sogar für jedes
n ∈ N gilt. Na
h dem Satz 11.2.5 von Arzelà-As
oli hat die Menge

K = Kε =
⋂

k∈N

{
f : wδk

(f) ≤ 1

k

}kompakten Abs
hluss, und es gilt
µn(K

c
) ≤ µn(Kc) ≤

∑

k∈N

µn

({
f : wδk

(f) >
1

k

})
≤

∑

k∈N

ε2−k−1 ≤ εfür alle n ∈ N. Also folgt die Stra�heit von (µn)n∈N.Seien also ε, η > 0 vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung in (11.2.5) haben wir ein δ0 > 0und ein n0 ∈ N mit
1

δ0
µn

({
f ∈ C0 : sup

s∈[t,t+δ0]
|f(t) − f(s)| ≥ η

2

})
≤ ε

3
, n ≥ n0, t ∈ [0, 1 − δ0].Sei m ∈ N minimal mit 1/m < δ0. Wir setzen δ = 1

2m . Mit diesem δ und dem soeben gewählten
n0 zeigen wir nun, dass (11.2.6) erfüllt ist.Für jedes f ∈ C0 mit wδ(f) ≥ η gibt es t, s ∈ [0, 1] mit t < s und |f(t) − f(s)| ≥ η und
|t− s| < δ. Weiterhin existiert ein k ∈ N0 mit k ≤ 2m− 2 und k

2m ≤ t < s ≤ k
2m + 2δ = k

2m + 1
m .Dann ist |f(t)−f( k

2m)| ≥ η
2 oder |f(s)−f( k

2m)| ≥ η
2 . Aus diesen Überlegungen folgt die Inklusion

{f : wδ(f) ≥ η} ⊂
2m−2⋃

k=0

{
f : sup

s∈[ k
2m

, k
2m

+ 1
m

]

∣∣∣f(s) − f
( k

2m

)∣∣∣ ≥ η

2

}
.Also folgt für jedes n ≥ n0:

µn({f : wδ(f) ≥ η}) ≤ (2m− 1)δ0
ε

3
≤ (2 + δ0)

ε

3
≤ ε.Dies zeigt, dass (11.2.6) erfüllt ist, und beendet den Beweis.Beweis von Satz 11.2.4. Wir müssen also nur das Kriterium in (11.2.5) für die Verteilungen

µn = P ◦ (B(n))−1 der Polygonzüge B(n) veri�zieren. Seien η, δ > 0 und t ∈ [0, 1 − δ]. Für unsereWahl von µn ist natürli
h
µn

({
f ∈ C0 : sup

s∈[t,t+δ]
|f(t) − f(s)| ≥ η

})
= P

(
sup

s∈[t,t+δ]
|B(n)(t) −B(n)(s)| ≥ η

)
.
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hten das Supremum in Termen der Irrfahrt ausdrü
ken und zeigen nun, dass gilt:
P
(

sup
s∈[t,t+δ]

|B(n)(t) −B(n)(s)| ≥ η
)
≤ P

( 1√
n

⌊3nδ⌋
max
i=1

|Si| ≥
η

2

) (11.2.7)Da B(n) ein Polygonzug ist, ist für t, s ∈ 1
nN0 und t < s einfa
h

sup
s∈[t,t+δ]

|B(n)(t) −B(n)(s)| =
1√
n

(s−t)n
max
i=0

|S⌊nt⌋+i − S⌊nt⌋|.Im Allgemeinen gibt es j, k ∈ {0, . . . , n} mit k < j und k
n ≤ t < k+1

n sowie j−1
n < t + δ ≤ j

n .Dann gilt für jedes s ∈ [t, t+ δ]:
|B(n)(t) −B(n)(s)| ≤

∣∣∣B(n)(t) −B(n)

(k
n

)∣∣∣ +
j−k
max
i=1

∣∣∣B(n)

(k + i

n

)
−B(n)

(k
n

)∣∣∣

≤ 2
j−k
max
i=1

∣∣∣B(n)

(k + i

n

)
−B(n)

(k
n

)∣∣∣.Also folgt
sup

s∈[t,t+δ]
|B(n)(t) −B(n)(s)| ≤ 2

j−k
max
i=1

∣∣∣B(n)

(k + i

n

)
−B(n)

(k
n

)∣∣∣ =
2√
n

j−k
max
i=1

|Sk+i − Sk|.Wegen j − k − 2 ≤ nδ gilt j − k ≤ 3nδ für alle genügend groÿen n, also können wir die re
hteSeite gegen 2max
⌊3nδ⌋
i=1 |Sk+i −Sk|/

√
n abs
hätzen. Die Verteilung dieser Zufallsgröÿe hängt abergar ni
ht von k ab. Also ist (11.2.7) bewiesen.In (11.2.7) substituieren wir nun m = ⌊3nδ⌋, also müssen wir zum Beweis von (11.2.5) nurno
h zeigen:

lim
δ↓0

1

δ
lim sup
m→∞

P
(

m
max
i=1

|Si| ≥
η√
δ

√
m

)
= 0, η > 0. (11.2.8)Den Beweis von (11.2.8) werden wir auf eine Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes zurü
kführen, indem wir zeigen:

P
(

m
max
i=1

|Si| ≥ λ
√
m

)
≤ 2P(|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m), m ∈ N, λ > 0. (11.2.9)Tatsä
hli
h folgt aus einer Anwendung von (11.2.9) und Satz 8.3.19 (es sei Φ die Verteilungs-funktion der Standardnormalverteilung):

1

δ
lim sup
m→∞

P
(

m
max
i=1

|Si| ≥
η√
δ

√
m

)
≤ 2

δ
lim sup
m→∞

P
( |Sm|√

m
≥ η√

δ
−

√
2
)

=
4

δ
Φ

(√
2 − η√

δ

)
.Die re
hte Seite vers
hwindet für δ ↓ 0, wie man lei
ht sieht. Also folgt (11.2.8) aus (11.2.9).Nun beweisen wir (11.2.9).1 Wir dürfen λ > √

2 voraussetzen. Die Ereignisse
Aj =

j−1⋂

i=1

{|Si| < λ
√
m} ∩ {|Sj| ≥ λ

√
m}, j = 1, . . . ,m,1Man bea
hte, dass im Spezialfall der einfa
hen Irrfahrt (11.2.9) sehr lei
ht aus Satz 11.1.4 folgt.
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i=1 |Si| ≥ λ

√
m} =

⋃m
j=1Aj . Es gilt

P(A) = P
(
A ∩ {|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m}

)
+ P

(
A ∩ {|Sm| < (λ−

√
2)
√
m}

)

≤ P(|Sm| ≥ (λ−
√

2)
√
m) +

m−1∑

j=1

P
(
Aj ∩ {|Sm| < (λ−

√
2)
√
m}

)
,da Am ∩ {|Sm| < (λ−

√
2)
√
m} = ∅. Für j = 1, . . . ,m− 1 gilt

Aj ∩ {|Sm| < (λ−
√

2)
√
m} ⊂ Aj ∩ {|Sm − Sj| >

√
2m}.Da die Ereignisse Aj und {|Sm − Sj| >

√
2m} unabhängig sind, folgt aus dem Obigen

P(A) ≤ P(|Sm| ≥ (λ−
√

2)
√
m) +

m−1∑

j=1

P(Aj)P(|Sm − Sj| >
√

2m).Wegen
P(|Sm − Sj| >

√
2m) ≤ 1

2m
E

[( m∑

k=j+1

Xk

)2]
=

1

2m

m∑

k=j+1

E[X2
k ] ≤ 1

2kann die re
hte Seite weiter abges
hätzt werden dur
h
P(A) ≤ P(|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m) +

1

2

m−1∑

j=1

P(Aj) ≤ P(|Sm| ≥ (λ−
√

2)
√
m) +

1

2
P(A).Daraus folgt (11.2.9), was den Beweis des Satzes 11.2.4 von Donsker beendet.Wir wollen den Satz von Donsker anwenden, um exemplaris
h die Verteilung zweier Funk-tionale der Brown's
hen Bewegung zu identi�zieren. Dabei erhalten wir au
h die asymptotis
heVerteilung der entspre
henden Funktionale der zugrundeliegenden Irrfahrten. Wie immer sei Φdie Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.Lemma 11.2.7 (Verteilung des Maximums). Sei Sn = X1 + · · · + Xn eine Irrfahrt auf Rmit unabhängigen, identis
h verteilten standardisierten S
hritten X1,X2, . . . . Dann gilt für jedes

x ∈ R

P
(

max
t∈[0,1]

Bt ≤ x
)

= lim
n→∞

P
( 1√

n

n
max
i=1

Si ≤ x
)

= max{2Φ(x) − 1, 0}. (11.2.10)Beweis. Natürli
h können wir x ≥ 0 voraussetzen. Wir betra
hten h : C0 → R, de�niert dur
h
h(f) = maxt∈[0,1] f(t). O�ensi
htli
h ist h stetig, und wir haben h(B) = maxt∈[0,1]Bt sowie
h(B(n)) = maxn

i=0 Si/
√
n. Also ist die erste Glei
hung in (11.2.10) eine direkte Folge aus demDonsker's
hen Invarianzprinzip, zusamen mit dem Continuous mapping theorem, Satz 8.2.11.Um die zweite zu zeigen, benutzen wir, dass wir ohne Eins
hränkung die S
hrittverteilung derIrrfahrt wählen dürfen, denn der Grenzwert hängt ni
ht davon ab. Also wählen wir die einfa
heIrrfahrt, wo Xi die Werte 1 und −1 jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit 1

2 annimmt. Hier kommt unsSatz 11.1.4 zu Pass, na
h dem gilt (man bea
hte, dass wegen Symmetrie h(B(n)) in Verteilungglei
h −Mn/
√
n ist):
P(h(B(n)) ≥ x) =

∑

j≥x
√

n

P(Mn = −j) =
∑

j≤−x
√

n

Pn(Sn ∈ {j, j − 1})

= 2P(Sn > x
√
n) + P(Sn = ⌊−x√n⌋).
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hten Seite ist (wenn er ni
ht sowieso s
hon Null ist) hö
hstens von derOrdnung 1/
√
n, und der erste konvergiert na
h dem Zentralen Grenzwertsatz gegen 2(1−Φ(x)).Daraus folgt die zweite Glei
hung in (11.2.10) für die einfa
he Irrfahrt.Die zweite Anwendung betri�t das Lebesguemaÿ der Menge der Zeitpunkte, die die Brown'-s
he Bewegung im Positiven verbringt:Lemma 11.2.8 (Ar
ussinus-Gesetz für die Browns
he Bewegung). Sei Sn = X1 + · · · + Xneine Irrfahrt auf R mit unabhängigen, identis
h verteilten standardisierten S
hritten X1,X2, . . . .Dann gilt für jedes x ∈ [0, 1]

P
(∣∣{t ∈ [0, 1] : Bt ≥ 0

}∣∣ ≤ x
)

= lim
n→∞

P
( 1

n

n∑

i=1

1l{Si≥0} ≤ x
)

=
2

π
arcsin

√
x. (11.2.11)Beweis. Wir betra
hten die Abbildung h : C0 → [0, 1], de�niert dur
h h(f) = |{t ∈ [0, 1] : f(t) ≥

0}|. Leider ist h ni
ht stetig, aber immerhin ist seine Unstetigkeitsmenge Uh eine Nullmenge, wiewir glei
h sehen werden.Aber zunä
hst zeigen wir die Messbarkeit von h. Die Abbildung ψ : C0 × [0, 1] → R, de�niertdur
h ψ(f, t) = f(t), ist stetig, also BC0×[0,1]-B-messbar. Wie im Beweis von Lemma 8.2.9 beweistman, dass BC0×[0,1] = BC0 ⊗ B[0,1] gilt. Sei A = {(f, t) : f(t) ≥ 0} = ψ−1([0,∞)) ∈ BC0 ⊗ B[0,1].Wegen h(f) = |{t ∈ [0, 1] : (f, t) ∈ A}| ist h messbar bezügli
h BC0 .Nun zeigen wir, dass Uh in {f : |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| > 0} enthalten ist. Sei f ∈ C0mit |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| = 0, und sei (fn)n∈N eine Folge in C0 mit fn → f im Sinne derSupremumsmetrik. Dann gilt 1l[0,∞)(fn(t)) → 1l[0,∞)(f(t)) für fast alle t ∈ [0, 1]. Na
h dem Satzvon Lebesgue über majorisierte Konvergenz folgt
lim

n→∞
h(fn) = lim

n→∞

∫

[0,1]
1l[0,∞)(fn(t)) dt =

∫

[0,1]
1l[0,∞)(f(t)) dt = h(f).Also gilt {f : |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| > 0}c ⊂ Uc

h.Nun zeigen wir, dass {f : |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| > 0} eine Nullmenge bezügli
h des Wiener-Maÿes µ = P ◦ B−1 ist. (Die Messbarkeit von |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| zeigt man wie oben.) MitHilfe des Satzes von Fubini sieht man
∫

C0

|{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}|µ(df)

=

∫

C0

∫

[0,1]
1lf(t)=0 dt µ(df) =

∫

[0,1]

∫

C0

1lf(t)=0 µ(df) dt

=

∫

[0,1]
µ({f : f(t) = 0}) dt =

∫

[0,1]
P(Bt = 0) dt.Die re
hte Seite ist in der Tat Null, denn Bt hat ja eine Di
hte für jedes t > 0. Also habenwir gezeigt, dass die Zufallsgröÿe f 7→ |{t ∈ [0, 1] : f(t) = 0}| den Erwartungswert Null unter µbesitzt. Da sie ni
htnegativ ist, ist sie also glei
h Null fast si
her, d. h., µ({f : |{t ∈ [0, 1] : f(t) =

0}| > 0}) = 0.Das heiÿt, dass wir gezeigt haben, dass h µ-fast überall stetig ist. Also kann das Continuousmapping theorem auf h angewendet werden. Na
h Lemma 8.2.11(b) konvergiert h(B(n)) also in



196 KAPITEL 11. IRRFAHRTEN UND DIE BROWNSCHE BEWEGUNGVerteilung gegen h(B) = |{t ∈ [0, 1] : Bt ≥ 0}|. Man sieht lei
ht, dass
1

n

n∑

i=1

1l{Si≥0} =

∫ 1

0
1l{S⌈tn⌉≥0} dt = h

(
n−

1
2S⌈·n⌉

)
,und ein klein wenig Arbeit (Übungsaufgabe) ist nötig um einzusehen, dass die Di�erenz zwis
hendiesem und h(B(n)) in Wahrs
heinli
hkeit gegen Null konvergiert. Also haben wir die erste Glei-
hung in (11.2.11). Für die einfa
he Irrfahrt folgt die zweite Glei
hung aus Satz 11.1.8. Da dieGrenzverteilung ni
ht von der S
hrittverteilung abhängt, ist das Lemma bewiesen.
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