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Wahrscheinlichkeitstheorie I: Trainingsblatt

Dieses Blatt enthélt Aufgaben zum Stoff der Blatter 1 bis 12 und soll dem Training fiir die Klausur am
19. Juli dienen. Es wird ausdriicklich keine Aussage Uber die Relation der Schwierigkeit dieser Aufga-
ben zu den Klausuraufgaben gemacht. Auch wird keine Aussage dariiber gemacht, ob die Verteilung
der Themen der Klausuraufgaben dhnlich der dieses Trainingsblattes sei.

Die ersten vier Aufgaben sind bepunktet und gelten als zusétzlich erreichbare Punkte zu den 56 gefor-
derten Punkten aus den Bléatter 8 bis 14. Die Abgaben Derjenigen, die dieses Kriterium knapp nicht
erfiillt haben, werden von den Ubungsgruppenleitern bepunktet.

AUFGABE 0.1 (4 Punkte) — Sei (X;);en eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter, zentrierter

ZufallsgroRen mit Varianz Eins. Ferner sei f: R — R zweimal stetig differenzierbar mit f/(0) # 0,
so dass f” beschrankt ist. Zeigen Sie, dass
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fur n — oo schwach gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

AUFGABE 0.2 (4 Punkte) — Sei X Cauchy-verteilt mit Dichte f(x) = (7(1+22))~!, z € R. Zeigen
Sie, dass dann (1 + X2)~! die Arcussinus-Verteilung hat.

(Die Arcussinus-Verteilung besitzt die Verteilungsfunktion ¢ — 2 arcsin v/.)

AUFGABE 0.3 (4 Punkte) — Sei K = {(z,y,2) € R3|: 2% + y? + 22 < R} die Kugel vom Radius
R um den Ursprung im R3. Ein Punkt X € K werde nach der Gleichverteilung gewahlt. Bestimmen
Sie eine Dichte von | X|.

AUFGABE 0.4 (4 Punkte) — Es seien € R? und C eine reelle, symmetrische positiv definite d x
d-Matrix. Sei X ein N (u, C)-verteilter Zufallsvektor. Ermitteln Sie fiir jede m x d-Matrix A die
Verteilung von AX.

AUFGABE 0.5 LOKALE NORMALAPPROXIMATION FUR DIE POISSON-VERTEILUNG. Es sei a €
(0,00), und firn € Nund k € Ny sei z,,(k) = (k—an)/+/an. Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € (0, c0)

gilt:
m  max Y0Pk 1
n—00 keNp: |zn (k)|<c ‘P(mn(kj))

wobei ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung ist.
AUFGABE 0.6 Essei (X;);cn eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter ZufallsgroRen. Es existie-

re ein a € R mit X; < a fast sicher fiir alle ¢ € N. Zeigen Sie, dass es dann ein b € R gibt, so dass
max{X1,...,X,} fir n — oo schwach gegen b konvergiert, und charakterisieren Sie b.



AUFGABE 0.7 Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f, g € £2. Zeigen Sie, dass die Kova-
rianz von f und g mit Hilfe zweier unabhangiger ZufallsgroRen X und Y mit Verteilung IP geschrieben
werden kann als

1
cov(f,g) = SE[(f(X) = F(V))(9(X) = g(Y))].
Folgern Sie daraus, dass im Fall (2, F) = (R, B), wenn f und g beide monoton wachsend sind, gilt:
cov(f,g) > 0,d.h., dass f und g positiv korreliert sind.

AUFGABE 0.8 Beim zweimaligen Wurf mit einem fairen Tetraeder-Wiirfel, dessen Flachen mit 1,2,3
und 4 beschriftet sind, bezeichne X die Summe und Y das Maximum der jeweils unten liegenden
Augenzahl.

1. Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von X und Y.

2. Konstruieren Sie zwei Zufallsvariable X’ und Y’ mit den selben Verteilungen wie X und Y, so
dass jedoch X + Y eine andere Verteilung hat als X’ + Y.

AUFGABE 0.9 Zeigen Sie ohne Verwendung von Ergebnissen aus der Vorlesung, dass flr je drei
Ereignisse A, B und C gelten:

1. Falls A und B unabhéngig sind, so auch A und B¢,

2. Falls A, B und C unabhéngig sind, so auch A U B und C.

AUFGABE 0.10 Anton und Brigitte vereinbaren ein faires Spiel iber sieben Runden. Jeder zahlt fiinf
Euro als Einsatz, der Gewinner soll die gesamten zehn Euro erhalten. Nach fiinf Runden stehtes 2 : 3
flir Brigitte. Stellen Sie ein geeignetes Modell auf, in dem Sie die Gewinnwahrscheinlichkeiten von
Anton und Brigitte berechnen.



