
LÖSUNGSSKIZZEN ZUR ÜBUNGSSCHEINKLAUSUR

ZUR VORLESUNG MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Aufgabe 1 µ : F → [0,∞] (1 P.) und µ(∅) = 0 (1 P.) sind klar. Zur σ-Additivit ät: Sei (Ak)k∈N

eine Folge paarweise disjunkter messbarer Mengen. Dann gilt wegen Monotonie

µ
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µn(Ak) =: (∗). (2P.)

Wegen µn(Ak) ≤ µ(Ak) f ür jedes n, k gilt (∗) ≤ supn∈N
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F ür jedes N ∈ N gilt (∗) ≥ limn→∞
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also auch (∗) ≥ ∑

k∈N µ(Ak) (3 P.), und dies zeigt die σ-Additivit ät.

Aufgabe 2 Nach dem Cavalieri’schen Prinzip ist
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(2P.).

Aufgabe 3 Da C ⊂ σ(C), gilt σ(C) ⊂ σ(σ(C)), also gilt ‘⊂’. (4 P.)
σ(σ(C)) ist enthalten in jeder σ-Algebra, die σ(C) enth ält (3 P.). Da σ(C) eine solche ist, ist
σ(σ(C)) auch in ihr enthalten, und das zeigt die umgekehrte Inklusion. (3 P.)

Aufgabe 4 O.B.d.A. ist µ nicht das Nullmaß. Die Abbildung p 7→ ‖f‖p ist wachsend, denn f ür
1 ≤ p ≤ q gilt auf Grund der H ölder’schen Ungleichung mit 1/(q/p) + 1/[q/(q − p)] = 1:

‖f‖p =
(
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1lΩ|f |p dµ
)1/p

≤
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qp/(q−p)
Ω dµ

)(q−p)/qp(
∫

|f |q dµ
)1/q

≤ ‖f‖q,

wobei im letzten Schritt µ(Ω) ≤ 1 benutzt wurde. Alternativ kann man die Jensen’sche Unglei-
chung f ür das W’-Maß P = µ/µ(Ω) und die konvexe Abbildung y 7→ yq/p benutzen:

‖f‖p = µ(Ω)1/pE(|f |p)1/p ≤ µ(Ω)1/pE(|f |q)1/q = ‖f‖qµ(Ω)1/p−1/q ≤ ‖f‖q,

da 1
p
− 1

q
≥ 0. Also ist supp∈[1,∞) ‖f‖p = limp→∞ ‖f‖p. (5 P.)

Sei A ∈ F mit |f | ≤ ‖f‖∞ auf A und µ(Ac) = 0. Dann ist f ür jedes p ∈ [1,∞):

‖f‖p =
(

∫

A

|f | dµ
)1/p

≤
(

∫

A

‖f‖∞ dµ
)1/p

≤ µ(A)1/p‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞. (5P.)

Aufgabe 5 Man identifiziert das Maß λ[0,1] ◦ 1l−1
R\Q

als das Dirac-Maß δ1 (insges. 7 P.), indem
man es auf eine Menge A anwendet und die Fallunterscheidung 1 ∈ A und 1 /∈ A macht und
beachtet, dass λ[0,1]((R \ Q) ∩ [0, 1]) = 1 (2 P.) sowie λ[0,1](Q ∩ [0, 1]) = 0 (2 P.) gilt. Also ist

∫

f dλ[0,1] ◦ 1l−1
R\Q

=

∫

f dδ1 = f(1) = 2. (3P.)



Alternativ kann man die Integrationsformel f ür das Bildmaß benutzen:
∫

f dλ[0,1] ◦ 1l−1
R\Q

(5P.)
=

∫

f(1lR\Q(x)) λ[0,1](dx)
(3P.)
=

∫

[0,1]

f(1) dλ[0,1] = f(1) = 2, (2P.)

denn die Funktion f ◦ 1lR\Q ist λ[0,1]-fast überall gleich f(1).

Aufgabe 6 Wegen
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existiert das uneigentliche Riemann-Integral über (0,∞) nicht, wegen (Anti-)Symmetrie auch
nicht über R. (2 P.) Da der Integrand stetig ist, also über jedes Kompaktum Riemann- und daher
auch Lebesgue-integrierbar ist, existiert sein Lebesgue-Integral über R ebenfalls nicht. (3 P.)

Aufgabe 7 Mit Hilfe des Transformationssatzes f ür lineare Funktionen und des Satzes über
rotationssymmetrische Funktionen erh ält man

∫

Rd

e−‖Ax‖‖Ax‖1−d λd(dx)
(4P.)
=
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| det(A)|

∫
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e−‖y‖‖y‖1−d λd(dy)

(4P.)
=

1

| det(A)|

∫ ∞
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(2P.)
=
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| det(A)| ,

wobei τd = πd/2/Γ(d
2

+ 1) das Volumen der Einheitskugel ist.

Aufgabe 8 Mit Hilfe der Dreiecksungleichung (Minkowski-Ungleichung) und der H ölder’schen
Ungleichung erh ält man f ür jedes n ∈ N:

‖fngn − fg‖1
(2P.)
= ‖fn(gn − g) + g(fn − f)‖1

(3P.)

≤ ‖fn(gn − g)‖1 + ‖g(fn − f)‖1

(3P.)

≤ ‖fn‖p‖gn − g‖q + ‖g‖q‖fn − f‖p.

Da (‖fn‖p)n∈N wegen ‖fn‖p ≤ ‖f‖p + ‖fn − f‖p beschr änkt ist (2 P.), konvergiert die rechte
Seite gegen Null, also konvergiert fngn im ersten Mittel gegen fg.

Aufgabe 9 wffw


