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Mal3- und Integrationstheorie: Trainingsblatt

Dieses Blatt enthdlt Aufgaben zum Stoff der Blétter 1 bis 12 und soll dem Training fir die Klausur
am 26. Januar dienen. Es wird ausdriicklich keine Aussage Uber die Relation der Schwierigkeit die-
ser Aufgaben zu den Klausuraufgaben gemacht. Auch wird keine Aussage dariiber gemacht, ob die
Verteilung der Themen der Klausuraufgaben dhnlich der dieses Trainingsblattes sei.

AUFGABE 0.1 — Es sei —oo < a < b < oo, und es sei f: [a,b] — R integrierbar beziglich des
Lebesgue-MaRes A auf [a, b]. Wir betrachten F: [a, b] — R, gegeben durch F(z) = [ 1y, ,f dX.

(i) Zeigen Sie, dass F'in [a, b] stetig ist.
(i) Zeigen Sie, dass F'in xq € [a, b] differenzierbar ist, wenn f in x stetig ist.

AUFGABE 0.2 — Berechen Sie den Wert des Integrals fQ x9A4(dx), wobei A\, das Lebesgue-Maf
auf dem R* ist und

Q={z¢€ R*: 21 € (0,1), 29 € (0,2),0 < x3 < 21,0 < 24 < Tox3}, x = (21, 22,23, 24).

AUFGABE 0.3 — Berechnen Sie das Volumen des Korpers im R2, der begrenzt wird von der Fliche
F={(z,y,2) € R®: 2 = 22 + 42} und von der Ebene E = {(x,y,2) € R®: 2z = 4 — 3z}.
AUFGABE 0.4 —

(i) Berechnen Sie den Wert des Integrals
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(i) Essei C = (c; ;)i eq1,2) €ine symmetrische positiv definite reelle Matrix und ¢(z) = (x, C'z)
fiir z € R2. Berechnen Sie den Wert des Integrals
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AUFGABE 0.5 — Entscheiden Sie fiir jedes « € R, ob die Funktion z — [|z| =@ im £1(\g k) liegt,
wobei A4 x das Lebesgue-MaRB auf der d-dimensionalen Einheitskugel K = {x € R9: ||z|| < 1} ist.

wobei K, = {x € R?: q(x) < 1}.

AUFGABE 0.6 Esseiend,n € Nmit1 < d < n, und es seien aq, ...,a, € R? paarweise verschie-
dene Punkte. Wir setzen f(x) = [[, |z — a;| fur = € RY. Zeigen Sie, dass 1/f im £1(\,) liegt,
d. h. dass 1/ f iiber den ganzen R¢ integrierbar ist.

AUFGABE 0.7 — Sei 2 eine iberabzéhlbare Menge und F = o({w}: w € ). Zeigen Sie, dass gilt:

F ={A C Q: Aist abzéhlbar oder A€ ist abzéhlbar.}.



AUFGABE 0.8 — Finden Sie ein Beispiel dafir, dass die Vereinigung zweier o-Algebren keine o-
Algebra ist. Versuchen Sie dabei, mit einer mdoglichst kleinen Grundmenge auszukommen.

AUFGABE 0.9 — Es sei €2 eine abzahlbare Menge und
F ={A C Q: Aistendlich oder A° ist endlich. }.

Ferner definieren wir pi: F — [0, 00] durch u(A) = 0, falls A endlich ist, und p(A) = oo sonst.
Zeigen Sie, dass p ein in () stetiger Inhalt ist, aber kein PramabR.

AUFGABE 0.10 — Betrachte ¢(x) = |x| fir 2 € R. Zeigen Sie, dass eine Borel-messhare Abbildung
f: R — R genau dann messbar beziglich o () ist, wenn f gerade ist (d. h. f(z) = f(—=x) fur jedes
x € R erfillt).

AUFGABE 0.11 — Es sei 1 die Exponentialverteilung auf R, d. h. 1« habe die Dichte ¢ — e "1 ) (t).
Charakterisieren Sie das Bildmal von g unter der Abbildung = — «x fir jedes a € R.

AUFGABE 0.12 — Es sei (2, F, i) ein MaBraum und f: Q — (0, 00), so dass das Bildmaf g o f~*
die Dichte ¢ besitze. Ermitteln Sie die Dichte des BildmaRes y o \/T_l

AUFGABE 0.13 — Es sei (Q, F, 1) ein Mallraum und f: © — [0, oo] eine nichtnegative messbare
Funktion mit [, fdu < oco. Zeigen Sie, dass dann das MaB der Menge {f > &} fiir jedes ¢ > 0
endlich ist.

AUFGABE 0.14 — Sei (2, F, u1) ein MaBraum und f € £!(u). Zeigen Sie, dass zu jedem ¢ > 0 ein
& > 0 existiert, so dass fiir jedes A € F mit u(A) < dgilt: | [, fdu| <e.

Hinweis: Betrachten Sie zunachst beschranktes f.

AUFGABE 0.15 — Prifen Sie firr jedes o € R die Funktion z — sin(z®) auf Lebesgue-Integrierbarkeit
sowie auf uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit liber R.

AUFGABE 0.16 — Es seien p € (0,1) und ¢ € (—o0,0) mit 1 + 1 = 1. Ferner sei (2, F, ) ein
MaRraum und £, g:  — R zwei messbare numerische Funktionen, so dass {g = 0} \ {f = 0} eine
u-Nullmenge ist. Zeigen Sie, dass dann gilt:

/Ifgldu > </Iflpdu)l/p(/lglqdu)l/q,

falls [ |g]?dp < oc.



