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Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei .A eine Teil-o-Algebra von F.
AUFGABE 2.1 (BEDINGTE CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG) Zeigen Sie, dass flr alle quadrat-
integrierbaren ZufallsgréBRen X, Y gilt:
E[XY | A? <E[X?| AE[Y? | A].
4 Punkte

AUFGABE 2.2 (REDUKTION DER VARIANZ) Es sei X eine quadratintegrierbare ZufallsgroRe. Zei-

gen Sie, dass die Varianz von E[X | A] nicht groRer ist als die von X.
2 Punkte

AUFGABE 2.3 Sein € N fest, und sei G,, die Menge aller Permutationen von 1, ..., n. Wir erinnern
daran, dass B,, die Borel-o-Algebra auf dem R™ ist. Betrachte das System
A= {A €B,:Voeg, gl't (xl,... ,xn) €A— (xg(l),... ,$J(n)) S A}
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (R™, B,,,P), wobei P = p®™ das n-fache ProduktmaR
des WahrscheinlichkeitsmaBes 1 auf (R, B) ist.
1. Zeigen Sie, dass A eine Teil-o-Algebra von B,, ist.

2. Zeigen Sie, dass fiir jede ZufallsgroBe X € £!(IP) die Abbildung

1
(.%'1,...,$n) — E Z X(wa(l)w"vxa(n))
0’6677,

fast sicher gleich dem bedingten Erwartungswert von X gegeben A ist.
5 Punkte

AUFGABE 2.4 Sei IP ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (IR, B) mit Lebesgue-Dichte f, und sei Y €
LY(R, B,P). Ferner sei
C={DU(-D): D € B([0,))}

die o-Algebra der am Nullpunkt gespiegelten Mengen, wobei B([0, cc)) die Spur-Borel-o-Algebra
auf [0, 00) seiund (—D) = {—=x: x € D}. Betrachte die Zufallsgroe Z, definiert durch

B {Wf(x)”(x)f(x) falls f(z) + f(—z) >0,

Z(z) = f@)+f(==) ’
0 sonst.

1. Zeigen Sie, dass Z = E[Y" | C] fast sicher.

2. Bestimmen Sie P([1, 3] | C) in dem Fall, wo f eine gerade Funktion ist.
5 Punkte



