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Abgabe in den Übungen vom 20. bis 25. Oktober 2005

AUFGABE 1.1 Es sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen reellwertigen Zufallsgrößen. Zeigen
Sie, dass die Cesaro-Grenzwerte
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fast sicher konstant sind (mit Werten in R ∪ {−∞,∞}). 4 Punkte

Sei (Ω,F , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei A eine Teil-σ-Algebra von F .

AUFGABE 1.2 (LINEARITÄT UND MONOTONIE DER BEDINGTEN ERWARTUNG) — Seien X und
Y zwei integrierbare Zufallsgrößen. Zeigen Sie, dass gilt:

(i) Für jedes λ ∈ R gilt E[λX + Y | A] = λE[X | A] + E[Y | A] fast sicher.

(ii) Falls X ≤ Y fast sicher, so gilt E[X | A] ≤ E[Y | A] fast sicher.

4 Punkte

AUFGABE 1.3 (BEDINGTE ERWARTUNG ALS ORTHOGONALPROJEKTION) Sei X eine quadratisch
integrierbare Zufallsgröße. Zeigen Sie, dass für jede A-messbare Zufallsgröße Y ∈ L2(P) gilt:

E[(X − Y )2] ≥ E[(X − E[X | A])2]

mit Gleichheit genau dann, wenn Y = E[X | A] fast sicher. 4 Punkte

AUFGABE 1.4 Das Intervall [0, 1] werde durch einen uniform verteilten Teilungspunkt X ∈ [0, 1] in
zwei Teile zerlegt. Danach werde das größere der beiden Teilintervalle erneut durch einen auf diesem
Teilintervall uniformen Punkt Y zerlegt. Es sei A das Ereignis, dass sich aus den drei Teilstücken ein
Dreieck konstruieren lässt. Geben Sie ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell an, und berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit von A. 4 Punkte
Hinweis: P(A) = E[P(A | X)].


