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AUFGABE 12.1 Essei N € N\ {1,2}und I = {1,..., N}. Weiter sei fir a,b,c € I

1, fallsa = b =c,
p(a,b,c) := ﬁ, falls #{a,b,c} = 3,
0 sonst.

Definiere fur n € N'\ {1} einen Markovkern K,, von I"™ nach I durch

Kn((ll, 77:11)7 Zn+1) = p(infl, in, Iin+1)) 7:1)"' 7in+1 el

Es sei 1 die Gleichverteilung auf I sowie Q5 := Q1 ® Q1 und Q41 := @, ® K, flr n > 2. Nach
dem Satz von lonescu Tulcea gibt es einen stochastischen Prozess (X, ),, dessen endlich dimensionale
Verteilungen die Q,, sind. Zeigen Sie:

(1) (Xp)n ist stationdr.
(ii) (Xn)n ist keine Markovkette.
(iii) (X5, Xny1)), isteine Markovkette auf I x 1.
4 Punkte

AUFGABE 12.2 Es sei P ein WahrscheinlichkeitsmaBl auf ([0, 1], By ;) und T'(z) := 22 fir 2 €
[0, 1]. Zeigen Sie, dass 7" genau dann Mal erhaltend ist, wenn P({0,1}) = 1 gilt.

Tipp zu ,,=““: Betrachten Sie P o 7"~"([z, 1]) fir z € (0,1) und n € N.
4 Punkte

AUFGABE 12.3 (i) Eine MaR erhaltende Transformation 7" auf (2, 7, P) heiflt schwach mischend,
falls

n—1

lim -3 P(ANTIB) =P(4)- P(B), A BeF.
n—oo n =

Zeigen Sie, dass T" ergodisch ist, wenn es schwach mischend ist.
(i) Es seien w©® = (0,1,0,1,...) € {0,1}" und w® = (1,0,1,0,...) € {0,1}" sowie ein
WabhrscheinlichkeitsmaB P auf {0, 1}" definiert durch
1
P =500 +dm)-

Zeigen Sie, dass der Verschiebungsoperator auf {0, 1}" ergodisch beziiglich IP ist und dass die
terminale o-Algebra 7., nicht P-trivial ist.
4 Punkte



AUFGABE 12.4 (SATZ VON HEWITT-SAVAGE) Es sei IP ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (RN, BY),
so dass die Projektionen 71, o, . .. unabhédngig und identisch verteilt sind. Mit &,, sei die Menge der
Permutationen von 1, . .., n bezeichnet. Fiir o € &,, sei T, : RY — RN definiert durch

Teiy, fallsje{l,...,n},
(To()); = { v
xj sonst.

Zeigen Sie, dass 7' Mal erhaltend ist und dass
C:={FeBY:T;'F=FfirallencNundo € &, }

eine P-triviale o-Algebra ist. 4 Punkte

Hinweis: Benutzen Sie Lemma 10.2.12, um ein F' € C mit einem Element der Algebra o(m1,...,m,)
zu approximieren. Zeigen Sie, dass P(F) = P(F)? gilt.



