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Zusammenfassung

Es ist bekanntermafen nicht immer die leichteste Ubung, zu einer ge-
gebenen Markovkette mit invarianter Verteilung die Mischzeit exakt
zu bestimmen. Um aber trotzdem eine Idee fiir die Grofenordnung der
Mischzeit zu erhalten, gibt es Konzepte zur Bestimmung von oberen
sowie unteren Schranken. Diese Konzepte unterscheiden sich stellen-
weise stark von einander, da ihnen oft schon im Ansatz verschiedene
Ideen zu Grunde liegen oder sie gar nur fiir eine bestimmte Art von
Markovketten anwendbar sind.

Ziel dieser Seminararbeit ist es, vier solcher Methoden zur Berech-
nung einer unteren Schranke fiir die Mischzeit einer Markovkette zu
liefern. Wir werden fiir jede dieser Schranken sehen, welche Idee zu
dieser Schranke fiihrte und auf welche Markovketten diese anwendbar
ist. Abschliefsend wenden wir alle erarbeiteten Theoreme auf ein kon-
kretes Beispiel an, welches alle nétigen Voraussetzungen erfiillen wird,
um die tatséchliche Berechnung in der Praxis zu erleben.

Quelle: "Markov Chains and Mixing Times’; D. Levin, Y. Peres, E. Wilmer

Im Folgenden betrachten wir stets eine Markovkette (X;)ien in diskreter
Zeit auf dem endlichen Zustandsraum 2. Die zugehérige Ubergangsmatrix
P sei stets irreduzibel und aperiodisch und 7 sei die invariante/stationére
Verteilung der Kette. Die Notation ||-|| bezeichne hier ausschliefslich den To-
talvariationsabstand. Erinnern wir noch einmal die Definition der Mischzeit
und starten dann mit der ersten unteren Schranke.

Definition 0.1. (Mischzeit einer Markovkette)
Zu einem selbstgewdhlten € €]0, 1] ist die Mischzeit definiert als

tmix(€) := min{t : d(t) < €},

; = Pi(z,-) —7l|.
wobei d(t) I;leaé(H (x,-) — 7|

1 Zahlschranke

Beginnen wir mit einer relativ universell anwendbaren und schnell ermittel-
ten Schranke. Allerdings bendtigt die sogenannte Zéhlschranke eine weite-
re Voraussetzung, die den Anwendungsbereich doch deutlich reduziert. Wir
kénnen diese Schranke nur fiir Markovketten ermitteln, deren invariante Ver-
teilung die Gleichverteilung auf €2 ist.

Die Idee dabei, ist folgende: Wenn nach ¢ Schritten die Anzahl der moéglichen
Zustédnde der Markovkette nicht anndhernd €2 entspricht, dann kann die Ver-
teilung zum Zeitpunkt ¢ natiirlich noch nicht nah der Gleichverteilung, also
der invarianten Verteilung, sein. Dieses ¢ kann also nicht die Mischzeit sein.
Wir definieren zunéchst die Menge aller erreichbaren Zustdnde von einem
Punkt aus.



Definition 1.1.

dowt () :== {y : P(z,y) > 0}| und A := meaécdout(x).

Uns geniigt die Grofte des Zustandsraums und, die eben definierte, maxima-
le Anzahl an erreichbaren Zustédnden von einem Punkt aus, um folgendes
Theorem zu formulieren.

Theorem 1.2. (Zihlschranke)

log(121(1 - ©))

i (€) >
tmix(€) 2 log A

Beweis.
Es sei QF := {y : P'(z,y) > 0} die Menge aller erreichbaren Zustinde in ¢
Schritten vom Punkt x aus.
Es ist klar, dass dann [QF| < Ax...x A=Al
—

t-mal

Sei € €]0, 1] beliebig aber fest. Falls Al < (1 — €)|Q] gilt:

1P (x,) = 7|| = sup |P(x, A) — w(A)| > P'(z,Q]) — ()
ACQ —
- i
Q

t
> 1— — > ¢, nach Voraussetzung.

it
Es gilt also: Al < (1 —-6)|Q] = ||Pi(z,-) —7|| > €
bzw. dquivalent: ||P!(z,-) —7||<e = Al>(1—¢)|Q
tmix(€) erfiillt nach der Definition der Mischzeit offensichtlich die linke Un-
gleichung, womit gilt: Atmix(€) > (1 — €)|Q].
Und damit folgt die Behauptung nach elementaren Umformungen und An-
wenden vom Logarithmus. O

Die Zahlschranke wird unter anderem benutzt, um die Mischzeit des Riffle
Shuffle beim Kartenmischen nach unten zu begrenzen. Aber auch elementare
mehrdimensionale Irrfahrten eignen sich fiir diese Schranke.

Eine konkrete Berechnung findet sich in Abschnitt 5.



2 Durchmesser-Schranke

Fiir die folgenden Schranken kénnen wir die zusétzliche Voraussetzung der
Zéhlschranke, beziiglich der invarianten Verteilung, wieder verwerfen.
Bevor wir den Begriff des Durchmessers einer Markovkette definieren kdn-
nen, miissen wir den Graphen der Kette verallgemeinern. Dazu konstruieren
wir einen ungerichteten Graphen mit der Knotenmenge €2 und fiigen jeweils
die Kante {x, y} hinzu, falls P(x,y) oder P(y,x) > 0. Wir bezeichnen dann
den maximalen Abstand zweier Knoten, also den Durchmesser des Graphen,
als den Durchmesser der Markovkette. Wobei "maximaler Abstand" bedeu-
tet, dass wir iiber alle kiirzesten Verbindungen der Knoten zueinander nach
dem Maximum suchen.

Das allein geniigt, um das folgende schwache, aber schnell ermittelte, Resul-
tat zu erhalten.

Theorem 2.1. (Durchmesser-Schranke)
Sei L der Durchmesser der Markovkette, und € < 1/2, dann gilt

tmix(€) > L/2.

Beweis.

Seien zg und gy Zustdnde mit Abstand L. Diese sind dann also mindestens
L Schritte der Markovkette von einander entfernt - falls sie sich {iberhaupt
treffen wiirden.

= PUED2) (g4, ) und PLED/2(y,, ) sind positiv auf disjunkten Men-
gen.

= (L~ 1)/2]) = mag [|PUD2) g, — PUDR) ) 720 1

)

Da d(t) und d(t) monoton fallend sind, ist klar, dass

dit)=1 Vt<|(L-1)/2].

Weiterhin gilt stets d(tmix(€)) < € und d(t) < 2d(t). Also d(tmix(€)) < 2e.
Haben also gezeigt: tnix(e) < |[(L—1)/2] = €e> %

bzw. dquivalent: € < 3 = tmix(e) > [(L —1)/2]

= tmix(€) > [(L—1)/2] +1> L/2. O

Fiir die Durchmesser-Schranke gibt es eigentlich keine typischen Anwen-
dungsbereiche, was sicherlich auch daran liegt, dass sich die Giite der Schran-
ke nicht mit Hilfe des € regulieren lasst. Nichtsdestotrotz lasst sich keine un-
tere Grenze so schnell und simpel berechnen wie diese, sofern sich ein Graph
zu gegebenem Zustandsraum visualisieren lasst.

Auch zu diesem Abschnitt folgt eine konkrete Berechnung in Abschnitt 5.



3 Flaschenhals-Verhaltnis

Wir stellen uns vor, dass eine Markovkette vorliegt, die auf einem Zustands-
raum wirkt, bei dem grofiere Teile des Raumes durch einen Engpass von ein-
ander getrennt sind (siehe Abb. 1). Dadurch wird die Konvergenzgeschwin-
digkeit natiirlich gehemmt. Um diesen Umstand zu nutzen, bendtigen wir
zunédchst die folgenden Definitionen und koénnen im Anschluss direkt die
Schranke angeben.

Abbildung 1: Skizze fiir den Graph einer Markovkette mit Flaschenhals

Definition 3.1. (Kanten-Maf)

Qa.y) = n(@)P(x.y), QAB = 3 Qay).

€A, yeEB

Gemék der Definition ist (A, B) hier also die Wahrscheinlichkeit, mit einem
Schritt von A nach B zu kommen, wenn wir in der invarianten Verteilung
starten.

Definition 3.2. (Flaschenhals- Verhdltnis)

Flaschenhals- Verhdltnis der Menge S C Q o(S) ::CW,
T
Flaschenhals-Verhdltnis der Markovkette ®y:= min ().
S: w(8)<35

Theorem 3.3. (Flaschenhals- Verhdaltnis)
1 1
tmix(€) 2 (2 6) o,

Beweis.

Setze zunichst mg(A) = 7(ANS) und pg(A) = ﬂf((;;).

Die erste Idee ist (x) 7(S)||usP —us|| als Q(S,S¢) zu identifizieren. Dazu
benutzen wir die folgenden zwei Bemerkungen (7) und (i7):

(1) Es gilt:  7(S)||usP —psll==(S) > (usP(y) — ps(y))-
ps P(y)>ps (y)
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und per Definition ist mg(y) = 7(S)us(y) bzw. 7sP(y) = n(S)usP(y).
Womit auberdem pusP(y) > pus(y) < wsP(y) > ms(y)-

(73) ms(y) ist nur positiv fir y € S und dann ist 7s(y) = 7(y). Fiir y € Q:

tsP(y) = Y ms(x)P(z,y) = > m(z)P(z,y) < > w(x)P(z,y) "= (y).

FISY) €S e

Fiir y € S war aber wg(y) = 7(y) , also 7sP(y) < ms(y) Yy € S.
und andererseits ms(y) =0 < mgP(y) Yy e S°.

Betrachte mit diesen Zwischenergebnissen noch einmal (x)

w($)nsP —usll L7(S) S (1P) — sly))

psP(y)>ps(y)
9 Y (P - W)
s P(y)>ms (y)
ii s (y)=0
DS (P - ) LY Pw)
yese yese
EN S w@Pay = Y Qlry) = Q(S.5).
yesSe xzes rES,yese

= |lusP — psl| = ©(9).
Eine Eigenschaft der Totalvariation liefert: ||usP—pus|| > ||us P*** —ps P||.
t—

1
Mit Hilfe der Teleskopsumme pgP?! — pg = > (MSPI€+1 — ,uSPk) folgt:
k=0

A t—1 t—1
lusP' = psll < X2 [las P4 = usPH| < 32 0(8) = t0(S)  (x0).
=0 =0

Gemék der Definition von @, sei ab hier 7(5) <

1
2
= lps =7l =2 7(5°) — ps(59) =m(5) =1—-m

(S) >3

A (%)
= 5 Sl =l < llus = ps P! + [lns P = al| < t®(S) + [|ps P — |

1
2
Also gilt fiir ¢t = tmix(€): % < tmix(€)P(S) + €

= (% - G)ﬁ < tmix(e)'

Wobei die Schranke nur schéarfer wird, wenn wir ®(.5) tiber S minimieren. [J

Mit Hilfe des Flaschenhals-Verhéltnisses lassen sich besonders Markov-
ketten auf geometrischen Strukturen, wie zusammengeklebte Tori oder ein
bindrer Baum, beschreiben.

Fiir ein Beispiel sei an dieser Stelle erneut auf Abschnitt 5 verwiesen.



4 Unter Reversibilitat

Auch wenn die Schranke in diesem Abschnitt keinen konkreten Namen hat,
verdient sie Aufmerksamkeit. Dariiber hinaus kommt hier noch einmal ein
ganz anderer Ansatz zum Tragen: Die Berechnung erfolgt mittels Eigen-
werte der Ubergangsmatrix P. Allerdings kommt diese, vermutlich stirkste,
Schranke dieser Arbeit nicht ohne eine weitere Voraussetzung aus: Die invari-
ante Verteilung 7 sei fiir diesen Abschnitt sogar reversibel. Vergegenwiértigen
wir nochmal diese Eigenschaft.

Definition 4.1. (Reversible Verteilung)
Die invariante Verteilung m der Markovkette heif$t reversibel, falls

m(x)P(x,y) = 7(y)P(y,z) Vr,yeQ
Insbesondere folgt aus Reversibilitit die Stationaritdt.

Fiir die entscheidende Definition der Relazationszeit und dem Beweis der
Schranke, benétigen wir noch ein wenig Kenntnis iiber die Eigenwerte von
Ubergangsmatrizen. Dazu dient das folgende Lemma, dessen Aussagen hier
nicht bewiesen werden.

Lemma 4.2. (Eigenwerte von P)

(i

(ii

A =1 ist EW von P und damit f = (1 ... 1)T ein EV
Fiir alle EW von P gilt |\| <1
P irreduzibel = EW X\ =1 hat algebraische Vielfachheit 1

)

)

(iii)

) P arreduzibel & aperiodisch = EW X =1 ist einziger mit |A\| = 1
)
)

—~
~

(v) P irreduzibel & reversibel = Alle EW von P sind reell
(vi) P reversibel = EV orthogonal beziglich (f,g)r := Zﬂ'(j)f(j)g(j).
JEQ
Beweis. Ohne Beweis. (Nachzulesen in der Quelle) O

Definition 4.3. (Relazationszeit)
Sei P die Ubergangsmatriz einer reversiblen Markovkette. Man ordne die
Eigenwerte von P

I1=X>X>...> )\|Q| > —1 mat Ay 1= max{|)\2|, |)\‘Q||}
und definiere dazu

Yoo =1 — Ay als die absolute Spektralliicke von P

1
trel i= — als die Relaxationszeit der Markovkette.



Sollte sich die Ubergangsmatrix explizit angeben lassen, ist es, mit Hilfe von
Matlab beispielsweise, ein Leichtes die Eigenwerte zu ermitteln. Damit 1asst
sich dann direkt eine Eingrenzung fiir die Mischzeit der Markovkette geben,
wie folgendes Theorem zeigt.

Theorem 4.4. (Unter Reversibilitdt)
Fiir eine irreduzible, aperiodische und reversible Markovkette gilt

tie(€) 2 (1~ 1)loss ()

Beweis.

Sei f ein Eigenvektor von P zum Eigenwert A #1 = Pf = \f.

Nach dem Lemma ist g = (1 ... 1) stets Eigenvektor von P und orthogonal
zu f.

= g = X 7)) = 0.

=y

L) =P @) =Y (Play)fy) — mw)f ()]

yeN

<D WP @ y) = 7] < |Iflloe Y 1P (2,y) = 7(y)]

yeQ yeQ

2 fllc2l| P, ) — ()]

Nehme jetzt = gerade sodass | f(z)| = || f||co

= A <2|Pa, ) - w()]] <2d(t)

Setze nun |A| = A, aus der Definition der Relaxationszeit
= A <24d(t) Wt

= A < oq(t(e) < 2¢

1
= tmix(€) log (T) > log(4)
NI
+-1

<
= tmix(G) 2 lOg (%e) 133\* = lOg (Qle)(trel - 1) O

Natiirlich ldsst sich abschliefend nicht eindeutig herausstellen, welche
Schranke die beste ist. Jedes der vorgestellten Theoreme kann auf einer be-
stimmten Markovkette zu der jeweils scharfsten Aussage fiihren. Es gilt stets,
anhand der gegebenen Eigenschaften, abzuwégen, welche Schranke anzuwen-
den ist und gegebenenfalls die Resultate zu vergleichen. Sicherlich kénnte
man behaupten, dass unter Reversibilitdt die letzte Schranke nahezu opti-
mal ist. Dafiir ist diese schon nicht mehr anwendbar, wenn nur Stationaritét
vorliegt.

Im letzten Abschnitt betrachten wir zu guter Letzt ein einfaches Rechenbei-
spiel zu allen vorgestellten unteren Schranken fiir die Mischzeit von Markov-
ketten.



5 Ein Beispiel

Abbildung 2: Triage Irrfahrt auf der Menge [1,8 NN

Wir betrachten ein einfaches Beispiel einer diskreten Markovkette (siche
Abb. 2), das aber den Vorteil hat, sdmtliche Voraussetzungen der vorigen
Abschnitte zu erfiillen. Dariiber hinaus lassen sich konkrete Werte ermit-
teln. Man macht sich schnell klar, dass diese Markovkette irreduzibel und
aperiodisch ist (dank der Moglichkeit im Zustand zu verweilen). Zudem ist
die invariante Verteilung sogar reversibel und entspricht der Gleichverteilung
auf {1,...,8}, da
1 1 .
m(x)P(x,y) = 3 X71= w(y)P(y,z) Va,y mit Abstand 1.

Berechnen wir also jeweils die Schranken fiir die Mischzeit dieser Markovkette
mit Hilfe der vier vorgestellten Theoreme zu festem e = %.

5.1 Zahlschranke

1
Es gilt tmix(z) >

5.2 Durchmesser-Schranke

7
Es gilt tmix(f) > 2 =35

5.3 Flaschenhals-Verhaltnis

Zunéchst gilt Q(z,y) = w(x)P(x,y) = % X 3= 3% Va,y mit Abstand 1.

Um @, zu bestimmen, minimieren wir ®(S) iiber alle S mit 7(5) < 1. Das
heift, wir minimieren @Q(S,S¢) und maximieren 7(S). Man iiberlegt sich,
dass es minimal ist fir Q(S,S¢), wenn S und S¢ nur eine Stelle haben, an
der sie verbunden sind. Da 7 die Gleichverteilung ist, ist es maximal |S| = 4
zu wihlen. Diese Uberlegungen fiihren zu der Feststellung, dass S = {1, ..., 4}

oder das Komplement gerade ®(S) minimieren. Also ®, = /% = 1&.

4.

1 1
*



5.4 Unter Reversibilitat

Mit Hilfe von Matlab lassen sich die Eigenwerte ermitteln und damit \,. Das
flihrt sofort zur Relaxationszeit.

1
Es gilt tmix(1> > 95,32 x log(2) = 17, 55.

5.5 Tatsachliche Mischzeit

Wir sehen, dass die ersten drei unteren Schranken hier wenig zur Eingren-
zung der Mischzeit beitragen, wenn man bedenkt, dass es allein schon sieben
Schritte der Markovkette bendtigt, um tiberhaupt mit positiver Wahrschein-
lichkeit von Zustand 1 nach 8 zu kommen. Wir wissen mit Hilfe der letzten
Schranke, dass die Mischzeit also mindestens 18 betriagt. Doch wie hoch ist
sie genau?

In diesem Fall stellt man fest, dass

o= A
d(t) = max sup ’Pt(.’B,A) _ W(A)’ :1 sup ’Pt(17A) . u’ Wt
2€ ACO ACQ 8

Damit lasst sich numerisch ermitteln, dass die Mischzeit zu € = % tatsdchlich
bei 24 liegt.
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