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Modell

I Beobachter im Ursprung von Rd

I Transmitter ξ = {xi : i ∈ N} ⊂ Rd\{0}
I die Signalstärke des Transmitters xi ist gegeben, durch

Pi = l(xi )Si =:
Si

g(xi )

I wobei {S}i∈N ein Folge von positiven i.i.d. Zufallsvariablen
und l(x) die path loss function ist

I der Propagation loss Process ist definiert als
N = {P−1

i }i∈N = {g(xi )
Si
}i∈N



Konvergenz Theorem
Theorem
Sei ξ ⊂ Rd\{0} eine lokal endliche Menge von Punkten, sodass es
eine nicht fallende Funktion D gibt, für die

lim
n→∞

|ξ|(r)

D(r)
= 1 und lim

r→0
D(r) = 0

fast sicher gilt. Sei außerdem g : Rd → R+ eine auf Rd\{0}
positive Funktion mit g(x) = h(|x |), wobei h eine linksstetige und
nicht fallende Funktion ist. Sei (S(σ))σ≥0 eine Familie positiver
Zufallsvariablen und N(σ) der Propagation loss Process erzeugt
durch S(σ), g und ξ. Wenn

(i) S(σ)→ 0 und (ii) E[D(h−1(S(σ)t))]→ L(t), ∀t ∈ C (L),

für σ →∞, wobei C (L) := {t ∈ R0
+ : lim

s→t
L(s) = L(t)}, dann

konvergiert N(σ) schwach gegen einen Poisson Prozess auf R0
+ mit

Erwartungsmaß L.



Setup

I ξ ⊂ Rd\{0} sei eine lokal endliche Menge an Punkten
I g sei eine messbare Abbildung von (Rd ,B(Rd)) nach

(R+,B(R+)), sodass {g(x) : x ∈ ξ} lokal endlich ist
I {Si : i ∈ Iξ} sei eine Folge unabhängig, identisch verteilter,

positiver Zufallsvariablen
I Setze {Yi}i∈Iξ , N =

∑
i∈Iξ δYi

I Für jedes Radon Maß µ and τ > 0, definiere µ(τ) := µ((0, τ ])
und µ|τ als das Radon Maß beschränkt auf das Intervall (0, τ ]

I definiere für zwei Warscheinlichkeitsmaße ν1, ν2 auf
(D,F(D)) d(ν1, ν2) = supA∈B(D) |µ1(A)− µ2(A)|

I Z sei ein Poisson Prozess mit Erwartungsmaß

M(t) =
∑
i∈Iξ

P
(
0 <

g(xi )

Si
≤ t

)



Poisson Prozess Approximation

Theorem
Für jedes n, sei ξn = {xni}i∈In , In := Iξn , Sni und Yni erfüllen
Setup. Definiere N(n) der Propagations Prozess erzeugt von den
{Yni}i∈In . Wenn für alle t ∈ C (L) gilt,

lim
n→∞

sup
i∈In

P(0 < Yni ≤ t) = 0 und

lim
n→∞

EN(n)(t) = L(t),

dann konvergiert N(n) gegen einen Poisson Prozess ZL mit
Erwartungsmaß L.



Poisson Prozess Approximation
Proposition
Sei g(x) = h(|x |). Dann gilt

M(t) := Mξ(t) :=
∑
i∈Iξ

P
(
0 <

h(xi )

S
≤ t

)

=

∫ ∞
0

P
(
0 <

h(r)

S
≤ t

)
|ξ|(dr)

wenn h positiv, linksstetig und nicht fallend ist, dann gilt

M(t) = E[|ξ|(h−1(St))].

Beweis.
Es gilt,

|ξ|(r) =
∑
i∈Iξ

10<|xi |≤r .



Poisson Prozess Approximation

Daraus folgt,∫ ∞
0

P
(
0 <

h(r)

S
≤ t

)
|ξ|(dr) =

∑
i∈Iξ

P
(
0 <

h(xi )

S
≤ t

)
= M(t).

Mit der Inversen h−1 von h bekommen wir außerdem

E[|ξ|(h−1(St))] = E
∑
i∈Iξ

10<|xi |≤h−1(St) = E
∑
i∈Iξ

10<g(|xi |)≤St .



Beweis des Konvergenz Theorems

Wir zeigen

lim
σ→∞

E[D(h−1(S(σ)t))] = lim
σ→∞

E[|ξ|(h−1(St))].

Sei ε > 0 und rε, sodass für r ≥ rε

1− ε ≤ |ξ|(r)

D(r)
< 1 + ε

gilt. Sei Fσ die Verteilungsfunktion von S(σ), dann haben wir

lim sup
σ→∞

E[|ξ|(h−1(S(σ)t))] ≤ lim sup
σ→∞

∫ ∞
0
|ξ|(h−1(st))Fσ(ds)

= lim sup
σ→∞

∫ ∞
h(rε/t)

|ξ|(h−1(st))Fσ(ds)

Die Gleichheit gilt, da S(σ)→ 0 und limy→0 h
−1(y) = 0.



Beweis des Konvergenz Theorems
Da aus s ≥ h(rε)/t folgt, dass h−1(st) ≥ rε, gilt

lim sup
σ→∞

E[|ξ|(h−1(S(σ)t))] ≤ (1 + ε) lim sup
σ→∞

∫ ∞
h(rε/t)

D(h−1(st))Fσ(ds)

≤ (1 + ε) lim sup
σ→∞

∫ ∞
0

D(h−1(st))Fσ(ds)

= lim sup
σ→∞

E[D(h−1(S(σ)t))].

Wir haben also

lim sup
σ→∞

E[|ξ|(h−1(S(σ)t))] ≤ lim
σ→∞

E[D(h−1(S(σ)t))]

Ähnlich zeigen wir

lim inf
σ→∞

E[|ξ|(h−1(S(σ)t))] ≥ lim
σ→∞

E[D(h−1(S(σ)t))]



Zufällige Transmitter Positionen

Wir ersetzen ξ durch einen Prozess Ξ =
∑

i∈IΞ δXi
.

Theorem
Sei Θ ein Poisson Prozess auf Rd unabhängig von Si : i ∈ N und
definiere Z =

∑
θi∈Θ δg(θi )/Si . Dann ist Z ein Poisson Prozess mit

Erwartungsmaß

M(t) = EZ (t) = E
∫

P
(
0 <

g(θ)

S
≤ t

)
Θ(dθ)

und
d(L(Z |τ ),L(N|τ )) ≤ d(L(Θ),L(Ξ)).



Zufällige Transmitter Positionen

Theorem
Definiere

MΞ(t) =

∫
Rd

P
(
0 <

g(x)

S
≤ t

)
Ξ(dx).

Sei Z ein Cox Prozess gerichtet vom Maß MΞ, das heißt Z ist,
bedingt auf Ξ, ein Poisson Prozess mit Erwartungsmaß MΞ. Dann
gilt

d(L(Z |τ ),L(N|τ )) ≤ E
∫
Rd

P
(
0 <

g(x)

S
≤ τ

)2

Ξ(dx).



Poisson/Cox

Theorem
Sei Ξ ein Prozess auf Rd mit lokal endlichem Erwartungsmaß Λ,
sodass limr→0 |Λ|(r) = 0 und für r →∞,

|Λ|(r)→∞, Var(|Ξ|(r))

(|Λ|(r))2 → 0.

Sei (S(σ))σ≥0 eine Familie positiver Zufallsvariablen und N(σ) der
Propagation loss Process erzeugt durch S(σ), g und Ξ. Sei
außerdem g(x) = h(|x |), wobei h eine linksstetige, nicht fallende,
positive Funktion auf R0

+ ist. Wenn

(i) S(σ)→ 0 und (ii)
∫
Rd

P
(
0 <

g(x)

S(σ)
≤ t

)
Λ(dx)→ L(t), ∀t ∈ C (L)

für σ →∞, dann konvergiert N(σ) schwach gegen einen Poisson
Prozess ZL mit Erwartungsmaß L.
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