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Einleitung

Die vorliegende Arbeit wurde im Rahmen des Seminars Moderne Anwendungen der
Theorie der Markov-Ketten im Sommersemester 2016 an der Technischen Universitét
Berlin verfasst. Diese Ausarbeitung ist Teil eines dreiteiligen Themenkomplexes. In einem
ersten Teil wurde die mathematische Grundlage in der Perron-Frobenius-Theorie gelegt. Die
daraus hergeleiteten Resultate werden hier vorausgesetzt. Der vorliegende zweite Teil stellt
eine Zusammenfassung ausgewéhlter Themen des Papers Deeper Inside PageRank [4] bereit.
In einem dritten Teil werden diese noch vertieft und ergénzt.

Das Originalpaper Deeper Inside PageRank beschaftigt sich umfassend mit der Modellierung
des Internets durch Ubergangsgraphen und den daraus resultierenden Ubergangsmatrizen.
Es kniipft an den Ideen der beiden Google-Griinder Sergey Brin und Larry Page an, die sich
mit der Frage beschéiftigten, wie jeder Seite des Netzes eine bestimmte Wichtigkeit zuge-
ordnet werden kann, um diese in einer Suchmaschine verwenden zu kénnen. Um ein solches
Ranking zu erhalten, stelle man sich das Surfverhalten eines Internetnutzers zufallig vor. Es
stellt sich nun die Frage: mit welcher Wahrscheinlichkeit befinde man sich nach "langem" Sur-
fen auf einer beliebigen Seite 7. Gelingt es diese Wahrscheinlichkeiten eindeutig zu ermitteln,
so lassen sie sich in dem stochastischen Vektor 71 zusammenfassen - dem PageRank-Vektor.
Ausgehend von der Frage unter welchen Voraussetzungen nun dieses m' existiert und ein-
deutig ist, werden in dieser Arbeit zwei Losungsstrategien zur Berechnung des gewtinschten
PageRank-Vektors vorgestellt. Die mathematische Theorie geht auf Perron und Frobenius
zurlck, die die Existenz und Eindeutigkeit der sog. stationdren Verteilung gewahrleistet,
sobald die betrachtete Ubergangsmatrix, die das zufillige Surfverhalten beschreibt, primitiv
ist. Primitivitat ist dadurch charakterisiert, dass Irreduzibilitat und Aperiodizitéit vorliegen.
Um Missverstandnissen in der Notation vorzubeugen, sei darauf hingewiesen, dass wir fir
eine positive (bzw. nicht-negative) Matrix A die Symbolik A > 0 (bzw. A > 0) verwenden.

Zunichst widmen wir uns der Modellierung des Netzes und dem damit verbundenen zu-
falligen Surfen. Wir bendtigen also alle Wahrscheinlichkeiten, um von einer beliebigen Seite
i auf eine Seite j zu gelangen. Diese Informationen werden wir in einer Ubergangsmatrix G
zusammenfassen - der Google-Matrix. Geniigt die Google-Matrix nun den Voraussetzungen
(Primitivitat) der Perron-Frobenius-Theorie, so bekommen wir mit der Potenzmethode
automatisch ein Verfahren an die Hand, mit der wir unsere Losung approximativ bestimmen
konnen. Die Konvergenzgeschwindigkeit dieser Methode ist ausreichend studiert und hangt
von den beiden dominanten Eigenwerten der primitiven Matrix ab. Wir werden hier einen
Beweis vorstellen, der das gesamte Spektrum der Google-Matrix charakterisiert und damit
Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit macht. In dem letzten Abschnitt beschéftigen
wir uns dann noch mit einem weiteren Losungsverfahren zur Bestimmung von 71, Wir for-
mulieren unser Problem als ein lineares Gleichungssystem und wollen dieses effizienter
Losen als mit den iiblichen Verfahren. Unter Ausnutzung der Linkstruktur wird es geniigen
ein wesentlich kleineres LGS zu l6sen, sodass wir bei der Implementierung einen grofien Teil
an Rechenschritten einsparen kénnen.



Das Modell

Die beiden Stanford-Studenten Sergey Brin und Larry Page beschéftigten sich seit dem Jahr
1995 mit dem Problem jeder Internetseite eine eindeutige Wichtigkeit zuzuordnen, damit bei
einer benutzerfreundlichen Suchabfrage die Ergebnisse nach Prioritdten vorsortiert werden
konnen. Dabei soll eine Seite besonders wichtig sein, wenn viele Seiten auf diese verweisen.
Dariiber hinaus sollen Links von wichtigen Seiten hoéheren Einfluss haben als Links von
unwichtigeren. Diese sehr simple, aber durchaus nachvollzichbare Uberlegung, bildet den
Grundstein fiir alle weiteren Modellierungen.

Die Konstruktion der Google-Matrix

Die Idee war das Netz durch einen Ubergangsgraphen zu reprisentieren, bei dem jeder Kno-
ten einer Internetseite entspricht und eine gerichtete Kante (i,j) existieren soll, wenn ein
Link von der Seite ¢ auf die Seite j verweist. Exemplarisch sei folgendes kleines Internet
gegeben:

)

Das Surfverhalten eines jeden Nutzers wird nun durch einen zufdlligen Web-Surfer simuliert.
D.h. ausgehend von einer Startseite (z.B. Seite 1) entscheidet sich dieser zufdllige Web-Surfer
gleichwahrscheinlich fiir einen der ausgehenden Links. Auf der neu erreichten Seite fahrt er
mit diesem Verfahren gedéchtnislos (also unabhéngig davon wie er auf diese Seite gelangt ist)
fort und entscheidet sich erneut gleichwahrscheinlich fiir einen der ausgehenden Links. Die
Idee dahinter ist, dass auf lange Sicht jede Seite eine bestimmte Wahrscheinlichkeit erhélt,
mit der sich ein Internetnutzer auf ihr befindet. Die Informationen der Linkstruktur kénnen
aquivalent in der Hyperlinkmatrix H zusammengefasst werden:
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Hier wird ein Problem deutlich: bei der zweiten Zeile handelt es sich um eine Nullzeile. Diese
resultiert aus der Tatsache, dass von der Seite 2 keine Links wegfiihren und damit der re-
prasentierende Knoten einen Outdegree von 0 hat. Solche Knoten werden als dangling nodes
bezeichnet und existieren im Internet zu einem hohen Anteil. Jedes Bild, Video oder jede
PDF-Datei, die keine ausgehenden Links haben, gehoren zu der Klasse der dangling nodes.
Die Matrix H ist damit nicht stochastisch, was aber eine begehrenswerte Eigenschaft dar-
stellt, wenn im Zusammenhang mit Markov-Ketten gearbeitet werden soll. Man behilft sich
hier der Tatsache, dass praktisches Suchverhalten nicht durch das Erreichen eines dangling
nodes beendet wird. Internetnutzer haben beispielsweise die Moglichkeit in der URL-Zeile
eine beliebige Internetadresse einzugeben und somit zu jeder beliebigen Seite des Netzes zu
springen, wenn man an einem dangling node angekommen ist. Die Wahrscheinlichkeit v; > 0
bezeichne die Wahrscheinlichkeit dann auf die Seite 7 zu springen. Der Zeilenvektor vT fasst
alle v; zusammen, sodass eine neue Matrix U konstruiert werden kann:
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Dabei stellt a einen Indikatorvektor dar, d.h.

1, @ dangling node
a; =
0, sonst.

Damit werden Nullzeilen durch v* ersetzt und die resultierende Ubergangsmatrix U ist
nun stochastisch. Der Satz von Perron-Frobenius kann aber nicht angewendet werden, da
die Matrix U i.A. nicht irreduzibel ist. Die Knoten {4,5,6} bilden in diesem Beispiel eine
abgeschlossene Menge, also einen reduziblen Subgraphen. Beholfen wird sich hier aber mit
einem einfachen ebenfalls praktischen Trick: das Surfverhalten eines Internetnutzers hangt
zwar sehr stark von der Linkstruktur (in U) ab, doch die Moglichkeit in der URL-Zeile
eine beliebige Internetadresse einzugeben besteht jederzeit (man muss sich nicht an einem
dangling node befinden). Der Losungsansatz lautet damit wie folgt:

(i) mit Wahrscheinlichkeit o € (0,1) folge man der Linkstrukur in U,
(ii) mit Wahrscheinlichkeit 1 — « springe man zu einer beliebigen Seite.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit man im Fall (ii) dann auf die einzelnen Seiten springt, soll
ebenfalls mit der Verteilung v* beschrieben werden. Dies fithrt uns letztlich zur Konstruktion
der Google-Matrix

G=aU+ (1—a)ev™.

Mit e = (1,...,1)T werde der Einsvektor bezeichnet. Setzen wir « beispielsweise auf 0.9, so
erhalten wir die Matrix



1/60 7/15 7/15 1/60 1/60 1/60
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
19/60 19/60 1/60 1/60 19/60 1/60
1/60 1/60 1/60 1/60 7/15 7/15
1/60 1/60 1/60 7/15 1/60 7/15
1/60 1/60 1/60 11/12 1/60 1/60

G:

Die Potenzmethode

Die Google-Matrix ist nach Konstruktion eine positive Matrix, sodass der Satz von Perron
auf diese anwendbar ist. Konkret bedeutet dies, dass das Eigenvektorproblem

7l =7TG

eine (bis auf Skalierung) eindeutige positive Losung hat. Durch Normierung erhalten wir
einen stochastischen Vektor, der damit eindeutig die Wahrscheinlichkeiten zusammenfasst,
mit der sich ein zufalliger Web-Surfer nach langem Surfen auf einer beliebigen Seite befindet.
Je hoher diese Wahrscheinlichkeit nun fiir eine Seite ¢ ist, desto hoher soll auch deren Ranking
ausfallen. Daher werde 7T auch als PageRank-Vektor bezeichnet. Die Potenzmethode liefert
uns nun zusétzlich eine Moglichkeit diese Losung naherungsweise zu bestimmen. Fiir jede
Startverteilung 7(?) konvergiert das rekursive Schema

2T _ (k=1)T 7
gegen die stationire Verteilung 7*. Die Konvergenzgeschwindigkeit dieser Methode hingt von
den beiden dominanten Eigenwerten A\; und Ay der Google-Matrix G ab. Diese ist stochastisch
und hat daher den Eigenwert \; = 1. Da es sich bei G aber zusatzlich um eine positive Matrix

handelt, folgt mit dem Satz von Perron, dass der subdominante Eigenwert Ay < 1 sein muss.
Damit gilt fiir eine Konstante ¢ € R,

A
[7®T = 7T < c- [2[F = ¢+ [Aol".
Automatisch sind wir daran interessiert wie die Eigenwerte der Google-Matrix (insbesondere

natiirlich Ag) aussehen. Das folgende Theorem liefert eine sehr umfassende Antwort.

Theorem

Sei o(U) = {1, o, ..., pn} das Spektrum der stochastischen Matrix U, dann ist das Spek-
trum der Google-Matrix G = aU + (1 — a)evT gegeben durch o(G) = {1, apa, ..., ap,}-

Beweis. Da U eine stochastische Matrix ist, hat sie (1,e) als Eigenpaar. Wir méchten
eine Ahnlichkeitstransformation durchfiihren, benétigen also eine invertierbare Matrix

Q= (e X) e R,

Thre Inverse sei gegeben durch



Wir erhalten aus der Identitét

T
I=07e= (}%TZ Y2X>
die beiden fiir uns niitzlichen Gleichungen
(i) y*e =1 und
(i) YTe = 0.

Wenden wir nun die Transformation auf die stochastische Matrix U an, so erhalten wir

00 - yTUe * (yTe * (1 *

T \YTUe Y'UX)  \Y'e Y'UX) \0 YIUX)

wobei uns die mit * gekennzeichneten Blocke nicht interessieren. Da die resultierende Matrix
obere Blockdreiecksgestalt hat und die Eigenwerte unverédndert bleiben, folgt

o(YTUX) = {ua, .., fn}

Wir sind aber an den Eigenwerten der Google-Matrix interessiert und wenden deshalb die
gleiche Transformation auf G' an. Mit der Eigenschaft vTe = 1 des stochastischen Vektors
v™ ergibt sich

Q7'GQ=Q (U + (1 - a)ev)Q
=aQ7UQ + (1 - 0)Q e Q

- (g aYT*UX> +(1-a) (ﬁi) (vre =)
- (g aY;kUX> tl-a) ((1) 3)

(1 *
(o YTUX)"

Dies bewirkt, dass sich die Eigenwerte von G zusammensetzen aus
o(G)={1} Uo(aY'UX)
= {1} Uac(Y'UX)
={1,apg,...,au,}. O

Mit diesem Resultat stellen wir fest, dass die Konvergenzgeschwindigkeit der Potenzmethode
mafBgeblich von der Wahl des Parameters o abhéngt, denn es gilt

= 22 = ot <o 0,



Die Wahl des Parameters « ist also von entscheidender Bedeutung. Eine schnelle Konvergenz
(v nahe bei 0) spiegelt das tatsichliche Surfverhalten nicht gut wieder, da keine Relevanz auf
die eigentliche Linkstruktur mehr gelegt wird. Wahlt man dagegen o nahe bei 1, so wird ein
befriedigendes Resultat mit der Potenzmethode erst nach unzahligen Iterationen zu erwarten
sein. Gerade bei riesigen Datenmengen (der Google-Index von 2016: 60,000,000,000,000; d.h.
umfasst iiber 60 Billionen Seiten) ist dies nicht wiinschenswert. Zur geschickten Implemen-
tierung der Potenzmethode und zu weiteren Problemen, die bei der Wahl des a auftreten
(Sensitivitét) siche den dritten Teil des Themenkomplexes.

2. Losungsansatz: Lineares Gleichungssystem

Wir interessieren uns neben der Potenzmethode fiir weitere Strategien den PageRank-Vektor
7T zu bestimmen. Aus der urspriinglichen Gleichung

h=7'G =7 (aU + (1 — a)ev?)
erhalten wir nach Umformung das lineare Gleichungssystem
(I —aU) = (1 —a)v’.

Da das Losen eines linearen Gleichungssystems kubischer Komplexitit (O(n?)) und unser
n = 60 - 10'? gigantisch ist, sind wir in diesem Abschnitt daran interessiert, wie wir eine
effizientere Losungsstrategie formulieren konnen.

Zunéchst untersuchen wir die Matrix (I — aU) auf niitzliche Eigenschaften und benotigen
dafiir das folgende Hilfsresultat.

Lemma

Fir B > 0 und s > p(B) sind Matrizen von der Form
sl — B

invertierbar mit (s — B)~! > 0.

Beweis. Der Beweis dieser Aussage folgt aus [5, S. 626 f.]. O

Satz
Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) (I —aU) ist invertierbar,
(i) (I —aU)™* >0.

Beweis. Die Matrix (I — aU) geniigt den Voraussetzungen des Lemmas, denn



e aU > 0 und
e p(alU)=ap(U) <p(U)<1. 0O

Die Ubergangsmatrix U = H + avT setzte sich zusammen aus der Hyperlinkmatrix H und
einer Matrix vom Rang 1, in der der stochastische Vektor v* in den zu dangling nodes
gehorigen Zeilen steht. Deshalb lédsst sich das Gleichungssystem

(I —alU) = (1 —a)?*
schreiben als
(I —a(H +av)) = (1 — a)®
und schlieflich umformulieren zu
(I —aH)=(1—a+ar a)’.

Der Wert v := m'a beschreibt dabei die Summe der m;, wobei i ein dangling node ist. Uns
interessiert an dieser Stelle gar nicht, welchen konkreten Wert v annimmt. Unsere Losung
71 ist eindeutig bestimmt (bis auf Skalierung). Da wir aber gerade einen stochastischen
Vektor erhalten wollen (also mit 77e = 1), normieren wir die Lésung noch entsprechend.
Daher kann ~ fiir unsere Zwecke einen beliebigen positiven Wert annehmen - das Endresultat
bleibt wegen der Normierung am Ende unverdndert. Unser Schema wird also nur durch
einen Skalierungsfaktor erganzt. Wir setzen der Einfachheit halber v := 1, was zu dem
Gleichungssystem

(I — aH) ="
fithrt.

Mit analogen Argumenten wird deutlich, dass auch (I — aH) die Voraussetzungen des Lem-
mas erfullt und damit gilt

(i) ({ —aU) ist invertierbar und
(ii) (I —aU)™t>0.
Es ergibt sich unmittelbar
=o' (I —aH)™

Das Berechnen der Inversen (I — aH)™! wird nie explizit durchgefiihrt, doch liefert uns
dies andere niitzliche Eigenschaften. Wir stellen zunachst fest, dass die Hyperlinkmatrix H
nach Konstruktion eine sehr diinn besetzte Matrix ist, was vorteilhaft beim Losen eines
linearen Gleichungssystems sein kann. Wir wissen aber ferner, dass es sich bei den Zeilen der



dangling nodes um Nullzeilen handelt. Permutieren wir die Zeilen jetzt derart, dass Zeilen zu
non-dangling nodes oben und die zu dangling nodes darunter stehen, so erhalt H die Form

ND D
ND [ Hy  Hi
D o o0/
Insbesondere wird die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems zu

. I—OéHH —Oéng
([—aH)-( 0 I )

und ihre Inverse zu
. -1 _ (I — OéHH)_l a([ — aHH)_lng
(I —aH)" = ( 0 7 )

Damit kann der PageRank-Vektor 77 = v (I — aH)™! geschrieben werden als
= (i (I —aHy) ™ avi (I —aHy) " Hig 4+ vy).

Da der Term vf (I — aHy;)™! auf beiden Seiten auftaucht, reduziert sich das Losen des
Gleichungssystems 71 (I — aH) = vT auf den ersten Teil der non-dangling nodes. Konkret
liefert der folgende Algorithmus das gewtinschte Resultat.

Algorithmus
1. Lose i (I — aHyp) = ot
2. Berechne 7] = am] Hyy + v, .

3. Normiere 77,

Zusammenfassend muss nur ein Gleichungssystem fiir non-dangling nodes gelost werden. Mit
dieser Losung lisst sich der zweite Teil mry fiir die dangling nodes explizit ausrechnen. Fiir
die Eindeutigkeit normieren wir am Ende. Da der Anteil der dangling nodes im Internet sehr
grof ist und immer mehr an Bedeutung gewinnt (Fotos, Videos, wissenschaftliche Arbeiten,
etc. werden online gestellt) ist eine Methode, die sich dieser Eigenschaft zu Nutze macht,
von groflem Interesse.
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