Kapitel 7

Maximumprinzip fiir
elliptische Gleichungen

In diesem Kapitel wird das Maximumprinzip fiir allgemeinere Gleichungen als die
Laplace—Gleichung untersucht.
Wir betrachten den Operator L : H}(Q) — H~(Q) definiert durch

d d
Lu(x) = — Z aij (x)9;05u(x) + Z bi(x)0;u(x) + c(x)u(x). (7.1)

Man beachte, dass der Diffusionsterm diesmal nicht in Divergenzform geschrieben
ist. Es wird wiederum die gleichméflige Elliptizidt vorausgesetzt: es gibt ein v > 0,
so dass gilt

€T AXE = v igl; VEER xeQ.

Alle Koeffizientenfunktionen seien stetig auf 2 und A(x) sei symmetrisch.
Zuerst wollen wir das schwache Maximumprinzip beweisen. Dieses erlaubt noch
innere lokale Maxima.

Satz 7.1 Schwaches Maximumprinzip. Sei u € C%(Q) N C(Q) und gelte in L
dass ¢(x) > 0 fir alle x € Q. Falls Lu < 0 und m := maxxecgo u(x) > 0, so gilt

max u(x) = m.
x€eN

Beweis: Es wird ein zunéchst ein indirekter Beweis durchgefiihrt. Wir nehmen
also an, dass es ein x € (2 so gibt, dass u in xq ein lokales Maximum besitzt und

u(xg) > m.
1) Zuerst wird der Fall Lu(x) < 0 betrachtet. Wir wihlen eine orthonormale
Basis V = (v1,...,v4) des R? so dass A(xg)vir = AV, also

VT A(xo)V = diag(A1, ..., Aa) =: A.

Damit ist A = VAVT oder ai; = 2221 Vi AkVjk- Da u in x¢ ein lokales Maximum
besitzt und Ay > 0, k=1,...,d, gilt

c(xo)u(xo) > c(xo)m >0,

bi(X0>ain = 0 = 17...,d,
d d d (9211,
— Z aij(Xo)aiaju(Xo) = - Z vik)\kvjkaiaju(xo) = — Z)\kw(XQ) Z 0.
i,j=1 i,5,k=1 k=1 k

56



Insgesamt gilt also Lu(xo) > 0, was ein Widerspruch ist.
2) Nun wird der allgemeine Fall Lu(xg) < 0 untersucht. Dafiir wird die Funktion

Ue(x) :=u(x) + V1> >0
betrachtet. Es gilt
Lus(x9) = Lu(xg)+eL(e!Vr>0) < ehvi o (—1*viA(xo)vi + pb - vi +¢)
= e X0 (—pPA +pb vyt o).

Fiir grofles p ist dieser Ausdruck iiberall negativ (unabhingig von ¢), also gilt dann
Lu. < 0. Das Maximum auf dem Rand m. der Funktion u. ist nichtnegativ (nach
Konstruktion). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt

max u (x) = max u.(x)

fiir alle € > 0 und ein festgewihltes grofies . Die Betrachtung von € — 0 liefert das
gewiinschte Ergebnis. [ ]
Fiir das starke Maximumprinzip beweisen wir vorher ein Lemma.

Lemma 7.2 Lemma von Hopf'. Sei B C R? eine Kugel und u € C?(B)NC*(Q)
mit Lu <0, ¢(x) > 0 fiir alle x € Q. Falls fiir einen Randpunkt x € OB gilt

u(x) >0, uly)<u(x) VyeB,
dann gilt fiir den Einheits—Aufennormalenvektor n an 0B auch Vu - n(x) > 0.

Beweis: Die Eigenschaft Vu-n(x) > 0 folgt aus der Maximalitét von u an der
Stelle x. Wichtig ist die strikte Ungleichung.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei B = B(0,r). Fiir u > 0 betrachten
wir die Funktion
v(x) = e Mz — g=pr® > .

Es gilt Ubungsaufgabe

d

Lo(x) = etz | N (—dpa;;(x)min; — 2ua;(x)05;) + pb(x) - X + c(x)
i,j=1
fc(x)e*‘”z.

Fiir hinreichend grole p ist dies fiir [|x||, > /2 negativ, also Lv < 0 auf B(0,7) \
B(0,7/2).

Nun wird die Funktion w(y) := u(y) + €v(y) betrachtet. Wegen Lw < 0 auf
B(0,7)\B(0,r/2) kann man das schwache Maximumprinzip anwenden. Auf 9B(0, r)
gilt w(y) = u(y), da v auf dem Rand von B(0, r) verschwindet. Also ist das Maxi-
mum von w auf 0B(0,r) der Wert u(x) > 0. Auf dB(0,7/2) gilt nach den Eigen-
schaften von u, das w(y) = u(y) + ev(y) < u(x) falls € hinreichend klein gewéhlt
wird. Nach dem schwachen Maximumprinzip folgt w < u(x) auf B(0,r)\ B(0,r/2).
Wegen der Differnzierbarkeit folgt Vw - n(x) > 0, also

Vu - n(X) =Vuw- n(x) — Vo - n(x) Z 0+ 25/,“"67}“"2 < 0.

Damit ist die strikte Ungleichung gezeigt. ]

Hopf
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Satz 7.3 Starkes Maximumprinzip. Sei Q C R? zusammenhingend und L de-
finiert in (7.1) mit c¢(x) > 0 fiir alle x € Q. Dann gilt fir u € C*(Q) N C(Q) mit
Lu <0 und
u(y) = maxu(x) > 0
xeN

fir ein'y € Q, dass u konstant ist.
Beweis: Seien M := max, g u(x) und
Yi={xeQ : ulx)=M}

Man muss zeigen, dass 3 =  gilt. Angenommen, das gelte nicht. Dann kann man
ein z € Q\ X so withlen, dass r := dist(z, X)) < dist(z, 092). Die Kugel B(z, r) ist dann
kompakt (mit ihrem Rand) in © enthalten. In dieser Kugel gilt Lu < 0 und, wenn
man sich auf B(z,r) einschrinkt, nimmt u sein Maximum in einem Randpunkt x €
0B(z,r) an und es gilt u(x) = M nach Konstruktion der Kugel. Nach Lemma 7.2
folgt, dass in dieser Situation Vu-n(x) > 0 gilt, wobei n die Einheits—Auflennormale
an 0B(z,r) im Punkte x ist. Das heifit, die Funktion steigt in x in Richtung der
Auflennormale an. Dies steht aber im Widerspruch zur Maximalitidt u(x) = M. m
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